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自 本 书 第 1 版 出 版 以 来 ， 作 者 收 到 了 来 自 使 用 本 书 的 师 生 的 众多 反馈 ， 
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“离散 数学 ”课程 的 MOOC 建设 及 实施 ， 这 些 因素 都 促使 作者 进行 了 第 2 
版 的 编写 工作 。 
第 2 版 对 各 章 都 进行 了 一 些 文字 与 内 容 的 调整 ,特别 是 在 正文 中 讲授 知 
识 点 时 补充 了 一 些 简单 的 应 用 示例 , 并 增补 了 一 定数 量 的 习题 , 对 部 分 较 难 
的 习题 增加 了 必要 的 提示 。 
Se 较 大 的 变化 如 下 : 
第 4 章 增加 了 “ 相 容 关系 与 集合 的 覆盖 ”一 节 。 

e 第 6 章 增 加 了 “信息 流 的 格 模型 ”一 节 。 

。 第 8 章 增 加 了 点 支配 、 点 独立 、 点 覆盖 、 匹 配 、 边 覆盖 、 网 络 与 流 
等 内 容 。 

。 增加 了 第 10 章 “形式 语言 、 自 动机 与 正则 表达 式 ”。 

。 增加 了 附录 A“ 综 合 性 研讨 专题 "， 可 供 师 生 课 后 阅读 和 开展 研讨 
使 用 。 

。 附录 B“ 课 程 综合 实验 ”增加 了 三 个 实验 。 

。 增加 了 附录 E“Prolog 语言 与 逻辑 推理 "， 介 绍 了 乙 辑 编程 语言 
Prolog 的 基本 概念 、 基 本 语法 以 及 简单 示例 。 
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离散 数学 是 现代 数学 的 一 个 重要 分 支 ,是 计算 机 专业 和 软件 工程 专业 的 
基础 主干 课程 ,主要 包含 集合 论 、 数 理 逻 辑 、 图 论 和 代数 结构 4 部 分 基本 内 
容 , 研究 离散 对 象 的 结构 、 规 律 及 相互 关系 。 它 在 数据 结构 、 操 作 系 统 、 软 
件 工 程 、 数 据 库 原理 、 计 算 机 网 络 、 人 工 智 能 、 编 译 原 理 、 软 件 设计 形式 化 、 
信息 安全 等 领域 都 有 广泛 的 应 用 。 并且 该 课程 对 于 培养 、 训 练 和 提高 学 生 的 
问题 抽象 能 力 、 逻 辑 推理 能 力 、 利 用 离散 数学 模型 分 析 和 解决 实际 应 用 问题 
的 能 力 都 有 非常 重要 的 作用 ,可 以 为 学 生 进一步 学 习 后 续 课 程 以 及 进行 或 参 
与 创新 性 的 研究 和 开发 工作 打下 坚实 基础 。 

本 书 的 特点 是 着 重 讲解 基本 概念 、 基 本 方法 及 其 应 用 , 尽 可 能 减少 需要 
记忆 的 内 容 。 除 严谨 系统 的 理论 阐述 和 细致 详尽 的 内 容 讲解 外 , 本 书 给 出 了 
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了 几 个 综合 的 应 用 案例 和 实验 项 目 , 学 生 可 以 利用 这 些 内 容 加 深 对 基本 内 容 
的 理解 和 掌握 , 更 可 以 动手 体会 分 析 问题 和 解决 问题 的 过 程 ,提高 学 习 的 兴 
趣 和 效果 。 

本 书 的 内 容 由 浅 入 深 , 可 读 性 强 , 部 分 内 容 比 较 抽象 的 章节 在 标题 前 加 
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基础 知识 


本 章 主要 介绍 集合 、 序 列 、 整 除 、 同 余 、 计 数 和 布尔 矩阵 等 内 容 ， 作 为 后 续 各 章节 
的 知识 准备 。 


1.1 集合 与 序列 


1.1.1 集合 的 基本 概念 


集合 论 的 创始 人 是 德国 数学 家 康 托 (Georg Cantor，1845 一 1918)。 他 对 集合 论 的 思 
考 与 研究 是 从 对 三 角 级 数 的 研究 中 产生 的 。1874 年 他 发 表 了 第 一 篇 关于 无 穷 集 合 的 文 
章 ， 开 创 了 集合 论 。 

当今 ， 集 合 的 概念 和 方法 被 广泛 地 应 用 于 各 种 科学 和 技术 领域 ， 是 当代 科学 技术 研 
究 中 必 不 可 少 的 数学 工具 和 表述 语言 。 它 也 是 计算 机 科学 与 软件 工程 的 理论 基础 ， 在 程 
序 设计 、 形 式 语言 、 关 系数 据 库 、 操 作 系 统 等 计算 机 学 科 中 都 有 重要 的 应 用 。 

集合 是 数学 中 最 基本 的 概念 ， 无 法 给 出 严格 精确 的 定义 。 通 常 ， 将 若干 个 可 确定 、 
可 分 辨 的 对 象 构成 的 无 序 整体 称 为 集合 (set), 常用 大 写 英 文字 母 4, B, C, 素 和 Z 等 表示 。 

定义 11 组 成 集合 的 对 象 称 作 该 集合 的 元 素 ( element )， 常 用 小 写 英文 字母 a, 及 c， 
X,y,Z 等 表示 。 若 对 象 a 是 集合 5S 的 元 素 ， 则 记 作 aeS， 读 作 a 属于 S; 若 对 象 a 不 是 集 
合 5 的 元 素 ， 则 记 作 agS， 读 作 a 不 属于 5。 

【 例 1.1】 R:“ 方 程 ?2-2=0 的 所 有 实数 解 ””S:“12 的 所 有 正 约 数 ” P:“ 复 平面 
上 的 所 有 点 ”，0QO:“ 清 华 大 学 的 全 体 学 生 ” 都 是 集合 。3 是 集合 5 的 元 素 ， 即 3eS; 而 -3 
不 是 该 集合 的 元 素 ， 即 -3&S。 而 “和 欢 大 的 实数 和 “清华 大 学 的 全 体例 大 教师” 都 不 是 集 
合 ， 因 为 不 能 明确 地 判断 任意 一 个 对 象 是 否 属于 该 集合 。 

注 : 

(a) 组 成 一 个 集合 的 条 件 是 能 够 明确 地 判断 任意 一 个 对 象 是 或 者 不 是 该 集合 的 元 素 ， 
二 者 必 居 其 一 。 

(b) 集合 中 的 元 素 没有 次 序 。 一 个 集合 中 也 没有 相同 的 元 素 。 如 果 一 个 集合 中 出 现 
若干 个 相同 的 元 素 ， 则 将 它们 作为 一 个 元 素 ， 即 一 个 集合 由 它 的 元 素 所 决定 而 与 描述 它 
时 列举 其 元 素 的 特定 顺序 无 关 。 

(c) 在 同一 个 集合 中 的 诸 元 素 并 不 一 定 存在 确定 的 关系 。 
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(d) 为 了 体系 的 严谨 性 ， 我 们 规定 : 对 于 任意 集合 4 都 有 4e4。9? 

【 例 1.2】 本 书 规定 使 用 一 些 特定 的 符号 表示 一 些 常 用 集合 : 自然 数 (nature number) 
集 N; 整数 (integer) 集 Z， 正 整数 集 Z* ， 非 零 整数 集 Z*; 有 理 数 (rational number) 
集 Q, 非 零 有 理 数 集 Q" ; 实数 (real number) 集 及 , 非 零 实数 集 限 " ;复数 (complex number) 
集 C， 非 零 复 数 集 C'。 

符号 也 来 自 德语 单词 Zahlen， 意 为 整数 。 有 理 数 是 整数 相 除 的 商 〈quotient)， 因 此 
用 Q@Q@ 表示 有 理 数 。 

使 用 形式 化 方法 表示 一 个 集合 有 两 种 方式 一 一 外 延 表示 法 和 内 涵 表 示 法 : 

(1) 外 延 表示 法 (列举 法 )。 逐 个 列 出 集合 的 元 素 ， 元 素 与 元 素 之 间 用 逗号 “,” 隔 开 ， 
并 将 所 有 元 素 写 在 大 括号 “{ }” 里 , 如: 4={a, b, c}, B={0, 1, … 10},，N ={0, 1, 2, …}。 

(2) 内 涵 表 示 法 (描述 法 )。 假设 P(x) 是 一 个 包含 x 的 陈述 句 , 表示 x 所 具有 的 性 质 ; 
对 于 每 个 确定 的 x， 可 以 明确 断定 P(x) 正 确 与 否 。 集 合 {x|P()} 表 示 所 有 使 P(x) 为 真 的 对 
象 x 所 组 成 的 集合 ， 如 : Z*={xlx 是 正 整 数 }，R={xlx-2=0 且 x 是 实数 }。 

定义 1.2 设 4 和 B 是 两 个 集合 ， 如 果 4 的 任意 一 个 元 素 都 是 B 的 元 素 ， 则 称 4 为 
B 的 子 集 ( subset )， 称 B 为 4 的 超 集 (superset)， 记 作 AcB (或 Bo4)， 读 作 4 包含 于 
B (或 万 包含 4)。 

注 : 

(a) GE 表示 集合 与 集合 之 间 关 系 ， 而 e 表 示 元 素 与 集合 之 间 关 系 。 

(b) 设 4、B、C 是 3 个 集合 , 车 4cB 且 BEC， 则 有 4cC。 

定义 13 设 4 和 B 是 两 个 集合 ， 如 果 ACB 且 Bc4， 则 称 4 与 相等 , 记 作 4=B; 
否则 称 它们 不 相等 ， 记 作 4zB。 两 个 集合 相等 ， 当 且 仅 当 它们 具有 相同 的 元 素 。 

定义 1.4 设 4 和 B 是 两 个 集合 ,如 果 A4CB 且 4#B， 则 称 4 为 B 的 真子 集 (proper 
subset) 记 作 A4cB (或 B24 )。 

注 : 如 果 4 是 B 的 真子 集 ， 则 集合 4 中 的 每 一 个 元 素 都 属于 B， 但 集合 B 中 至 少 有 
一 个 元 素 不 属于 4。 

【 例 1.3】 设 集合 4={xk 是 6 的 正 约 数 }，B={1, 2. 3, 6}， 由 于 4 和 B 具 有 相同 的 
元 素 ， 故 它们 是 同一 个 集合 ， 即 4=B。 这 说 明 很 多 集合 可 以 用 两 种 方法 来 表示 ， 但 也 有 
些 集合 不 可 以 用 列举 法 表示 ， 例 如 实数 集 了 及 。 

【 例 1.4】 设 集合 4={1, 2, 3, 4, 5, 6}，B={0, 1, 2, 3, 4. 5, 6, 7}。 由 于 对 于 任意 ae4， 
均 有 aeB， 故 4cB。 且 由 于 7eB 而 7¢g4， 故 4cB。 

定义 1.5 在 讨论 的 具体 问题 中 , 所 讨论 对 象 全 体 称 作 全 集 ( universal set ), 记 作 U, 

注 : 由 全 集 的 定义 可 知 ， 在 讨论 具体 问题 时 ， 所 提 及 的 集合 均 是 全 集 的 子 集 。 而 针 
对 不 同 的 具体 问题 可 能 会 有 不 同 的 全 集 。 

定义 1.6 不 包含 任何 元 素 的 集合 称 作 空 集 (empty set)， 记 作 人 。 

定理 1.1 设 4 是 任意 一 个 集合 ， 纪 是 空 集 ， 则 有 : (a) 4c4; (b) Cc4。 


@ 在 本 书 中 , 以 (a)，(b)，(c), … 标 明 的 各 条 目 是 并 列 关系 , 彼此 之 间 没有 明显 的 联系 ; 而 以 (1)，(2)，(3)，… 
标明 的 各 条 目 表示 须 同时 满足 的 条 件 。 
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证 明 . 


(a) 对 于 任意 集合 4， 它 的 任 一 元 素 都 是 其 自身 的 元 素 ， 因 而 4c4。 
(Cb)《〈 反 证 法 ) 车 存在 集合 4 使 得 @ 不 是 4 的 子 集 ， 则 由 定义 1.2， 存 在 元 素 xe 儿 
而 且 xg4; 但 这 与 空 集 的 定义 相 矛 盾 ， 因 此 假设 不 成 立 ， 原 结论 成 立 。 口 
推论 空 集 是 唯一 的 。 
证 明 . 〈 这 里 使 用 一 个 在 后 面 还 会 经 常 使 用 的 证 明 技巧 。) 
设 @1 和 @2 都 是 空 集 ， 则 由 定理 1.1，CacCp 且 CocCi， 由 定义 13 有 Ci=C2。 口 
定义 1.7 一 个 集合 4 所 包含 的 元 素数 目 称 为 该 集合 的 基数 或 势 ( cardinality )， 记 
作 |4| 或 #4 或 card(4d)。 
定义 1.8 若 |4|<%， 则 称 4 为 有 限 集 或 有 穷 集 (finite set) ， 否 则 称 4 为 无 限 集 或 
无 穷 集 (infinite set) 。 
【 例 1.5】 |{a, 5,2,a, @}|=4，card(@)=0， 它 们 都 是 有 限 集 ,。 而 N、Z、Q@、Q&'、 
及 、C 都 是 无 限 集 。 
事实 上 ， 无 穷 集 又 可 分 为 无 穷 可 数 集 和 无 穷 不 可 数 集 ， 无 穷 可 数 集 和 无 穷 不 可 数 集 
也 分 别称 为 无 穷 可 列 集 和 无 穷 不 可 列 集 。 这 部 分 内 容 将 在 5.6 节 中 详 述 。 
定义 1.9 假设 4 是 集合 ,4 的 所 有 子 集 所 组 成 的 集合 称 作 了 4 的 寡 集 (power set)， 
记 作 有 U4),， 即 4)={xhrc4} 
【 例 1.6】 假设 集合 4={a, b, c}， 计算 KU4)。 
解 . 4 的 0 元 子 集 : 人 。 
4 的 1 元 子 集 : {a}, {2b}, {c}。 
4 的 2 元 子 集 : {a,b},{a,c},{b,c}。 
4 的 3 元 子 集 : {a,b,c}。 
于 是 A4) ={ 2, {a}, {0}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b,c}, {a, b,c} }。 
【 例 1.7】 OQ)={@}。 


1.1.2 集合 的 运算 及 性 质 


集合 的 运算 就 是 由 给 定 的 集合 按照 确定 的 规则 产生 另外 的 集合 。 集 合 运算 主要 有 以 
下 5 种 。 

定义 1.10 设 UU 为 全 集 ，4、B 为 U 的 两 个 子 集 ， 则 : 

(a) 4 与 的 交集 (intersection) 4mB 定 义 为 4NB={xlxeA 且 xeB}。 

(b) 4 与 B 的 并 集 (union) 4UB 定 义 为 4UB={xke4 或 xeB}。 

(c)B 关 于 4 的 相对 补 (complement of B with respect to 4) 或 4 与 B 的 差 集 
(difference) 4-B 定义 为 4-B={xlxeA4 且 xgB}， 也 记 作 A\B。 

(d)4 关于 全 集 UU 的 相对 补 称 作 4 的 绝对 补 或 补 集 (complement), 记 作 4 (或 ~4)， 
即 4={xxeU 且 x¢gA}。 

(e) 4 与 的 对 称 差 (symmetric difference) 4@®B 定义 为 4®@B={xlxe4 或 XEB 且 x 
不 同时 属于 4 和 B}。 
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注 : 

(a) 由 定义 可 得 4-B=A4NMmB:; 4@B=(4-B)U(B-A). 

(b) 交 运算 、 并 运算 也 可 以 扩展 到 多 个 集合 上 , 如 A4NBNC={xlxe4 且 xeB 且 xeC)}， 
AUBUC-{xhxe4 或 xeB 或 xeC}。 常 用 记号 为 Ma 和 [J4 四 


【 例 1.8】 设 全 集 UE{0, 1,…, 9}, 集合 4={0, 1, 2, 3}, B={1, 3, 5, 7, 9}, 则 4 B={1, 
3}, AUB={0, 1, 2, 3, 5, 7, 9}, A-B={0, 2}, B-A={5, 7,9}, A={4, 5,6,7,8,9}, B={0,2, 
4, 6, 8}, A®B={0, 2, 5, 7, 9}。 

定理 1.2 设 4、B 是 两 个 集合 ， 则 以 下 各 表述 彼此 等 价 : 

(a) 4CB。 

(b) ANB=4。 

(c) A4UB=B。 

(d) AAIEAB). 

证 明 . 只 证 明 (a) 与 (d) 等 价 ， 其 他 由 定义 易 得 。 

证 明 集 合 X 了 的 基本 方法 是 ， 对 任意 xeX， 论 证 必 有 xeY。 

若 4cB， 则 对 于 任意 XeHA4)， 有 4， 故 让 B， 所 以 XeHUB),， 即 U4)cHB)。 

若 KU4)c5HKB), 则 对 于 任意 ae4, 有 {a}c4, 即 {fa}e5HUA), 于 是 {a}e51B), 即 {ajcB， 
所 以 aeB， 得 到 4cB。 口 

英国 逻辑 学 家 维 恩 (John Venn，1834 一 1923) 于 1881 年 在 《符号 逻辑 》 一 书 中 首 
先 使 用 相交 区 域 的 图 解 来 说 明 类 与 类 之 间 的 关系 。 后 来 人 们 以 他 的 名 字 来 命名 这 种 用 图 
形 来 表示 集合 间 关 系 和 集合 运算 的 方法 ， 称 作 维 恩 图 (Venn diagrams ) 或 文 氏 图 
(图 1.1)。 其 构造 方法 如 下 : 

(1) 用 一 个 大 的 矩形 表示 全 集 的 所 有 元 素 (有 时 为 简单 起 见 ， 可 将 全 集 省 略 )。 

(2) 在 矩形 内 画 一 些 圆 (或 任何 其 他 形状 的 闭 曲 线 )， 用 圆 内 部 的 点 表示 相应 集合 的 
元 素 。 不 同 的 圆 代表 不 同 的 集合 。 用 阴影 或 斜 线 的 区 域 表 示 新 组 成 的 集合 。 


| | (@ 


(a) 维 恩 图 表示 的 集合 与 全 集 (b) ASEB 
| 人 
(AcU (qd) ANB 


1.1 维 恩 图 
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和 


(e) AUB (f) 4-B 
7 | (1) 
(g)A@B (h)4 


图 1.1 ( 续 ) 


维 恩 图 的 优点 是 形象 直观 ， 易 于 理解 ， 而 缺点 是 理论 基础 不 够 严谨 ， 因 此 只 能 用 于 
说 明 ， 不 能 用 于 证 明 。 
定理 1.3 集合 运算 的 代数 性 质 ) 设 上 为 全 集 ，4、B、C 为 U 的 子 集 ， 儿 为 空 集 ， 
则 有 
(a) 交换 律 : 4UB=BUA, 4NmB=BNA,， A@®@B=B®@4。 
(b) 结合 律 : (4UB)U C=4U(BUO), (NnBNC=4Nn(BNO, (4®B)®C=A®(B®O)。 
(c) 分 配 律 : 4U(BNOQ=AUB)N(4UO, 4nGBuUCcC=dnB)UCdnC)。 
(d) 吸收 律 : 4U(4nB)=4, 4Nn(4UB)=4。 
(e) 德 。 摩 根 律 ; 
AUB-=-ANB, ANB=AUB. (绝对 形式 ) 
A-(BUC)=(4-B)N(4-C)，A-(BN COC)=(4-B)U(4-C)( 相 对 形式 ) 
(f) 军 等 律 : 4U4=4，4n4=4。 
(g) 零 律 : 4U IFU，4nCrC。 
(h) 同一 律 : 4UC=4，4mn IF4。 
(i) 排 中 律 : 4U 4=U。 
0) 矛盾 律 : 4n 4=@。 
(k) 余 补 律 ， B=U, 立 =@。 
(1) 双重 否定 律 ，4=4。 
下 面 仅 以 例题 的 形式 证 明 其 中 一 部 分 ， 其 余 留 给 读者 完成 。 
【 例 1.9】 设 4、B、C 为 任意 集合 ， 证 明 
A-(BN OC)=(4-B)U (4-C) 
证 明 . 证 明 两 个 集合 全 和 了 相等 的 一 般 方法 是 分 别 证 明 KE 了 和 YCX。 
(1) 证 明 (4-B)U(4-Oc4-(8Nn OO)。 
假设 xe(4-B)U(4-C)， 由 定义 有 xeA4-B 或 xe4-C。 
车 xe4-B 则 有 xe4 且 xgB,， 于 是 x¢gBNC。 
若 xe4-C 则 有 xe4 且 xeC， 于 是 xeBnC。 
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总 之 有 xze4 且 xgBNC， 故 得 xe4-(BNC)， 因 此 (4-B)U(4-Oc4-(BNC)。 

(2) 证 明 4-(B8N Oc(4-B)U(4-O)。 

假设 xe4-(BmC)， 由 定义 有 xe4 且 xeBnmnC。 

由 xgBNC， 有 xgB 或 xgC。 再 由 xe4d 得 xe4-B 或 xe4-C。 

故 xe(4-B)U(4-CO)， 进而 4-(B8N Oc(4-B)U(4-O0)。 

综合 (1) 和 (2)， 即 得 4-(BNC)=(4-B)U(4-C)。 口 
定理 1.3 中 各 定律 并 非 相互 独立 ， 即 ， 也 可 以 使 用 部 分 定律 证 明 其 他 定律 。 

【 例 1.10】 设 4、B、C 为 任意 集合 ， 则 4-(8 站 C=(4-B)U(4-O)。 

证 明 . 4-(BnO=4n(BncC)=4n(BUC)=dLnB)UdnC)=Gd-PDUGU-CO。 口 
使 用 上 述 定 律 还 可 以 证 明 其 他 集合 运算 恒等式 。 

【 例 1.11】 假设 4cB， 则 (8-4)U4=B。 

证 明 . (B-4)UA4= (BN 4)UA4d=(BUA)N(A UA)BNU=B。 口 


1.1.3 序列 


定义 1.11 序列 (sequence) 是 被 排 成 一 列 的 对 象 ， 每 个 对 象 不 是 在 其 他 对 象 之 前 ， 
就 是 在 其 他 对 象 之 后 ， 各 对 象 之 间 的 顺序 非常 重要 。 序列 中 的 对 象 也 称 为 项 (item)， 项 
的 个 数 (可 能 是 无 限 的 ) 称 为 序列 的 长 度 〈length)。 取 出 序列 中 的 某 些 特定 的 项 并 保持 
它们 在 原来 序列 中 的 顺序 ， 所 得 到 的 新 序列 称 为 原 序列 的 子 序 列 (subsequence )。 

【 例 1.12】 以 下 诸 例 都 是 序列 : 

68% 这 人 六 让 过 3 

(1 

《CY L416,25;36, 

(d) apple, egg, egg, apple, egg, egg, *** 

Ce) {a},b, {{2}} 

(DD LS EG te 

序列 可 能 是 有 限 的 (如 例 1.12 中 的 (a)、(e)、(f))， 也 可 以 是 无 限 的 (如 例 1.12 
中 的 (b)、(c)、(d))。 有 限 序 列 包 含 空 序列 (empty sequence)， 它 没有 任何 项 。 

定义 1.12 ”对 于 给 定 的 集合 4, 定义 4 为 所 有 由 4 中 元 素 生成 的 有 限 长 度 序列 全 体 ， 
A4* 中 的 元 素 称 为 4 上 的 词 (word ) 或 串 (string)。 在 不 引起 混淆 时 ， 也 可 忽略 序列 各 项 
间 的 逗号 。4 "中 的 空 序列 称 作 空 串 (empty string)， 记 作 入 或 s。 此 时 4 也 称 作 字 母 表 
(alphabet)- 

【 例 1.13】 假设 4 ={a, b,…, z} 为 英文 字母 集合 ， 则 4 "包含 所 有 有 限 长 度 的 英文 
“单词 ” 无 论 其 是 否 具有 意义 ， 如 bat、cat、djoutrqoanlglkjr、asdfg。 

定义 1.13 假设 4 是 集合 ，wi=5152…Sn 和 ws=hib…t 都 是 4* 中 的 元 素 ， 可 定义 Wi 
和 WwW: 的 连接 (catenation ) 为 s152…Snhib… 加 ， 记 作 wiow2。 

注 : 假设 4 是 集合 ，w eA4*， 则 weX =Aow =W。 

【 例 1.14】 假设 4={a,b,…,z}，post, officee 4*， 则 posteoffice=postoffice。 
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1.2 数论 基础 


本 节 主 要 讨论 整数 之 间 的 性 质 ， 而 带 余 除 法 是 本 节 所 讨论 内 容 的 基础 。 

定理 1.4 〈 带 余 除 法 ) 设 n 和 m 都 是 整数 且 nz#0, 则 可 以 唯一 地 将 m 写 为 m=gq-n+tr， 
其 中 g 和 7 是 整数 ， 且 0 三 r<|n|。g 称 作 商 (quotient), r 称 作 余数 (remainder)， 记 作 
r=m mod n。 

【 例 115】 -29=(-6):5+1，143=11:13+0，915=11:78+57。 

定义 1.14 在 定理 1.4 的 表达 式 中 , 若 余 数 天 0, 则 称 m 能 被 n 整除 (m is dividable 
by n)， 或 n 整除 m (ndivides m )， 记 作 nlm。 此 时 ， 称 m 是 n 的 一 个 信 数 (multiple )， 
称 n 是 加 的 一 个 约 数 或 因子 ( divisor )。 

注 : n 整除 m 当 且 仅 当 存 在 整数 g 使 得 m=q-n。 

【 例 1.16】 ”3112，3|(-15); 12 的 所 有 因子 是 {41, 42, 43, +4, +6, +12}。 

定理 1.5 假设 a、b、c 是 整数 ，az0， 则 

(a) 若 alb 且 alce， 则 对 于 任意 的 整数 x、y， 有 al(xb+yc)。 

(b) 若 好 0，alp 且 blce， 则 ale。 

(c) 若 好 0，alp 且 bla， 则 a=+b。 

证 明 . 

(a) 若 alb 且 alce， 则 存在 整数 友 及 三 使 得 b=ha 及 c=Joa， 于 是 xbtyc=xhiatykoa= 
(xkitykz)a, BN al(xbtyc)。 

(b) 若 alb 且 blce， 则 存在 整数 语 及 厂 使 得 b=kia 及 c= 记 2， 于 是 c=kikza， 即 qlc。 

(c) 若 alb 且 bla， 则 存在 整数 且 及 局 使 得 b=ka 及 a= 扎 2， 于 是 a=hkza 且 az0， 


hbo=+1, BN a=+b。 口 
定理 1.6 对 于 任意 正 整数 a， 有 ala 及 lla。 
证 明 . 由 o=1.a=a:1 即 得 。 口 


定义 1.15 若 大 于 1 的 整数 p 的 所 有 正 因子 只 有 p 和 1， 则 称 其 为 质数 或 素数 
(prime); 否则 称 其 为 合 数 (composite number )- 

【 例 1.17】 2, 3. 5, 7, 11, 13, 17, 19 都 是 素数 ， 而 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18 都 是 
合 数 。 

定理 1.7 有 无 穷 多 个 素数 。 

证 明 .《〈 反 证 法 ) 假设 只 有 有 穷 多 个 素数 ， 设 为 ppy…,pn。 令 m=pip2…pnt+l1， 显 然 
有 pitm，1i<n。 因 此 要 么 m 本 身 是 素数 ， 要 么 存在 大 于 p 的 素数 整除 m， 与 假设 产 
生 了 矛盾 。 | 

定理 1.8 (算术 基本 定理 ，arithmetic fundamental theorem) 设 正 整 数 n>1， 则 n 
可 唯一 地 表示 为 psps…ps ,其 中 pi1<ps<,…, <ps 是 s 个 相 异 的 素数 ,指数 后 都 是 正 整 数 。 
该 定理 又 称 作 了 唯一 析 因 定理 (unique factorization theorem)。 该 表达 式 称 作 整 数 n 的 素 
因子 分 解 。 

推论 设 正 整 数 a 的 素 因子 分 解 是 a= pr ps…p* ， 则 正 整 数 4 为 a 的 因子 的 充分 


se 和 
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必要 条 件 是 和 pip?… ps， 其 中 0<r<h 二 1,2,…,s。 

【 例 1.18】 150=2x3x5?，168=23x3x7。 

定义 1.16 设 a 和 bb 是 两 个 不 全 为 0 的 整数 , 若 整 数 4 满 足 dla 且 dlb, 则 称 d 是 a、 
b 的 公 因 子 (common divisor)， 所 有 公 因 子 中 最 大 的 正 整 数 称 作 a 与 b 的 最 大 公 因 子 
(greatest common divisor )， 记 作 GCD(a b)。 

定义 1.17 设 a 和 bb 是 两 个 不 全 为 0 的 整数 ， 若 整数 m 满 足 alm 且 blm， 则 称 m 是 
a, b 的 公信 数 〈(common multiple)， 所 有 公 倍 数 中 最 小 的 非 负 整 数 称 作 a 与 已 的 最 小 公 
倍数 〈least common multiple)， 记 作 LCM(a, b)。 

定义 1.18 若 整数 ua 和 bb 的 最 大 公 因 子 为 1， 则 称 a 与 5 互 素 (relatively prime )。 

注 : 对 任意 的 正 整数 a 有 GCD(0, a)=a, GCD(1, a)=1, LCM(1, a)=a。 

【 例 1.19】 GCD(12, 15)=3, LCM(12, 15)=60。8 和 15 互 素 , 而 12 和 15 不 互 素 ，6、 
11、35 两 两 互 素 。 

定理 1.9 设 正 整 数 a= prp?… pi ，b= prp?… px2 ， 其 中 pi,p2…, pk 是 互 异 素数 ， 
12， S152,， ,Sk 是 非 负 整 数 ， 则 

GCD(a,b)- pr po po, LCM(a,b)= pr pr) pe 
推论 设 %、 是 正 整数 ， 则 GCD(a, 5b):LCM(a, b)=a-b。 
【 例 1.20】 150=21x31x5?x70，168=23x31x50x71， 则 
GCD(150, 168)=2!x3!x5°x7°=6, LCM(150, 168)=23x3!x52x7!=4200 

当 不 知道 整数 a 和 b 的 因子 分 解 时 ， 也 可 以 计算 a 和 bb 的 最 大 公 因 子 。 欧 几 里 得 
(Euclid, 约 公元 前 325 年 一 公元 前 265 年 ) 在 《几何 原本 》 中 提出 了 计算 最 大 公 因 子 的 
算法 ， 这 被 公认 是 最 早 的 算法 ， 也 是 人 类 历史 上 最 美丽 的 算法 之 一 。 在 表述 该 算法 之 前 ， 
先 给 出 下 述 定 理 ， 以 竟 定 该 算法 的 理论 基础 。 

定理 1.10 设 a=gqbtr， 其 中 a、b、q、r 都 是 整数 ， 则 

GCD(a, b) = GCD(b, 7) 

证 明 . 若 dla 且 dlbp， 则 由 定理 1.5， 有 qdlb 且 dr。 

车 dlb 且 dlr， 则 由 定理 1.5， 有 dl(qb+r)， 即 dla。 

于 是 ，a 与 b 的 公 因 子 集 合 和 4b 与 r 的 公 因 子 集 合 相 同 。 继 而 ， 最 大 公 因 子 相同 。 口 

下 面 给 出 计算 最 大 公 因 子 的 欧 几 里 得 算法 。 

欧 几 里 得 算法 ( 思 转 相 除 法 ) GCD (a, b) 

输入 : 整数 a、bp (满足 a 三 bp 宝 0， 且 a、b 不 全 为 0)。 

输出 : GCD(a, b)。 


1 IE b=0 then return a 
4 Else return GCD(b, a mod b) 


【 例 1.21】 使 用 欧 几 里 得 算法 求 168 与 150 的 最 大 公 因 子 。 
解 . 


a b 
168 150 168=]1 X150+18 
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150 18 150=8 X18+6 
18 6 18=3X6+0 
6 0 


得 GCD(168, 150)=6。 

由 此 例 , 有 6=150-8X18=150-8X(168-1X150)=9X150+(-8)X168, 即 GCD(168. 150) 
可 表示 成 168 与 150 的 线性 组 合 。 更 一 般 地 讲 ， 有 以 下 定理 。 

定理 1.11 对 于 不 全 为 0 的 整数 a、b 和 4， 方程 sattb=4d 存在 整数 解 s 和 + 当 且 仅 
当 GCD(a, b)l4d。 方程 sattb=d 称 作 裴 蜀 (Bezout) 等 式 或 贝 祖 等 式 。 

证 明 . 〈( 充 分 性 〉 由 定理 1.10 和 例 1.21 知 ， 通 过 回 代 法 ， 可 知 sattbp=GCD(a, 5b) 存 
在 整数 解 ， 设 其 为 so、to。 

若 4=kGCD(a, 5)， 则 so、kto 是 方程 的 一 个 解 。 

(必要 性 ) 若 方程 sattb=4q 存在 整数 解 s 和 t， 则 由 定理 1.5 知 GCD(a, b)|(sa+1b)=q。 

口 


推论 1 整数 a 和 2 互 素 当 且 仅 当 存在 整数 x 和 ? 使 得 xatyp=1。 
推论 2 假设 大 于 1 的 整数 a 与 5 互 素 ， 则 存在 整数 so>0，t0<0，s1<0，41>0 使 得 
Soattob=1 及 siattib=]1。 
最 大 公 因 子 和 最 小 公 倍数 还 具有 如 下 性 质 。 
定理 1.12 假设 a、b、c 都 是 正 整数 ， 则 
(a) GCD(a, GCD(b, oO))=GCD(GCD(a, b), o)。 
(b) LCM(a, LCM(b, co)-LCM(LCM(a b). 0). 
(¢) GCD(a, LCM(b, c)-LCM(GCD(a. b), GCD(a, 0)). 
(d) LCM(a, GCD(b, o))=GCD(LCM(a, b), LCM(a, 0)). 
【 例 1.22】 
(a) GCD(15. GCD(6. 10))=GCD(15, 2)=1, 
GCD(GCD(15., 6), 10)=GCDG3, 10)-1。 
(b) LCM(15, LCM(6., 10)=LCM(15. 30)=30, 
LCM(LCM(15. 6), 10)=LCM(30, 10)-30。 
(¢) GCD(15, LCM(6. 10))=GCD(15, 30)=15, 
LCM(GCD(15, 6), GCD(15. 30))=LCM(3. 15)=15。 
(d) LCM(15, GCD(6, 10)=LCM(15, 2)-30， 
GCD(LCM(15, 6), LCM(15, 10))=GCD(30, 30)=30。 
定义 1.19 设 n 是 正 整 数 ,qa 和 bb 是 整数 ， 如 果 n|(a 避 ), 则 称 a 模 nn 同 余 于 b, 或 a 
与 bp 模 n 同 余 (congruent )， 记 作 4 三 bp(modn), n 称 为 模 ( modulus )。 
【 例 1.23】 70=5 (mod 13), -19=6 (mod 25)。 
定理 1.13 ”以 下 命题 等 从 
(a) a 与 b 模 n 同 余 。 
(b) amodn=b modn。 
(c) a=btjkm， 其 中 上 是 整数 。 
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注 : bla 当 且 仅 当 a mod b=0。 
定理 1.14 车 4 三 b(modn)，c 三 dmod n)， 则 a 土 c 二 bp 土 dmod n),，ac 三 bd(mod n)。 
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1.3.1 加 法 法 则 与 乘法 法 则 


加 法 法 则 : 设 事 件 4 有 m 种 产生 方式 ， 事件 B 有 n 种 产生 方式 ， 则 当 4 与 下 产生 
的 方式 不 重 释 时,“ 事件 4 或 B 之 一 ”有 mtn 种 产生 方式 。 

注 : 
(a) 加 法 法 则 又 称 加 法 原理 (addition principle)， 适 用 于 分 类 选取 问题 ， 但 要 注意 
适用 条 件 一 一 事件 4 与 产生 的 方式 不 重 辣 。 

(b》 加 法 法 则 可 以 进一步 推广 ， 事件 41 有 pi 种 产生 方式 ， 事 件 4 有 p; 种 产生 方 
式 …… 事 件 4 有 px 种 产生 方式 ， 则 当 其 中 任何 两 个 事件 产生 的 方式 都 不 重 全 时,“ 事件 
4 或 了 或 … 或 44” 有 pitpst…+pk 种 产生 方式 。 

【 例 1.24】 ” 某 班 选修 古代 汉语 的 有 18 人 ， 不 选 的 有 10 人 ， 则 该 班 共有 18+10= 
28 人 。 

【 例 1.25】 北京 每 天 直达 上 海 的 客车 有 5 次 , 客机 有 3 班 ， 则 每 天 由 北京 直达 上 海 
的 旅行 方式 有 5+3=8 种 。 

乘法 法 则 : 设 事件 4 有 m 种 产生 方式 ， 事 件 B 有 n 种 产生 方式 ， 则 当 4 与 产生 
的 方式 彼此 独立 时 ,“ 事 件 4 与 B” 有 mn 种 产生 方式 。 

注 : 

(a) 乘法 法 则 又 称 乘 法 原理 (multiplication principle)， 适 用 于 分 步 选 取 问题 但 要 
注意 适用 条 件 一 一 事件 4 与 产生 的 方式 彼此 独立 ， 即 无 论 事件 4 采用 何 种 方式 产生 ， 
都 不 影响 事件 B。 

(b) 乘法 法 则 可 以 进一步 推广 : 事件 41 有 pi 种 产生 方式 ， 事 件 4 有 p; 种 产生 方 
式 …… 事 件 和 有 天 种 产生 方式 ， 则 当 其 中 任何 两 个 事件 产生 的 方式 都 彼此 独立 时 ,“ 事 
件 41 与 4 与 … 与 44” 有 pip2…pk 种 产生 的 方式 。 

【 例 1.26】 某 种 字符 串 由 两 个 字符 组 成 ， 第 一 个 字符 可 选 自 {a, b, c, 4, e}， 第 二 个 
字符 可 选 自 {1,2,3,4}， 则 这 种 字符 串 共 有 5x4=20 个 。 

【 例 1.27】 求 1400 的 不 同 的 正 因子 个 数 。 

解 . 1400=235271 的 正 因子 为 257*， 其 中 0<i<3, 0<j<2, 0<k<1。 于 是 ，1400 的 
不 同 的 因子 数 是 N=(3+1)(2+1)(1+1)=24。 

定理 1.15 设 4 是 集合 ， 如 果 |4l=n， 则 | 有 KA)F2”。 

证 明 . 假设 4={a aa …, an}， 考 虑 4 的 任 一 个 子 集 了 3， 则 对 于 每 一 个 元 素 a; 都 有 
qiEB 和 qigB 两 种 可 能 ， 由 乘法 原理 ，B 的 可 能 数目 一 共 为 2”。 口 

在 实际 问题 中 ， 分 类 〈 加 法 原则 ) 与 分 步 〈 乘 法 原则 ) 一 般 都 结合 使 用 ， 有 两 种 模 
式 : 先 分 类 ， 每 类 内 部 分 步 ;或 先 分 步 ， 每 步 又 分 类 。 
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【 例 1.28】 4、B、C 是 3 个 城市 从 4 到 B 有 4 条 道路 从 B 到 C 有 2 条 道路 ， 
从 4 直接 到 C 有 3 条 道路 ， 则 从 4 到 C 共 有 4x2+3=11 种 不 同 的 方式 〈 先 分 类 ， 类 内 再 
分 步 )。 

【 例 1.29】 某 种 样式 的 套装 上 装 有 T 工 恤 和 衬衫 两 种 ， 下 装 为 长 裤 。T 恤 可 选 红色 、 
蓝 色 和 橙色 ， 衬 衫 可 选 白色 、 黄 色 和 粉色 ， 长 裤 可 选 黑 色 、 棕 色 ， 则 共有 (3+3)x2=12 种 
着 装 方案 〈 先 分 步 ， 每 步 再 分 类 )。 

【 例 1.30】 求 100! 的 末尾 有 多 少 个 0。 

解 . 100!=100x99x98x…x2x1， 将 该 乘积 的 每 个 因子 分 解 ， 若 分 解 式 中 共有 i 个 5、 
J 个 2， 那 么 Sn 用 就 是 0 的 个 数 。 

1, 2,…, 100 中 2 和 5 的 倍数 的 个 数 如 下 : 

50 个 2 的 倍数 ， J >50; 

20 个 5 的 倍数 , 其 中 有 4 个 25 的 倍数 (多 加 4 个 5), 因此 去 20+4=24, min{i, j=24。 

事实 上 , 100!=933262154439441526816992388562667004907159682643816214685929 
6389521759999322991560894146397615651828625369792082722375825118521091686400 
0000000000000000000000。 

【 例 1.31】 苗 苗 有 n 块 大 白 免 奶 糖 ， 从 生日 那天 开始 ， 她 每 天 至 少 吃 一 块 ， 直 到 吃 
完 为 止 。 一 共有 多 少 种 安排 方案 ? 

解 ， 方 案 数 目 为 2。 

以 n=5 的 情况 来 说 明 计算 方法 : 将 5 块 糖 按 图 1.2 (a) 所 示 方 式 放 入 9 个 格子 内 ， 
空白 的 4 个 格子 可 以 填 入 “|” 或 保留 空白 〈 共 两 种 可 能 )， 则 每 种 填 法 都 对 应 一 种 吃 糖 
的 安排 方案 ,例如 图 1.2(b) 表 示 第 一 天 吃 两 块 、 第 二 天 吃 两 块 、 第 三 天 吃 一 块 ; 图 1.2(c) 
表示 第 一 天 吃 一 块 、 第 二 天 吃 四 块 。 


a| el [a| [Sl le 


(a) 初始 情况 


S| S| | ell 


(b) 第 一 天 吃 两 块 ， 第 二 天 吃 两 块 ， 第 三 天 吃 一 块 


el el eal la| 


(ce) 第 一 天 吃 一 块 ， 第 二 天 吃 四 块 
图 1.2 例 1.31 用 图 


1.3.2 ”排列 与 组 合 
考虑 这 样 一 个 问题 : 设 集合 8 包含 n 个 元 素 ， 从 5 中 选取 7 个 元 素 有 多 少 种 取 法 ? 
根据 取出 的 元 素 是 否 允 许 重 复 、 取 出 的 过 程 是 否 有 序 可 以 将 该 问题 分 为 4 个 子 
类 型 : 
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不 重复 选取 ”重复 选取 

有 序 选取 ”排列 可 重 排列 

无 序 选 取 ”组 合 可 重组 合 
本 节 将 逐一 对 其 进行 介绍 ， 首 先 考 虑 排列 的 问题 。 
定义 1.20 从 nn 个 不 同 的 对 象 中 取 r 个 可 重复 的 对 象 ， 按 次 序 排列 ， 称 为 n 取 r 的 

可 重 排列 。 

此 也 即 当 |4|=n 时 ，4* 中 长 为 7 的 串 的 个 数 。 
定理 1.16 nn 取 r 的 可 重 排列 数目 为 n"。 

证 明 . 如 图 1.3 所 示 ， 由 于 可 重复 ， 因 此 每 个 位 置 都 有 n 种 选择 ， 由 乘法 原理 即 得 
结论 。 口 
1 种 选择 ”种 选择 ”种 选择 
TH Ty 
图 1.3 nn 取 r 的 可 重 排列 示意 图 


定义 1.21 从 n 个 不 同 的 对 象 中 取 r 个 不 重复 的 对 人 象 ， 按 次 序 排列 ， 称 为 n 取 rr 的 
排列 (permutation of n objects taken rat a time),n 取 排列 的 全 体 构 成 的 集合 用 P(n,7) 
表示 ， 排 列 的 个 数 用 P(n, 7) 表示 ; 当 1=n 时 称 为 全 排列 或 置换 (permutation )。 

此 也 即 当 |4|=n 时 ，4'* 中 长 为 + 且 各 项 彼此 不 同 的 串 的 个 数 。 

【 例 1.32】 设 集合 4={a, b,c,q}， 则 

(a) 4 上 的 所 有 4 取 3 的 排列 是 

apc bac acb bca cab cpa 
abd bad adb bda dab dba 
bcd pqdc cbd cdb dbc dcb 
acd adc cad cda dac dca 
(b) 4 上 的 所 有 全 排列 是 
abcd abdc acbd acdb adbc adcb 
bacd badc bcad bcda bdac bdca 
cabd cadb cbad cbda cdab cdba 
dabc dacb dbac dbca dcab dcba 


定理 1.17 

A 九 壹 厂 
0 n<r 
证 明 . 如 图 1.4 所 示 ， 从 个 中 取 7 个 的 排列 的 典型 例子 是 ， 从 nn 个 不 同 的 球 中 取 
出 了 个 ， 放 入 了 个 不 同 的 盒子 里 ， 每 盒 1 个 。 第 1 个 盒子 有 种 选择 ， 第 2 个 有 n-l 种 
选择 …… 第 r 个 有 n-rtl 种 选择 。 故 有 P(n,n)=n(n-1)…(n-r+1)。 当 r>n 时 ， 该 表达 式 中 
有 一 项 为 0， 其 积 为 0。 口 
注 : 当 x=n 时 ， 全 排列 的 个 数 为 wz-1D)…(-z+HD= n(n-1)…X2X1， 此 时 记 之 为 nl， 

称 之 为 n 的 阶乘 (factorial)。 使 用 阶乘 符号 ， 可 以 将 P(n,7) 在 形式 上 简化 为 
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7 种 选择 a a )=n-r+1 种 选择 
1.4 nn 取 r 的 排列 示意 图 
P(n,r)=n(n—D)(n—2)-…(n—r+1) 
_ n(n—D)(n—2)…(n—r+D)n—n)n—r -DxX2x1 
(n—r)(n—r—1)-…xX2x1 


nl! 
(an-n)! 
【 例 1.33】 一 个 社团 共有 10 名 成 员 ， 从 中 选 出 一 名 主席 、 一 名 副 主席 、 一 名 书记 ， 
则 共有 P(10, 3)=720 种 方法 。 
【 例 1.34】 (a) 4 个 男孩 和 4 个 女孩 站 成 一 排 ， 有 多 少 种 方法 ? 
(b) 若 要 求 没有 女孩 相 邻 ， 也 没有 男孩 相 邻 ， 有 多 少 种 方法 ? 
解 . (a) P(8, 8)=8!=40320。 
(b) 分 为 如 图 1.5 所 示 的 两 种 情况 ， 因 此 方法 数 为 2X 41X4!=1152。 


[ 田 [ 女 ] 男 [ 女 ] 男 [ 女 [ 男 [ 女 


女 | 男 | 女 | 男 | 女 | 男 | 女 | 男 
图 1.5 例 1.34 用 图 
【 例 1.35】 排列 26 个 字母 ， 使 得 a 与 5 之 间 恰 有 7 个 字母 ， 有 多 少 种 排列 方式 ? 
解 . 固定 a 和 2， 中 间 选 7 个 字母 ， 有 2xP(24, 7) 种 方法 ， 将 这 9 个 字母 视 作 一 个 整 
体 ， 与 其 余 17 个 字母 进行 全 排列 有 18! 种 方式 。 故 满足 题 意 的 排列 方式 有 2X P(24, 7)X 
18! 种 。 


| 四国 | | i 
病 | 画 画面 | [Tel TT |] 
图 1.6 例 1.35 用 图 

【 例 1.36】 由 a,5, b,c,c,c 可 以 组 成 多 少 个 长 度 为 6 的 字符 串 ? 

解 。 对 5b 加 下 标 为 bi,b2， 对 c 加 下 标 为 c1,c2,c3， 则 一 共 可 以 得 到 6!=720 个 长 度 为 
6 的 字符 串 。 另 一 方面 ， 每 一 个 由 oa, b, b, c, c, c 组 成 的 长 度 为 6 的 字符 串 都 可 以 通过 加 
下 标 方式 得 到 2!X3!=12 个 有 下 标 字 符 串 。 因 此 由 a, b, b. c, c, c 组 成 的 字符 串 共 有 
720/12=60 个 。 

采用 类 似 的 方法 ， 可 以 得 到 如 下 定理 。 

定理 1.18 由 五 个 1， 丰 个 2…… 厂 个 上 组 成 的 长 度 为 地 的 排列 种 数 为 

nl 
lb lk 


~ 


其 中 n=htkzt*…+ke。 


下 面 讨论 组 合 的 计数 。 
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定义 1.22 从 nn 个 不 同 元 素 中 取 7 个 不 重复 的 元 素 组 成 一 个 子 集 ， 而 不 考虑 其 元 素 
的 顺序 ， 称 为 n 取 r 的 组 合 (r-combination)， 该 子 集 称 作 y- 子 集 (r-subset)。n 取 rr 组 


合 的 全 体 构成 的 集合 用 CUn 站 表示， 其 元 素 个 数 用 C(n) 表 示 ， dE 


【 例 1.37】 设 集合 4={a, b,c 中 ， 则 4 上 的 所 有 4 取 3 的 组 合 是 : {a, b,c}，{a,b， 
qd}，{a, c, 4}，{b, c, qd}。 每 个 3- 子 集中 元 素 的 所 有 全 排列 对 应 例 1.32 (a) 结果 中 的 一 行 。 
定理 1.19 
P(n,7) nl 
ND EA! nr We 
0, n<r 
证 明 . 从 个 不 同 元 素 中 取 r 个 不 重复 的 元 素 可 组 成 C(n, 四 个 子 集 ， 各 个 子 集 的 所 
有 全 排列 全 体 就 是 所 有 从 个 中 取 r 个 的 排列 。 因 而 C(n, 让 * rl=P(n, 7 让， 由 此 即 得 结论 。 
四 
也 可 以 这 样 理解 ， 从 个 不 同 的 球 中 取出 + 个 ， 放 入 r 个 相同 的 盒子 里 ,每 盒 1 个 。 
若 放 入 盒子 后 再 将 盒子 标号 区 别 ， 则 又 回 到 排列 模型 。 每 一 个 组 合 可 有 x! 个 标号 方案 。 
故 有 C(n,7)*r!=P(n, 7)。 
注 : 由 定理 1.19 易 得 ， 当 nm 时 ，C(n, 7)=C(n, n 一 7)。 
【 例 1.38】 一 个 社团 共有 10 名 成 员 ， 从 中 选 出 3 人 组 成 指导 委员 会 ， 则 共有 
C(10,3)=120 种 方法 。( 注 意 和 例 1.33 进行 比较 ) 
【 例 1.39】 有 5 本 不 同 的 日 文书 ，7 本 不 同 的 英文 书 ，10 本 不 同 的 中 文书 。 
(a) 取 2 本 不 同 语言 的 书 ， 共 有 多 少 种 取 法 ? 
(b) 取 2 本 相同 语言 的 书 ， 共 有 多 少 种 取 法 ? 
(c) 任 取 两 本 书 ， 共 有 多 少 种 取 法 ? 
解 . (a) 5X7+5X10+7X10=155。 
(b) C(5,2) +C(7,2) +C(10,2) =10+21+45=76。 
(c) 是 (a)、(b) 两 种 情况 之 和 : 155+76=231; 或 者 从 整体 上 计算 : C(22,2) =231。 
【 例 1.40】( 简 单 格 路 问题 ) ”从 (0, 0) 点 出 发 沿 x 轴 
或 y 轴 的 正方 向 每 步 走 一 个 单位 , 最 终 走 到 (m, 四 点 (如 一 1 
图 1.7 所 示 )， 有 多 少 条 路 径 ? 
解 . 无 论 怎 样 走 法 ， 在 x 方向 上 总 共 走 m 步 , 在 y 
方向 上 总 共 走 n 步 。 若 用 一 个 字母 义 表 示 x 方 向 上 的 一 
步 ， 一 个 字母 Y 表示 y 方向 上 的 一 步 ， 则 从 (0, 0) 到 


(m, n) 的 每 一 条 路 径 对 应 一 个 由 m 个 义 与 n 个 了 组 成 的 芭 二 
字符 串 。 这 样 的 字符 串 共 有 C(mtn, mw) 个 ， 即 相当 于 在 图 17 例 140 用 图 
m+tn 个 位 置 中 选 m 个 放 义 。 


【 例 1.41】 从 1~100 中 选取 3 个 数 ， 使 得 其 和 能 被 3 整除 ， 有 多 少 种 方法 ? 
解 . 将 1~100 按照 模 3 的 余数 分 为 3 类 : 
A={ili=1(mod3)}={1, 4, …, 100} 
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B={ili=2(mod3)}={2, 5, …, 98} 
C={ili=3(mod3)}={3, 6, …, 99} 

要 满足 条 件 ， 有 4 种 取 法 : (a) 3 个 数 同 属于 4; (b) 3 个 数 同属 于 B; (c) 3 个 数 
同属 于 C; (d) 4、B、C 中 各 取 一 数 。 

分 类 选取 : 

三 个 数 全 部 取 自 4， 有 C(34,3) 种 方法 。 

三 个 数 全 部 取 自 B， 有 C(33,3) 种 方法 。 

三 个 数 全 部 取 自 C， 有 C(33,3) 种 方法 。 

分 步 处 理 : 

三 个 数 在 4、B、C 中 各 取 1 个 ， 有 34x33x33 种 方法 。 

故 共 有 C(34.3) + C(33,3) + C(33,3) +34x33x33=53 922 种 方法 。 

【 例 1.42】 由 a. 2 bc,c,c 可 以 组 成 多 少 个 长 度 为 6 的 字符 串 ? 

解 . 序列 共有 6 个 位 置 。 先 放 c， 有 C(6.3) 种 方法 ， 再 放 bp， 有 C(3,2) 种 方法 ， 最 后 
放 a， 有 Ci 种 方法 。 因 此 由 a, 2 2 c, c, c 组 成 的 字符 串 共有 C(6,3)C(3,2)C(1,1)=60。 

采用 这 种 方法 同样 可 以 得 到 定理 1.18 的 结论 。 

【 例 1.43】 某 车 站 有 6 个 入 口 处 ,每 个 入 口 处 每 次 只 能 进 一 人 ， 一 组 12 个 人 进 站 
的 方案 有 多 少 ? 

解 . 考虑 一 个 进 站 方案 : 5 人 从 入 口 一 进入 , 无 人 从 入 口 二 进入 , 2 人 从 入 口 三 进入 ， 
1 人 从 入 口 四 进入 ，1 人 从 入 口 五 进入 ，3 人 从 入 口 六 进入 。 

这 个 方案 可 以 表示 成 O60991199191919699， 其 中 QO 表 示人 ， 是 彼此 不 
同 的 ，| 表 示 相 邻 两 个 入 口 之 间 的 分 隔 ， 注 意 个 门 只 用 n-1 个 分 隔 。 

于 是 任意 一 个 进 站 方案 都 表示 成 上 面 17 个 元 素 的 一 个 排列 。 

在 17 个 元 素 的 排列 中 先 确定 | 的 位 置 ， 有 C(17,5) 种 选择 ， 再 确定 人 的 位 置 ， 有 12! 
种 选择 。 故 C(17,5)X9! 即 为 所 求 。 

【 例 1.44】 某 保密 装置 须 同时 使 用 若干 把 不 同 的 钥匙 才能 打开 。 现 有 7 人 , 每 人 手 
中 有 若干 钥匙 。 须 至 少 4 人 同时 到 场 ， 他 们 手中 的 钥匙 才能 打开 保密 装置 的 锁 。 回 答 以 
下 问题 : 

(a) 至 少 有 多 少 把 不 同 的 钥匙 ? 

(b) 每 人 至 少 持 几 把 钥匙 ? 

解 . (a) 每 3 人 至 少 缺 1 把 钥匙 ， 且 每 3 人 所 缺 钥匙 不 同 〈 和 否则 这 两 组 人 在 一 起 也 
打 不 开锁 )。 故 至 少 共有 C(7,3)=35 把 不 同 的 钥匙 。 


Cb) 任 一 人 对 于 其 他 6 人 中 的 每 3 人 ， 都 至 少 有 1 把 ES 
钥匙 与 之 相配 才能 开锁 。 故 每 人 至 少 持 C(6,3)=20 把 不 同 A[yTvTv 
的 钥匙 。 人 B v|v|v 
为 加 深 理解 ， 下 面 举 一 个 较 简单 的 例子 : 现 有 4 人 ， ec 中 
其 中 至 少 3 人 到 场 方 能 开锁 , 所 求 如 上 。 共有 CG.2-6 把 DC 


不 同 的 钥匙 ， 每 人 有 C(3,2)=3 把 钥匙 ， 分 配方 法 如 图 1.8 图 18 例 1.44 用 图 
所 示 。 
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【 例 1.45】 把 2n 个 人 分 成 n 组 ,每 组 2 人 ， 有 多 少 种 不 同 的 分 法 ? 
解 . 相当 于 2n 个 不 同 的 球 放 到 n 个 相同 的 盒子 中 ， 每 个 盒子 2 个 ， 放 法 为 
N =.C0n,2)CQ0n 22).C0,D = 0! .CD .2 Qn) 
nl nl (20-2)1.2 (2n-4)1e2 0!.2 2"n! 

【 例 1.46】 有 4 种 口味 的 棒 糖 ， 可 从 中 选取 3 个 (允许 选 相同 口味 的 )， 那 么 一 共 
有 多 少 种 不 同 的 选择 方法 ? 

解 ， 假设 选择 x 个 口味 1 的 棒 糖 ，x 个 口味 2 的 棒 糖 ，xs 个 口味 3 的 棒 糖 ，x 个 口 
味 4 的 棒 糖 。 则 问题 转化 为 求 方程 xrtxztxstxs=3 的 非 负 整数 解 的 个 数 。 

例如 ，x1 = 2,x2 = 0,x3= 1,x4=0 这 个 解 可 以 看 作 往 4 个 抽 层 里面 按 图 1.9 所 示 方 法 
放 球 。 


1ToToT1iTiTioTiTiirl] 
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图 1.9 例 1.46 用 图 


于 是 方程 xitxztxatxa=3 的 每 个 非 负 整数 解 都 对 应 一 个 放 球 的 方案 , 相当 于 在 6 个 位 
置 放 3 个 | ， 总 方案 数 是 C(6,3)。 

采用 类 似 方 法 ， 可 得 如 下 定理 。 

定理 1.20 假设 从 nn 个 相 异 对 象 中 选取 个 对 象 ， 且 允许 重复 选取 ， 则 不 同 的 选取 
方法 数目 为 C(n+k 一 Lk) 。 

注 ， 此 问题 即 相当 于 “大 个 相同 的 球 放 到 n 个 不 同 的 盒子 里 ， 每 个 盒子 球 数 不 限 
求 放 球 方法 数 ”， 也 称 作 n 取 k 的 可 重组 合 。 


【 例 1.47】 (a) 由 {1, 2. 3, 4, 5. 6, 7, 8} 中 的 数字 可 以 组 成 多 少 个 长 度 为 5 的 严格 增 
序列 ? 
Cb) 由 人 1 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} 中 的 数字 可 以 组 成 多 少 个 长 度 为 5 的 非 降序 列 ? 


解 . (a) 任何 一 个 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} 的 5- 子 集 都 对 应 一 个 长 度 为 5 的 严格 增 序列 ， 
因此 满足 题 意 的 序列 总 数 为 C(8,5)=56。 

(b) 任何 一 个 {1 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} 的 长 度 为 5 的 非 降 序列 都 对 应 一 个 可 重复 的 5- 组 
合 ， 因 此 满足 题 意 的 序列 总 数 为 C(8+5-1,5)=792。 


1.3.3” 合 梨 原理 


馈 巢 原理 (pigeonhole principle) 是 组 合 数学 中 最 简单 也 是 最 基本 的 原理 ， 也 称 作 
狄 利克 雷 抽 居 原理 (Dirichlet”s drawer principle)。 因为 狄 利克 雷 (Dirichlet, 1805 一 1859) 
首先 明确 提出 抽 居 原理 并 用 以 证 明 一 些 数 论 中 的 问题 。 

定理 1.21 “〔 铝 梨 原理 ) 若 有 nn 个 铝 梨 ，M+1 只 鸟 子 ， 则 至 少 有 一 个 梨 内 有 至 少 两 


该 定理 也 常 被 表述 为 : 若 ntl 个 苹果 放 在 n 个 抽 层 中， 则 至 少 有 一 个 抽 居 有 至 少 两 


【 例 1.48】 有 3 个 子女 的 家 庭 中 一 定 有 两 个 孩子 是 同一 性 别 。 
证 明 . 两 种 性 别 作 为 “ 抽 居 ”，3 个 孩子 作为 “苹果 ”， 一 定 至 少 有 一 个 抽 居 里 面 有 两 


第 1 章 基础 知识 


只 苹果 。 口 

【 例 1.49】 假设 在 一 个 盒子 里 面 有 10 双 黑 色 袜子 、12 双 蓝 色 袜 子 和 8 双 红 色 袜 子 ， 
那么 拿 出 4 只 袜子 一 定 可 以 保证 有 同色 的 两 只 。 

【 例 1.50】 367 人 中 至 少 有 2 人 的 生日 相同 。 

【 例 1.S1】 证 明 : 在 1 一 10 中 选取 6 个 数 ， 则 其 中 必定 有 两 个 数 的 和 是 11。 

证 明 . 将 10 个 数 分 为 5 组 〈5 个 抽 层 ): {1, 10}，{2, 9}，{3, 8}，{4, 7} 和 {5, 6} 。 于 
是 任 选 6 个 数 〈6 个 苹果 ) 都 必然 存在 两 个 数 在 同一 组 中 ， 它 们 的 和 就 是 11。 口 

【 例 1.S2】 证 明 : 任意 12 个 整数 中 一 定 存在 两 个 整数 ， 其 差 是 11 的 倍数 。 

证 明 . 任何 一 个 整数 模 11 的 余数 都 只 有 11 种 : 0, 1, 2, …, 10。 于 是 任意 的 12 个 整 
数 中 必定 存在 两 个 整数 模 11 的 余数 相同 ， 它 们 的 差 就 是 11 的 倍数 。 百 

【 例 1.S3】 一 次 酒会 上 有 名 来 宾 ， 其 中 一 些 来 宾 相互 握手 致意 , 已 知 没有 人 和 自 
己 握手 ， 两 人 之 间 至 多 只 握 一 次 手 。 证 明 : 一 定 有 两 名 来 宾 的 握手 次 数 相同 。 

证 明 . 将 来 宾 作 为 “苹果 ”握手 的 次 数 作为 “ 抽 居 ”。 

每 名 来 宾 的 握手 次 数 最 多 为 n-1， 最 少 为 0。 但 是 不 可 能 既 有 来 宾 握 手 次 数 为 n-1 
又 有 来 宾 握手 次 数 为 0: 假如 有 来 宾 握 手 次 数 为 n-1, 则 说 明 他 与 其 他 任何 一 名 来 宾 都 握 
过 手 ， 那 么 不 可 能 有 来 宾 没 有 与 其 他 人 握 过 手 ， 反 过 来 ， 假 如 有 来 宾 握 手 次 数 为 0， 则 
说 明 他 与 其 他 任何 一 名 来 宾 都 没有 握 过 手 ， 那 么 不 可 能 有 来 宾 与 其 他 人 都 握 过 手 。 

因此 抽 层 的 个 数 最 多 为 n-1， 苹果 的 个 数 为 n, 必定 有 两 个 侠 果 在 同一 个 抽 居 中 ， 即 


必定 有 两 名 来 宾 的 握手 次 数 相同 。 口 
【 例 1.54】 任意 7 个 不 同 实数 中 必定 存在 两 个 实数 x 和 y， 使 得 9 < 了 < 上 
lt+y V3 


证 明 . 首先 , 对 于 给 定 任 何 实 数 x， 总 能 找到 唯一 的 实数 -了 <0< 闻 ， 使 得 tan9= 
Xx。 所以， 给 定 了 7 个 不 同 的 实数 n,n2,，…, 17， 总 可 以 在 区 间 [ -于 于] 中 找到 7 个 不 同 


的 实数 @, 2, …, 9 使 得 m=tan91, ns=tan92, …, 1n7=tan097。 


准 攻 亲人 二 二 Pe 
将 区 间 [ 分 为 6 个 区间 [ 下 ,| 下 | 0], | | 到 


和 | 于 了 |， BQ， …。g@ 中 必定 有 两 个 实数 和 8 (6>8) 在 同一 区 间 中 ， 于 是 


tan 0<tan (0. -0, )<an7 ， 即 


tan& 一 tang n;—n; n 1 
Qn nen (90) nn rn 6 一斑 口 
定理 1.22 一 般 性 名 人 巢 原理 ) 设 mi, mp，…, mm 都 是 正 整数 , 并 有 mitmzt*…+mn-nt+1 
只 饮 子 住 进 n 个 饮 巢 ， 则 至 少 对 某 个 i 有 : 第 守 个 梨 中 至 少 有 三 只 钥 子 ， 天 1 2, …,n。 
证 明 . 如 车 不 然 ， 则 对 任 一 i， 都 有 第 i 个 巢 中 的 鸟 子 数 不 超 过 mi 一 1。 于 是 侧 子 
总 数 至 多 是 mitmzt…+mn-n， 与 假设 相 矛 盾 。 口 


离散 数学 及 应 用 (第 2 版 ) 


注 : 定理 1.21 是 这 一 原理 的 特殊 情况 , 即 m=ms=…=mw=2, mitm2zt*…+mn-nt+1=nt+l。 

推论 1 m 只 饮 子 住 进 n 个 代 ， 目 m-1=g-ntr， 其 中 g 和 7 是 整数 ， 有 日 0r<n， 则 
至 少 有 一 个 梨 里 有 gtl 只 馈 子 。 

推论 2 n(m-1)+1 只 饮 子 住 进 n 个 巢 ， 至 少 有 一 个 巢 内 至 少 有 m 只 铝 子 。 

推论 3 车 mi , m2，…, mn 是 正 整数 ， 且 
中 至 少 有 一 个 不 小 于 r。 

【 例 1.55】 如 果 小 张 在 15 天 内 作 了 170 道 习题 ， 那 么 他 一 定 有 某 一 天 做 了 至 少 12 
道 习 题 。 

证 明 . 170-1=169=11x15+4， 由 推论 1 即 得 。 口 

【 例 1.56】 在 如 图 1.10 (a) 所 示 的 边 长 为 V3 的 正六 边 形 中 任意 放置 19 个 点 ， 则 
其 中 必 有 两 点 之 间 的 距离 不 超过 1 。 


>7 1, Wm, m2 mn 


(a) (b) (0) 
图 1.10 例 1.56 用 图 


证 明 . 按 图 1.10(b) 所 示 方 法 将 正六 边 形 划分 为 6 个 边 长 为 V3 的 正三 角形 ， 则 19 个 
点 中 必定 有 4 个 点 在 同一 个 正三 角形 中 (包括 边界 )。 

再 将 该 三 角形 按 图 1.10(c) 所 示 方 法 分 为 3 个 圆心 角 为 60° 的 扇形 (不 必 互 不 相交 )， 
则 这 4 个 点 中 至 少 存在 两 点 在 同一 个 扇形 中 (包括 边界 )， 例 如 图 1.10 〈d) 所 示 的 这 两 
个 点 之 间 的 距离 必然 不 超过 1。 口 

【 例 1.57】 (Erd6s-Szekeres 定理 ) 每 个 由 mn+l 个 互 不 相等 的 实数 组 成 的 序列 中 
必定 含有 一 个 至 少 由 n+1 项 组 成 的 递增 子 序列 ， 或 有 一 个 至 少 由 m+1 项 组 成 的 递减 子 
序列 。 

证 明 . 假设 序列 是 al a2, .…, awmmr1， 从 ak 开始 的 最 长 的 递增 子 序列 的 长 度 记 为 大。 如 
果 1r， 那 么 就 把 ar 放 入 标号 为 + 的 盒子 。 

如 果 不 存在 含有 一 个 n+l 的 递增 子 序列 ， 那 么 盒子 的 标号 只 需要 1~n。 

由 铀 梨 原 理 ， 将 mn+1l 个 元 素 al， az，…， amm+rl 放 入 这 些 盒子 里 ， 至 少 有 一 个 盒子 里 
有 m+1l 个 元 素 ， 这 m+l 个 元 素 组 成 一 个 递减 子 序列 一 一 因为 如 果 有 aj<aj， 则 将 a; 加 到 
以 a; 开始 的 最 长 的 递增 子 序列 前 面 , 可 以 得 到 一 个 从 ai 开始 且 长 度 为 1+1 的 递增 子 序列 ， 
与 /Fy〈 即 a; 和 gy 在 同一 个 盒子 里 ) 产生 矛盾 。 器 

注 : 这 一 结果 是 最 好 的 。 令 [a, b] 表 示 序列 (a, at1,…, 5b)， 考 虑 卫 , 五 …, Im， 其 中 
导 [(m- 有 xn+1, (m+1 一 局 xn]， 这 个 序列 由 mn 个 不 同 的 整数 组 成 ， 而 它 既 没有 n+l 项 的 递 
增 子 序列 也 没有 m+1 项 的 递减 子 序列 。 例 如 , n=4, m=3 时 , 序列 是 9, 10, 11, 12, 5, 6, 7, 8， 
1.2. 3 二 
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下 面 这 个 例子 没有 直接 使 用 铝 梨 原理 ， 但 是 其 本 质 思想 是 和 钥 梨 原理 类 似 的 。 

【 例 1.58】 假设 计算 机 科学 实验 室 有 15 台 工 作 站 和 10 台 服 务 器 。 可 以 用 一 条 电缆 
直接 把 工作 站 连 到 服务 器 。 同 一 时 刻 只 有 一 条 到 服务 器 的 直接 连接 是 有 效 的。 希望 保证 
在 任何 时 候 任 何 一 组 不 超过 10 个 工作 站 都 可 以 通过 直接 连接 同时 访问 不 同 的 服务 器 。 达 
到 这 个 目标 所 需要 的 最 少 直接 连 线 的 数目 是 多 少 ? 

解 . 将 工作 站 标记 为 Wi, Ws, *…, Wis, 服务 器 标记 为 S1, $2, **, Sioe 

对 于 厂 1, 2,…, 10, 连接 所 到 Sk; 并且 Wii, Wiz, Wis, Wi4 和 Wis 中 的 每 个 工作 站 都 
连接 到 所 有 的 10 个 服务 器 ， 总 共 60 条 直接 连接 。 

任何 一 组 10 个 工作 站 ， 组 里 工作 站 Wi(1<i 寺 10) 可 以 直接 访问 服务 器 S$， 而 工作 站 
WO 宇 11) 可 以 访问 任意 服务 器 。 

如 果 工作 站 和 服务 器 之 间 直 接连 接 少 于 60 条 ,那么 一 定 存在 某 个 服务 器 至 多 连接 5 
个 工作 站 否则 至 少 需 要 (5+1)x10=60 条 电缆 )。 除 去 这 5 个 工作 站 后 的 其 他 10 个 工作 
站 都 无 法 访问 这 个 服务 器 。 

从 而 得 到 答案 是 60。 


1.3.4 有 限 集 的 计数 一 一 容 斥 原理 


【 例 1.59】 回顾 例 1.8, 设 全 集 UE 三 {0, 1,…, 9}, 集合 4={0, 1, 2, 3}, B={1, 3, 5, 7, 9}， 
则 4nB= {1,3}, AUB= {0, 1,2, 3, 5,7,9}, A-B= {0,2}, B-A= {5,7,9}, A={4,5,6, 
7, 8, 9}，B={0, 2, 4, 6, 8}，A@B = {0, 2, 5, 7, 9}。 使 用 维 恩 图 表示 如 图 1.11 所 示 。 


图 1.11 例 1.59 用 图 


可 以 看 到 [4 UB=7，|4 B=2，|4|=4，|BI|=5， 这 4 个 值 之 间 有 如 下 关系 : 
I4IHBI-IA4N BE4+5-2=7=|4 UB| 
这 并 非 偶然 现象 ， 而 是 一 般 性 原理 。 
定理 123 设 4、B 为 两 个 有 限 集 ， 则 
[4UBFIAHIBI-A NB 

证 明 . 显然 , 车 4 和 8B 没有 共同 的 元 素 ， 即 4n B=-@B， 则 |41U42F41+l4s| (事实 上 ， 
这 就 是 加 法 法 则 的 集合 论 表示 )。 

车 4mB@， 由 4UB=(4-B) UB 上 且 (4-B) mnB-C， 及 4-(4-B) UnD) 上 且 (4-B) 
n(nB)=@B,， 有 |4UB|=|4-B|+|B| 及 |4|=|4-BI+|4nB|, 即 |4UB|=|4|+|B|-|4n 
于 |s 口 

推论 设 可 为 全 集 且 元 素数 有 限 ，4cU， 则 | 相 =|0|-|4|。 
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证 明 .|=|4U 本 =|4U 本 = 思 |=|4|+| 司 -|4 本 =|4|+| 下 -0， 整 理 即 得 。 ” 口 

定理 1.23 也 称 作 容 斥 原理 (inclusion-exclusion principle)， 其 含义 也 可 以 解释 为 : 
车 5 为 一 有 限 集 ，P1、P, 分 别 表示 两 种 性 质 ， 对 于 5 中 的 任 一 元 素 只 能 为 下 面 4 种 情况 
2 

(1) 只 具有 性 质 

(2) 只 具有 性 质 P,。 

(3) 同时 具有 性 质 Pl 和 P,。 

(4) Pl、P 两 种 性 质 都 不 具有 。 

如 用 4 表示 S 中 具有 性 质 Pi 的 元 素 的 集合 , 4s 表示 5S 中 具有 性 质 P 的 元 素 的 集合 ， 
则 闷 和 也 就 分 别 表示 5S 中 不 具有 性 质 Pi 元 素 的 集合 和 不 具有 性 质 P 的 元 素 的 集合 。 于 
是 有 


[4 N44 FS (4AM41N 42) 
[41U42|=|41|+|42|-|41N4;| 


【 例 1.60】 有 和 多少 个 以 1 开始 或 者 以 00 结尾 的 长 度 为 8 的 0-1 序列 ? 

解 。 以 1 开始 的 长 度 为 8 的 0-1 序列 有 2 一 128 个 。 

以 00 结尾 的 长 度 为 8 的 0-1 序列 有 2 和 64 个 。 

以 1 开始 且 以 00 结尾 的 长 度 为 8 的 0-1 序列 有 25=-32 个 。 

由 容 斥 原理 ， 满 足 题 意 的 序列 有 128+64-32=160 个 。 

【 例 1.61】 某 班 40 名 同学 中 ， 有 20 人 喜欢 篮球 ，15 人 喜欢 足球 ，5 人 既 喜 欢 篮 球 
又 喜欢 足球 。 A (a) 既 不 喜欢 篮球 又 不 喜欢 足球 的 同学 有 多 少 人 ? (b) 只 喜欢 篮球 的 
同学 有 多 少 人 

解 . 设 该 班 喜欢 篮球 的 同学 的 集合 为 也， 喜欢 足球 的 同学 的 集合 为 F， 由 题 意 有 
IB|=20, |FI=15, IBNFIS, 

(a) |B NFI40-(BHIF-IBNA) 

=40-(20+15-5) 
=10 

故 既 不 喜欢 篮球 又 不 喜欢 足球 的 同学 有 10 人 。 

(b) 由 于 (BNF)U(BNF)=BN(FUF)=BNU=B, 而 且 (BNF)N(BNF)=2 
因此 |B-F|=|8 下 =| 引 -|8NF|=20-5=15 ， 即 只 喜欢 链球 的 同学 有 15 人 。 

定理 1.23 可 以 推广 到 3 个 有 限 集 元 素 的 计数 问题 。 

定理 1.24 设 4、B、C 是 有 限 集合 ， 则 

MUBUCFIAHIBHICHANBI-IBN CANCHANBN CI 
证 明 . 4UBUCI 
=MHBUC-UnGCGUGO)I (结合 律 、 定 理 1.23) 
=|4HIBUCIH-IA4NB)U GUANA) (分 配 律 ) 
=MHIBHIcH-BncHdnBHdncHdnBndnal) (定理 1.23) 
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=HIBHICHBNa-(4nBH4nd-I4n4Dn(BnOI 交换 律 、 结 合 律 ) 
=4HIBHICHANBHBN CANCHANBNG ( 军 等 律 ) 口 
【 例 1.62】 一 个 培训 班 只 有 3 门 课程 : 数学、 作文 、 英 语 。 已 知 修 这 3 门 课 的 学 生 
分 别 有 170 人 、130 人 、120 人 ， 同 时 修 数学 、 作 文 两 门 课 的 有 50 人 ， 同 时 修 数学 、 英 
语 的 有 20 人 ， 同 时 修 作文 、 英 语 的 有 25 人， 同时 修 3 门 课程 的 有 5 人 。 问 :a) 培训 
班 共 有 多 少 学 生 ? (b) 只 修了 数学 的 学 生 有 多 少 名 ? 
解 ， 令 M 为 修 数学 的 学 生 集合 ，C 为 修 作文 的 学 生 集合 ， 正 为 修 英语 的 学 生 集合 ， 
则 


IM=170, |CF=130, IE=120, IMN C=50, IMNEI=20, ICNEI25, IMNCNELS 
(a) |UFIMU CUEIIMI+ICIHEI-IMN CI-MN EI-ICNEHMNCN E330， 即 培训 班 有 
330 名 学 生 。 
DIMNCCUEN=IMNOUMNEN=M Nc MNE-IM NCNMNE|= so+ 
20-5-65, 有 |MNEN 相 =|M NCUE)=M-|M N(CUE)-170-65=105. 


【 例 1.63】 软件 学 院 有 20 名 教师 ， 可 供 他 们 选修 的 第 三 外 语 是 日 语 、 法 语 和 德语 。 
已 知 有 5 人 选修 日 语 ，8 人 选修 法 语 ，10 人 选修 德语 , 而 且 其 中 3 人 同时 选修 了 这 3 门 
外 语 ， 请 计算 至 少 有 多 少 人 一 门 外 语 也 没有 选修 。 

解 . 设 4、B、C 分 别 表示 选修 日 语 、 法 语 和 德语 的 人 。 因 此 |4|=5,，|B|=8，|Cl=10， 
MnBnc=3。 由 4n 引 >MdnBnc,， IBnc=MdnBnc， IBNOCFI4NBN CI 得 到 : 

MuBuc=MhHlBsHlcr-dnBHBncr-dncHkdnBnadcl 
入 ldHBHCH2dnBnacl 
= 5+8+10-2x3=17 

至 少 有 3 人 一 门 都 没有 选修 。 

容 斥 原理 还 可 以 进一步 推广 到 m 个 有 限 集 的 计数 问题 上 。 

定理 1.25 设 41,42,…, 4m 为 m 个 有 限 集 ， 则 

14U4U-…U4,| 
=Z4I- TIANA4I+ DT ANANA-+CD)™ ANGN.NA,) 


i=l 1<i<j<m 1<i<j<k<m 

证 明 . (使 用 数学 归纳 法 ) 

(1) 当 m=2 时 结论 成 立 (定理 1.23)。 

(2) 假设 定理 1.25 对 m 个 有 限 集成 立 ， 对 于 m+1l 个 有 限 集 : 
14U4U-…U4, U4,nl 
=4U4UUS ta AULUUA) NA 
=4U4UUA th lANA) USN UU(4, Nd4,n) 
-D4 > 14n4I+ TD Mn4n4F+CI4n4n-n4 


1<i<j<m 1<i<j<t<m 
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14 加 4n4l- 克 14n4n4l 


1<i<j<m 


+ 2 14N4NANG -+ CD™ ANGN-NS NA | 


-SI4- 了 Mn4h TF ANANAI--+CYIANGN NG 
1 1<i<j<m+1 1<i<j<t<m+1 

综合 (1)、(2) 可 知 定理 1.25 成 立 。 | 

定理 1.26 设 5S 为 有 穷 集 ， Pi,P, …, Pm 是 m 种 性 质 ，4i; 是 S$ 中 具有 性 质 Pi 的 元 素 

构成 的 子 集 ， 产 1 2 …, m。 则 S 中 不 具有 性 质 Pi, PP，…, ,的 元 素数 为 
| 有 NN-…N 刺 | 
=|SI-SIAI+ 了 4n4DP DF ANANAN+CYIANGNNG,) 

i=1 


1<i<j<m 1<i<j<k<m 


1.3.5 ” 首 推 关系 


定义 1.23 设 序列 为 qo,q1,，…, an,…。, 一 个 把 an 与 菜 个 或 菜 些 qi(i<n) 联 系 起 来 的 等 
式 叫做 关于 序列 {an} 的 递 推 关系 (recurrence relation )。 当 给 定 递 推 关 系 和 适当 的 初 值 后 
就 唯一 确定 了 序列 。 

【 例 1.64】 阶乘 数列 1, 2, 6, 24, 120，…， 其 递 推 关 系 为 Fo) = FU-l), 初 值 F(1)= 
1。 

【 例 1.65】 法 国 数学 家 卢 卡 斯 (Edouard Lucas) 在 1883 年 提出 了 一 个 数学 游戏 : 
传说 在 世界 中 心 贝 拿 勒 斯 〈 在 印度 北部 ) 的 圣 庙 里 ， 一 块 黄 铜板 上 有 3 根 宝 石柱 。 印 度 
教 的 主神 大 梵天 在 创造 世界 的 时 候 ， 在 其 中 一 根 柱 上 从 下 到 上 地 穿 好 了 由 大 到 小 的 64 
片 金 盘 。 大 焚 天 命令 僧侣 们 将 圆 盘 从 下 面 开 始 按 大 小 顺序 重新 摆 放 在 另 一 根 柱子 上 ， 并 
且 规 定 ， 在 小 圆 盘 上 不 能 放大 圆 盘 ， 在 3 根 柱子 之 间 一 次 只 能 移动 一 个 圆 盘 。 预 言说 当 
这 些 盘 子 移动 完毕 时 ， 世 界 就 将 在 一 声 霹雳 中 消灭 ， 而 栖 塔 、 庙 宇和 众生 也 都 将 同 归 
于 尽 。 

这 个 传说 又 称 作 焚 天 寺 之 塔 问题 (Tower of Brahma puzzle), 而且 有 若干 变 体 : 其 一 
是 寺院 的 地 点 位 于 越南 河内 ,因此 该 问题 也 常 被 称 作 “ 河 内 塔 ” 或 音译 为 “ 汉 诺 塔 ”(Tower 
of Hanoi)。 

下 面 考虑 该 问题 的 一 般 形式 ， 假设 有 n 个 圆 盘 ， 最 初 自 下 而 上 、 自 大 而 小 地 穿 在 A 
柱 上 (如 图 1.12 所 示 )， 每 次 按 规则 移动 一 个 圆 盘 ， 最 终 将 所 有 圆 盘 移动 到 C 柱 上 。 


| 


1.12 例 1.65 的 问题 初始 状态 
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注意 到 其 中 最 大 的 盘子 位 于 A 柱 的 最 底部 〈 图 1.13 (a))， 而 要 将 其 移动 到 C 柱 ， 
必须 如 图 1.13(b) 所 示 先 将 A 柱 上 所 有 其 他 盘子 移 到 B 柱 上 (这 是 一 个 类 似 于 自己 的 子 问 
题 )， 接 着 如 图 1.13(c) 所 示 将 最 大 的 盘子 从 A 柱 移 到 C 柱 ， 之 后 不 必 再 管 它 ， 最 后 再 如 
图 1.13(d) 所 示 将 刚才 移 到 B 柱 上 的 盘子 移 到 C 柱 上 (这 又 是 一 个 子 问题 )。 


| | 2 | 


n n nl 
A B C A B C 
(a) (b) 
| 
| [1 
[| sl 
| 
nl n n 
A B Cc A B C 
(c) (d) 


图 1.13 例 1.65 的 算法 示意 


算法 的 形式 化 描述 如 下 : 

汉 诺 塔 的 递归 算法 Hanoi (n, source, dest, by) 

输入 : 圆 盘 数 no 

旦 IE (n=1) then 

8 Print (Move disk from source to dest) 
2 Else 

全 和 主 Hanoi (n-l, source, by, dest) 

天 :是 Print (Move disk from source to dest) 
全 .3 Hanoi (n-1，by，dest，source) 


用 T(n) 表 示 移 动 n 个 圆 盘 所 需要 的 步 数 .根据 算法 先 把 前 面 n-l 个 盘子 转移 到 B 上 ， 
然后 把 第 n 个 盘子 转 到 C 上 , 最 后 再 一 次 将 B 上 的 n-1 个 盘子 转移 到 C 上 。 得 到 递 推 关 
系 T(n)=27(n-1)+1。 

为 求解 TD)=27Un-1)+1，TUD)=1。 可 使 用 倒 推 法 : 

T(n) =27(n-1)+1 
= 2(2T(n-2)+1)+1 =2°T(n-2)+2+1 
=2227(n-3)+1)+2+1 = 237(n-3)+22+2+1 


=271T01)+20 42+2+1 
一 21H20rD-I+。+22H2+1 
= 一 2 一 1 
回 到 最 初 的 汉 诺 塔 问题 ， 要 将 64 片 金 盘 重 新 摆 放 在 另 一 根 柱子 上 ， 最 少 需要 2“-1 
步 ， 即 使 僧 倡 每 秒 移动 一 步 而 且 每 次 移动 都 用 了 正确 的 方法 ， 那 么 也 需要 5.8x10 年 ， 
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即 5 千 多 亿 年 ! 

下 面 再 给 出 递 推 关 系 的 另 一 个 经 典 例子 。 

【 例 1.66】 13 世纪 时 ， 意 大 利 数 学 家 斐 波 那 契 (Fibonacci，1170 一 1250) 在 名 为 
《算盘 书 》 的 数学 著作 中 提出 了 著名 的 “兔子 问题 ” 假定 最 初 有 新 生 的 雌雄 兔子 一 对 ， 
除了 本 月 新 生 的 兔子 外 ， 每 对 兔子 每 个 月 都 可 以 生出 一 对 新 的 兔子 ， 而 且 假 定 兔子 永远 
不 会 死 ， 请 问 n 个 月 后 一 共有 多 少 对 兔子 ? 

设 满 n 个 月 时 兔子 对 数 为 及， 其 中 当月 新 生 人 兔 数 目 设 为 N, 对 ,第 n-l 个 月 存活 的 免 
子 数目 设 为 0 对， 则 有 万 = 六 + Own。 而 O 三 1，NN 王 2， 由 此 得 到 递 推 关系 所 = fi_1+ 
亡 2， 初 值 太 = 1, 户 =1。 这 个 序列 1, 1,2,3,5,8, … 称 作 斐 波 那 契 数列 , 它 有 着 许多 应 用 。 

这 类 递 推 关系 形式 上 具有 特殊 性 ， 下 面 给 出 严格 的 定义 。 

定义 1.24 假设 序列 ao, al，…, an，… 的 递 推 关 系 满足 

上 +aa tod, +…+ca :=0 
0a = ds0 = de, A = de 

其 中 cu co，…, ck 及 do, qd1,，…, 只 1 都 是 常数 ，ci#0， 则 称 这 个 方程 为 大 阶 常 系数 线 
性 齐 次 递 推 关 系 (linear homogeneous relation of degree kk)，d0, qd1, …, qk1 为 初 值 。 
c=xtteix t+…+ciix+ck 称 为 该 序列 的 特征 多 项 式 ( characteristic equation )， 其 根 称 为 
特征 根 ( characteristic root )- 

b, =2b,, 0 一 4a + 44a,, = 
例如 ， 加 | 

下 面 给 出 2 阶 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 的 解法 。 

假设 w、/[ 是 _wr=cian_itczan_a 的 特征 方程 x*-cyx-cs=0 的 两 个 根 ， 即 ao=(atDa 一 
(acDia 2， 容 易 验证 有 an-Qan1=P (an1-Qan2)。 递 推 可 以 得 到 ay-aan= Bo aan2) = 


0 都 是 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 。 


a =1,a =3 


Ban_2-Qan3)=…=B”(a1-Qao)。 由 此 倒 推 得 到 an-a"ao=(B"+ap"+@B"+…+o”!) 
(al 一 aao)， 有 : 
当 wx#p 时 ，w 一 crao = 污 (a -aao), Ta, -he Sy 。 


当 w=p8 时 ，ar 玉 oao=nwn lo-aao， 即 wraow 对 (ai 一 aaojmna1。 
【 例 1.67】 递 推 关 系 万 = 万: + 记 2 的 特征 方程 是 x-x-1=0， 两 个 互 异 的 特征 根 是 


于 汪汪 出 禄 信 =1, 及 =1 可 得 有 =0， 代 入 上 述 公式 可 得 


dl 1+V5Y 1/1-V5Y 
“sl 2 :sl 2 
GQ = Fd 


【 例 1.68] | = 的 特征 方程 是 之 _4x+4 = 0， 特 征 根 是 2 


ao =1a=3 


(二 重 )， 由 初 值 co=1，ai=3 代入 得 到 aw=2”"+n2"™!。 
【 例 1.69】 使 用 多 米 诺 (dominos) 骨牌 ， 即 1x2 的 小 方 格 ,覆盖 2xn 的 方 格 棋盘 ， 
有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 
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解 . 假设 覆盖 2xn 的 方 格 棋盘 的 不 同方 式 数 为 5,。 


考虑 覆盖 最 左上 角 的 小 方 格 ， 必 定 是 图 1.14 (a) 或 (b) 的 情况 。 在 〈a) 的 情况 下 ， 
继续 覆盖 完 方 格 棋盘 共有 5 种 不 同方 式 ; 在 (b) 的 情况 下 , 继续 覆盖 完 方 格 棋盘 共有 Sr 1 
种 不 同方 式 。 

初 值 是 S=1，S=2， 因 此 5 就 是 第 n+l 个 斐 波 那 契 数 。 


(a) (b) 


图 1.14 例 1.69 用 图 


考虑 一 个 问题 : 家 中 阳台 上 有 10 贫 不 同 的 花 ， 为 保持 新 鲜 感 ， 希 望 每 天 重新 摆 放 ， 
使 得 每 盆花 都 不 在 第 一 天 放 的 位 置 。 那 么 最 多 可 以 连续 多 少 天 每 天 摆 法 都 不 同 ? 

这 就 是 错 排 问 题 的 一 个 具体 实例 。 若 一 个 n 元 素 的 全 排列 中 所 有 的 元 素 都 不 在 本 来 
的 位 置 上 ， 那 么 就 称 这 个 全 排列 为 原 排列 的 一 个 错 排 〈(derangement)。 一 个 形式 化 的 表 
述 是 : 若 1-n 的 一 个 全 排列 oio2…G 满 足 oz#i 对 所 有 1<i<n 成 立 ， 则 称 o402…o% 为 1-n 
的 一 个 错 排 。 

法 国 数 学 家 德 。 蒙 特 莫 特 (Pierre Rémond de Montmort, 1678 一 1719) 在 1708 年 最 早 
提出 了 这 个 问题 ， 并 在 1713 年 解决 ， 尼 古 拉 。 伯 努 利 (Nicholas Bernoulli) 和 欧 拉 也 研 
究 过 这 个 问题 ， 因 此 这 个 问题 也 称 作 “ 伯 努 利 - 欧 拉 错 装 信封 问题 ”(Bemoulli-Euler 
problem of the misaddressed letters) 一 一 某 人 给 n 个 朋友 写 信 ， 蓝 请 他 们 来 家 中 聚会 ， 结 
果 粗 心 的 他 却 把 请 束 全 都 装 错 了 信封 。 请 问 有 多 少 种 全 部 装 错 信封 的 情况 ? 

n 个 元 素 的 错 排 的 个 数 记 为 D(n) 或 d(n) 或 Im， 称 作 错 排 数 或 德 。 蒙特 莫 特 数 。 下 面 
通过 两 种 方法 计算 D(n) 的 具体 值 。 

方法 1: 建立 递 推 关系 。 

第 1 步 ， 选 择 第 n 个 元 素 的 位 置 ， 共 有 n-1 种 方法 (假定 放 在 编号 为 k 的 位 置 )。 

第 2 步 ， 选 择 第 个 元 素 的 位 置 ， 有 两 种 可 能 :第 上 个 元 素 放 在 编号 为 n 的 位 置 ， 
此 时 剩 下 的 n-2 个 元 素 进行 错 排 即 可 (图 1.15 (a))， 方 案 数 是 D(n-2); 或 者 第 个 元 
素 不 在 编号 为 n 的 位 置 ， 此 时 把 编号 为 n 的 位 置 视 作 编号 为 k 的 位 置 ， 将 n-1 个 元 素 进 


1.15 ” 错 排 问 题 递 推 关系 示意 图 


由 此 得 到 递 推 关系 D(n)=(n-1)(D(n-2)+D(n-1)), 很 容易 得 到 初 值 D(1)=0 和 D(2)=1。 
令 N(D=D(PD/K，k 宇 1， 则 整理 得 到 (N(R)-N(k-1)) = 一 (N(k-1)-N(k-2))k。 于 是 : 


SN 光 娄 学 RE 用 (第 2 版 ) 
20 A a 


a NE-D-—NGE-2) N(E-2)—N(E-3) 
NOD-NM TD 二 KE 
_-CXO-NXO)CD CY 
k(k—1)--x2 Hl 


因此 N(n)=(N(n)-=N(n-1+(N(n 一 1)-N(n-2))+…+(N(2)-N(1))+N(1)， 得 到 
D(n)=n!N(n)= mC 
i0 1: 


方法 2: 应 用 容 斥 原理 。 

n 个 元 素 的 全 排列 有 n! 个 ， 用 集合 4 表示 第 个 位 置 是 第 个 元 素 〈 即 元 素 上 没有 
发 生 错 排 ) 的 所 有 排列 ， 则 易 得 

Mn-1)!, 1<i<n 

AiNAF(n-2)!, 1<iS<n 

AiNA NANn-3)!, 1<iS<k<n 


[41N 42N*…N An-0! 


则 由 容 斥 原理 (定理 1.26) 也 可 以 得 到 pent) jo 
1 1 


1.4 布尔 矩阵 及 其 运算 


定义 1.25 ”一 个 布尔 矩阵 ( Boolean matrix ) 或 位 矩阵 ( bit matrix ) 是 一 个 元 素 为 
0 或 1 的 抵 阵 

定义 1.26 设 4=[ay] 是 一 个 mxn 的 布尔 矩阵 ， 则 定义 其 补 (complement) 为 
A=[a, F[1-ay] 

定义 1.27 设 4=[ay] 和 B=[bj] 是 两 个 mxn 的 布尔 矩阵 ， 则 定义 
1。 车 a, =] 或 b=1 
0， 若 a, =0 且 b, =0 
下 若 a; =1 有 b, =1 
0， 若 qa; =0 或 b; =0 


(a)4 和 B 的 并 (join) 为 4V B=C=[cy]， | 


(b) 4 和 B 的 交 (meet) 为 4\B=D=[dj]， xd -| 


注 : 
(a) 布尔 矩阵 的 并 和 交 可 以 扩展 到 多 个 布尔 矩阵 上 。 
(b) 把 一 个 元 素 看 作 1x1 的 矩阵 ， 则 也 可 以 定义 元 素 间 的 并 和 交 。 
定义 1.28 设 4-[ay] 是 mxn 的 布尔 矩阵 ，B=[b] 是 mxr 的 布尔 矩阵 ， 则 定义 4 和 允 
的 布尔 积 (Boolean product) 为 4O 〇 OB=C=[cr]， 其 中 
于 - 若 存 在 所 1 委 丰 入 使 得 ax =1 有 b=1 
"一 |0， 若 所 有 及 1<k<n, a Xb, =0 
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如 果 将 布尔 矩阵 的 元 素 看 作 普通 的 数值 ， 则 元 素 之 间 可 以 进行 普通 的 数值 运算 ， 甜 
阵 也 可 以 进行 通常 的 加 法 、 乘 法 运算 。 于 是 有 如 下 定理 。 

定理 1.27 设 4=[aj] 和 B=[ 刀 ] 是 两 个 mxn 的 布尔 矩阵 ， 则 

(a) AVB=C=[cy]， 其 中 cj =a, +b, -ajb,。 

(b) 4 人 B=D=[dy]， 其 中 4 =a,b; 。 


1l， 若 @>0 


(c) 设 4+B=E=[ey]， 则 A4VB=C=[cy]， 其 中 必 ， 车 =0” 


LL 着 翅 : 三 2 
一 =[e,1]， 贝 = 3 二 
(d) 设 4+B=E=[ey]， 则 A4 八 B=D=[4y]， 其 中 a， a 


设 4=[ayj] 是 mxn 的 布尔 和 矩阵 ，B=[ 女 ] 是 nxr 的 布尔 矩阵 则 
a 1 车 玉 >0 
(e) 设 4xB=F=[ 太 ， 则 4©B=G=[gy]， 其 中 “= 着 广 -0 
证 明 : 只 证 明 〈e)， 余 者 由 定义 很 容易 证 明 。 
(e) 8 六 1 当 且 仅 当 存在 大 使 得 wor1， 而 方 => ax 二 1 当 且 仅 当 存在 使 得 
天 


ai0 且 Dr>0。 于 是 gl 当 且 仅 当 . 久 0。 口 
下 L101 0 TL 
3 1 0 0 0 下 和 
11.70 设 布尔 矩阵 4 = “= ， 见 
【 例 1.70】 ” 设 布尔 矩阵 DNS 0 | 
0 0 0 0 0 00 1 
| 1 1 O01l00 
2 Wd | | | We | 1 0 0 0 
A+B= ，AvB= ， A 和 B= ， 
全 01 0 1 0 1 0 0 0 0 
00l1 | 0 0 0 0 
和 
从 主 ， 主 二 0 1 1 0 
六 六 才 三 ，AOB= 
| 本 1 | 
0 0 0 0 0 0 0 0 
外 


定理 1.28 ”假设 布尔 矩阵 4、B 和 C 具 有 兼容 大 小 ( 即 下 述 诸 运算 都 可 进行 )， 则 有 
(a) 交换 律 : 
AVB=BVA, AN\B=BM\A 

(b) 结合 律 : 

(4VB)VC=AV(BVO, (4N\B)N\C-=-AN\(BN\O, (40B)OC-=A40(BOO 
(c) 分 配 律 : 

4ABVO=dLAB)VULAO,， AV(BACF-(AVB)AAVO 

证 明 . (a〉 由 定义 易 得 。 
(b) 假设 4VB)VC=[dj]，4V(BVO=[ey]。 则 由 定理 1.27， 有 
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dy (aytby—ayby)tcy (ayt by—ayby )cy 
=aytbytcy—agyby—aycy —bycytagyby cy 
“ayt(bytcy—by cy—ay(by tcy by cy)-ey 
即 得 VB)VC=4V(BVO)。 
假设 4 八 B) 人 C=[qj]，A4 八 (B8 八 O=[e@j]。 则 由 定理 1.27,，qj(ayby)cy=ay (bycy)=ey， 即 
CAB)AC=4A(BAO)。 
假设 4©B=[dj],，(4©B8B)OC=[ey], BOC=[f], 4AO(BOO=[ey]. 
则 e 产 1 当 且 仅 当 存 在 大 使 得 ds=cy=1， 而 dl 当 且 仅 当 存在 1 使 得 ai=bw=1。 于 是 
ej 六 1 当 且 仅 当 存在 k、1 使 得 aiFbuscwy1。 
同样 地 ，gj=1 当 且 仅 当 存在 1 使 得 aif 三 1， 而 /1 当 且 仅 当 存在 上 使 得 bw=cw=1。 
于 是 1 当 且 仅 当 存在 k、1 使 得 qbn=cwy1。 
因此 ULOB)JOC=4O(BOO)。 
(c) 假设 4 人 (BVO)=[dy]，(4 八 B)V(4 八 OC)=[ey]。 则 由 定理 1.27， 有 


@; =ayb; + aycy —(ajb,a S) 


Vy yy 
=ayby + aycy 一 (wac ) 
=a, (b, + -b,cy)=d, 


即 得 4A(BVO=-CUABJVGUAO。 
假设 4V(B 人 OQ=[dj]，(4VB) 人 (4VO=[ej]。 则 由 定理 1.27， 有 
@, = (a + = )(a; 3 oo) 
=a? +aycy 一 05Cy +ayby + b,cy —aybycy 一 0 及 一 四 及 cr + arbycy 


=a; +aycy —aycy + ayb; + b,cy — aybycy — ayb; — aybycy + aybycy 


=ay + bcy — aybycy = ds 
即 得 4V(B 和 OQ=(4VB) 人 (4VO。 口 
将 布尔 矩阵 视 作 一 般 和 矩阵 时 ， 其 转 置 操作 和 布尔 运算 有 如 下 关系 。 
定理 1.29 ”假设 布尔 矩阵 4、B 和 C 具有 兼容 大 小 ， 则 有 
(4VB)=AT™VB', (4N\B)-=ATN\B', (4©B)=B'OA'。 


习 题 1 


1.1 列 出 下 述 集合 的 所 有 元 素 。 
(a) 大 于 0 小 于 5 的 所 有 整数 。 
(b) {xkeZ 有 x=1}。 
(c) {xk 是 十 进 制 的 数字 }。 
(d) 一 年 中 有 31 天 的 月 份 。 

描述 法 表示 以 下 集合 。 

(a) {1,8,27,64, 125} 。 


Ee 
[3 
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Cb) 正 偶 整 数 的 集合 。 

(c) 直角 坐标 系 中 单位 圆 (不 包括 边界 ) 的 点 集 。 

(d) {11,13, 17, 19,23, 29}. 

判断 以 下 结论 是 否 成 立 。 

(a) OeG。 

(b) GL, 

(c) Ge{D}。 

Cd) Gc{@}. 

(e) {a}et{a, {a}}。 

(1 {a}ct{a, {a}}。 

设 a、b、c、q 代表 不 同 的 元 素 ， 指 出 以 下 集合 4 和 B 之 间 具 有 何 种 关系 ( 即 4cB、 
BcA、 A=B、AgB 有 BoA 有 日 4#B 等 )。 

(a) A-{{a,b}, {0), {d)})}, B-{{a,b), {c)}}. 

(b) A={{a, b}), {6}, @}, B={{b}}. 

Co) A={1}, B=-{{1}}. 

(d) A={x|xeN,x >4, B={x|xeN,x>2}。 

(e) A={x|xeR,x +x-2=0}, B={y|yeQ,y +y-2=0}。 

(f) A={xlxeR,x :<2}, B={x|xeR,2x —5x +4x=1}。 

设 4 表示 一 年 级 大 学 生 的 集合 ，B 表示 二 年 级 大 学 生 的 集合 ，5 表示 软件 工程 专业 


的 集合 ，M 表示 星期 一 晚上 参加 音乐 会 的 学 生 的 集合 ，7T 表示 星期 一 白天 有 考试 的 

学 生 的 集合 。 下 列 各 句子 所 对 应 的 集合 表达 式 分 别 是 什么 ? 

(a) 所 有 计算 机 科学 技术 专业 在 学 离散 数学 课 的 二 年 级 学 生 。 

(b) 学 离散 数学 课 的 、 或 者 星期 一 晚上 去 听 音 乐 会 的 、 或 者 星期 一 白天 有 考试 的 

(c) 软件 工程 专业 和 计算 机 科学 技术 专业 以 外 的 、 星 期 一 晚上 去 听 音 乐 会 的 二 年 级 
学 生 。 

(d) 星期 一 晚上 去 听 音 乐 会 但 是 星期 一 白天 没有 考试 的 学 生 。 

画 出 下 列 集合 的 维 恩 图 ， 并 用 阴影 标记 给 出 的 集合 。 

(Cay 2Bs 

(b) 4UB-C。 

(c) (4®B)UC. 

(d) (4UB)NMC. 

(e) 4nBncC 。 

(f) AU(BNO). 

设 Ffa, b,c,d,e}，4={qd,e}，B={a,c}，C={b,q}， 计 算 下 列 各 式 。 

(a) 4mnec 。 
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(BAC 
(ce) (4UB)NC. 
(d) (4UB)N(4UC). 
(e) 4@C 。 
(f) 4-C。 
计算 5({@),，F(F(O), F({1,2), Fl, 2})。 
设 {1, 2, 3, 4, 5, 6}，A={1, 4}，B={1, 2, 5}，C={2, 4}， 求 下 列 集合 。 
(a) ANB. 
(b) (4NB)UC. 
(c) ANMB. 
(d) AAINAB). 
(e) AA4)-AB). 
设 [0, 1] 和 (0, 1) 分 别 表示 实数 集 上 的 闭 区 间 和 开 区 间 ， 判 断 下 述 陈述 是 否 成 立 。 
(a) {0, 1}c(0, 1)。 
(b) {0,1}c[0, 1]。 
te) 0, Ddo, ls 
设 [a, 如 和 (a, 5) 分 别 表示 实数 集 上 的 闭 区 间 和 开 区 间 ， 计 算 ([0, 4] [2, 5])-(1, 3)。 
假设 了 了 2Z 为 任意 集合 ,是 X@B 二 {1,2,3},XBZ={ 2,4}, 若 2eY, 则 一 定 有 __eZ。 
设 4、B、C 为 任意 集合 ， 证 明 : 
(a) AU(BNC=(4UBN(A4UO). 
(b) AU(4NB)=4, AN(4 UB)=4. 
(c) 4-B=4-(4NMB). 
(d) 4=(4-B)U (4NB). 
(Ce) (4-B)ndnB)=C。 
(f) 4UB=(C4-P)UB。 
(g) (4-B)NB=G。 
(h) AN(B-C)=(4NB)-C。 
(i) 49(BBC=Cd@B)@C。 
(j) A®B-=(4 UB)-(4NB). 
(k) (4-B)-C=(4-O)-(B-C)=(4-O-B=4-(BU OC). 
(1) (4-B)-CcA-(B-O). 
(m) (4-B)-Cc(4-B)U(B-C)。 
(n) AN(BUA)=ANMB, AU(BNA)=A4UB. 
设 4、B、C、 DD 是 集合 ，4cC，BcD， 证明 以 下 结论 。 
Gay Oe 
(b) 4nBcCcnD。 
(c) 4UBcCUD。 
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(DD) 4 DeCB 

设 4、B、C、 DD 是 集合 ，4cC，BcD， 证 明 或 反 驶 49BCC@D。 

设 4、B、C、 DD 是 集合 ，4cC，BcD， 证 明 或 反 驶 以 下 结论 。 

(a) ANBCCND, 

(by dUBECUD: 

设 U 是 全 集 ，X 了 是 U 的 子 集 ， 证 明 : 如 果 对 于 一 切 集合 对 都 有 了 UYCX， 则 
六 @。 

设 4、B 是 集合 ， 下 述 各 式 在 什么 条 件 下 成 立 ? 证 明 你 的 结论 。 

(a) A-B=A。 

(b) 4-B=B。 

(c) A-B=B-A, 

(d) 49B=4。 

(e) A®B=G, 

设 U 是 全 集 , 4、B、C 是 UU 的 子 集 , 下 述 各 式 在 什么 条 件 下 成 立 ? 证 明 你 的 结论 。 
(a) (4-B)U (4-C)=4。 

(b) Cd-B)U Cd-OC=C。 

(c) GU-B)nC-C=4。 

(d) (4-B)N(4-C0)=8。 

(e) (4-B)®(4-C)=4. 

(f) (4-B)®(4-C)=@。 

(g) (Cd-B)U(B-4)=4UB。 

Ch) (4-B)U(B-A)=4。 

Ci) (4-B)U B=(4-B)-B。 

设 U 是 全 集 ，4、B、C 是 UU 的 子 集 , 判断 下 列 陈述 的 真 伪 。 若 为 真 ， 请 给 出 证 明 ; 
若 为 假 ， 请 给 出 反例 。 

(a) 车 4UB=4UC， 则 B=C。 

(b) 车 4nB=4nC， 则 BC。 

(c) 若 4-B=C， 则 4=B。 

(d) 若 4UB-4， 则 BOC。 

(e) 若 4UB=U，, 则 AcB。 

设 4、B、C 为 任意 集合 ， 以 下 结论 是 否 成 立 ? 如 成 立 , 证明 你 的 结论 ; 如 不 成 立 ， 
请 给 出 反例 。 

(a) AN(B®C)=(4NB)O(UANO). 

(b) AU (B®O)=(4 UB)®(A UO). 

(c) FAINFBEFAANB). 

(d) FAA)U HBFA UB). 

设 4、B 为 任意 集合 ， 证 明 : 4=B 当 且 仅 当 4UB=U 有 4NB=@g。 

设 4、B、C 为 任意 集合 ， 证 明 以 下 陈述 等 价 。 
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1.24 
L125 


1.26 


127 
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(a) 4CB。 
(b) 4-Bcd。 
(c) A4-B=A., 
(d) ANCcBNCHANCCBNC., 
假设 4、B 是 集合 ，4@B=4， 说 明 集合 4、B 之 间 有 什么 关系 。 
设 4、B 为 任意 集合 ，U 为 全 集 ， 证 明 以 下 陈述 等 价 。 
(a) AUB=U. 
(bY 汉人 到 
《6 六 BE 
设 4、B、C 为 任意 集合 ， 证 明 以 下 陈述 等 价 。 
(a) A=B。 
(b) AUB=4NB。 
(c) ABC=B®C, 
(d) 4@B=GC。 
(e) AUC=BUC HANC=BNC, 
(f) ANC=BNC EH ANC=BNC. 
设 4、B、C 为 任意 集合 ， 证 明 : Cc4 当 目 仅 当 4n(BUOQ=(4nB)UC。 
设 集合 4={ab, bc, bb}， 判 断 以 下 各 字符 串 是 否 属于 4*。 
(a) apabap。 
(b) apc。 
(c) appa。 
(d) appcpapa。 
(e) bcabbab, 
(f) abbbcba, 
判断 下 述 陈 述 的 真 伪 : 
7|13, -5|-15,，0l2，2|0。 
设 m、n 都 是 正 奇数 ，m>n， 且 nn 不 能 整除 m， 证 明 : 存在 正 偶数 大 和 奇数 了 使 得 
m=jn+r(0<r<n) 或 m=jn-r(0<r<n)。 
证 明 : 7|22225555415S552222。 
设 a、5b 是 整数 ， 证 明 : 11lo2+5 妇 当 且 仅 当 11la 且 11|b。 
证 明 : 对 任意 的 整数 m， 有 
(a) 6ln(nt+1)(n+2)。 
(b) | 是 整数 。 
5 3 1 
当 正 整数 m 满足 什么 条 件 时 ，1+2+…+(m-1)+m=0(mod m) 一 定 成 立 ? (不 要 计算 
左边 的 和 式 。) 
当 正 整数 m 满足 什么 条 件 时 ，13+23+…+(m--1+m=0 (mod m) 一 定 成 立 ? (不 要 计 
算 左 边 的 和 式 。) 
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证 明 : 如 果 整 系数 方程 qox” + ax” +…+a, yx +a, =0 有 非 零 整数 解 uw， 则 wlan。 

判断 下 述 方程 是 否 有 整数 解 。 若 有 整数 解 ， 试 求 出 所 有 的 整数 解 。 

(a) x xt1=0。 

(b) wtx 4x-4=0。 

(Cc) Xt Ix +Ix+2=0。 

给 出 54 的 全 部 因子 。 

对 下 述 每 一 对 数 做 带 余 除 法 ， 第 一 个 数 是 被 除数 ， 第 二 个 数 是 除数 。 

(a) 78, 19; (b) -1001，-13; (c) —14, 5; (d) 365, —7。 

判断 下 述 各 正 整 数 是 素数 还 是 合 数 : 113，2*-1，221。 

证 明 : a>] 是 合 数 当 且 仅 当 存在 等 式 a=bc， 其 中 1<b<a，1<c<a。 

设 p 是 素数 ，a、b 是 整数 ， 且 有 plabp， 证 明 : pla 或 plb。 

设 整 数 a、b 互 素 ，c 是 整数 ， 证 明 : 车 albc， 则 alc。 

假设 a、b、c、4q 均 为 正 整 数 ， 下 述 各 陈述 是 否 为 真 ? 若 为 真 ， 请 给 出 证 明 ， 否则 ， 

请 给 出 反例 。 

(a) 若 qlc，bc， 则 azlc。 

(b) 若 qlc，blqg， 则 ablca。 

(c) 若 ablc， 则 alc。 

(d) 若 albc， 则 alc 或 ble。 

设 a 是 整数 , p 是 a 的 除 1 以 外 最 小 的 正 因子 ， 证 明 : p 是 素数 而 且 p< Va。 

利用 因子 分 解 ， 计 算 下 述 每 一 对 数 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍数 。 

(a) 175, 140。 

(b) 72, 180。 

(c) 315, 210。 

求 满足 GCD(a, b)=8 有 昌 LCM(a, b)=64 的 所 有 整数 a、b。 

求 满足 GCD(a, 5)=12 且 LCM(a, b)=72 的 所 有 正 整数 对 a、b。 

证 明定 理 1.12。 

设 p 是 素数 ，a 是 整数 ， 证 明 : 当 pla 时 ，GCD@p, aq)=p; 否则 ，GCD(p, a)=1。 

设 p 是 素数 ，a、b 都 是 非 零 整数 ， 证 明 : a/GCD(a, 5b) 与 /GCD(a, 5) 互 素 。 

设 整数 wo、2 互 素 ， 证 明 : 

(a) 对 任意 的 整数 m， 有 GCD(m, ab)=GCD(m, a)GCD(m, b)。 

(b) 当 q>0 时 ，qdlab 当 且 仅 当 存在 正 整数 q1/、qd,， 使 得 d=did;, qila, dslb, 且 q 
的 这 种 表示 是 唯一 的 。 

假设 a、b、4d、m 都 是 整数 ， 证 明 : 

(a) 车 alm, blm， 则 LCM(a, b)lm。 

(b) 若 dla, dlbp， 则 dlGCD(a, 5)。 

求 一 切 形 如 7" +82 的 数 的 最 大 公约 数 ， 其 中 疾 是 非 负 整数 。 

设 m、n 都 是 正 整 数 ， 且 m 与 n 互 素 ， 证 明 : GCD(2”-1, 2”-1)=1。 并 在 相同 条 件 
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下 考虑 求 GCD(a"-1, a"-1) 的 值 ， 这 里 a 是 任意 整数 。 
1.56 用 欧 几 里 得 算法 求 下 述 每 一 对 数 的 最 大 公约 数 。 
(a) 85,125; (b) 231,72; (c) 45,56; (d) 154. 64。 
1.57 ”下 述 每 一 对 数 a、b 是 否 互 素 ? 若 互 素 ， 求 整数 x、?y 使 得 xatyb=1。 
(a) 24,35; (b) 63,91; (c) 450,539; (d) 1024,729。 
1.58 (a) 使 用 欧 几 里 得 算法 计算 GCD(2009, 1394)。 
(b) 计算 s、t 使 得 2009s+1394 记 GCD(2009, 1394) 成 立 。 
(c) 计算 LCM(2009, 1394)。 
1.59 ”假设 对 于 不 全 为 0 的 整数 a、b 和 qd， 方程 sattb=4 存在 (一 组 ) 整数 解 9 和 上 证 
明 : 值 s mod (B/GCD(a, 5)) 和 值 1mod (a/GCD(a, 5)) 都 是 唯一 的 。 即 若 有 sia+nhp=d 
及 szatbb=d， 则 有 $1=52(mod b/GCD(a, 5b)) 和 值 hi=bmod a/GCD(a, 5b))。 
1.60 判断 下 述 命题 是 否 为 真 。 
(a) 758=246(mod 18)。 
(6) 365=3(mod 18), 
(c) -29=1(mod 5)。 
(d) 352=0(mod 11)。 
1.61 给 出 使 得 下 述 同 余 式 成 立 且 大 于 1 的 正 整 数 m。 
(a) 35=]14(mod m)。 
(b) 10=-2(mod m)。 
(c) 14=16*(mod m)。 
(d) -9=-30(mod m)H. 27=1(mod m)。 
1.62 证 明定 理 1.14。 
1.63 ”以 下 陈述 是 否 成 立 ? 若 成 立 ， 试 证 明之 ; 若 不 成 立 ， 请 举 出 反例 。 
(a) 车 a=b(mod m)， 则 a=b*(mod m)。 
(b) 车 a=bp*(mod m)， 则 a=b(mod m)。 
(c) 若 a=b*(mod m”)， 则 a=b(mod m)。 
(d) 若 a=b(mod mn)， 则 a=b(mod m) 且 a=b(mod n)。 
(e) 着 a=b(mod m) 且 a=b(mod n)， 则 a=b(mod mn)。 
1.64 假设 a、b、c、d、m 均 为 整数 ， 证 明 : 
(a) 若 m 关 0， 则 alb 当 且 仅 当 malmb。 
(b) 若 alc,blc 且 a 与 5 互 素 ， 则 ablc。 
Cc) 车 alb 且 5 去 0, 则 lal 志 |bl。 
(d) 车 qd 宇 1, dm, a 三 b(mod m)， 则 a 三 b(mod q)。 
(e) 车 c、m 互 素 ， 则 a 三 b(mod m) 当 且 仅 当 ca 二 cb(mod m)。 
(f) 当 gq 不 是 素数 时 ，qdl|ab 不 一 定 能 得 到 dla 或 d|b。 
(g) 车 m>1，ca=cb(mod m)，dqd=GCD(m, c)， 则 a=b(mod m/q)。 
(h) 车 d 宇 1， 则 a=b(mod m) 当 且 仅 当 da=db(mod dm)。 
1.65 设 ftx) 是 整 系数 多 项 式 ,p 是 素数 ， 证 明 : fx) 站 =fl*)(mod 了 p)。 
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假设 正 整 数 x、y、z 满足 ty=z2?， 且 GCD(x,y)=1。 
Ca) 证 明 : x 和 必定 是 一 奇 一 偶 (以 下 不 妨 假定 是 偶数 )。 
(b) 证明: GCD(Gx, 2)=1， Gop (3 -1 


2 Z—X 


3 =b”。 于 是 所 有 正 整 数 解 可 以 表 


(e) 证 明 : 存在 整数 a 和 b， 使 得 全 =a 


示 为 x=a*-b?, Jy2ab，2z=a?+b?。 
两 个 势均力敌 的 乒乓 球 选手 甲 和 乙 进行 5 局 3 胜 制 的 比赛 ， 比 赛 一 共有 多 少 种 可 
能 情形 ? 
由 1,2,3,4 这 4 个 数字 能 构成 多 少 个 大 于 230 的 三 位 数 ? 
计算 机 系统 的 每 个 用 户 有 一 个 6 一 8 个 字符 组 成 的 密码 , 其 中 每 个 字符 是 一 个 大 写 
字母 或 者 数字 ， 且 每 个 密码 必须 包含 一 个 数字 。 有 多 少 种 可 能 的 密码 ? 
试 证 一 个 整数 是 另 一 个 整数 的 平方 当 且 仅 当 它 的 正 因子 数目 为 奇数 。 
重新 排列 13 979 397 中 的 数字 可 以 组 成 多 少 个 大 于 50 000 000 的 数 ? 
8 粒 颜色 不 同 的 宝石 串 成 一 个 项 圈 ， 一 共有 多 少 种 不 同 的 串 法 ? 
n 名 男生 和 n 名 女生 排 成 一 个 男女 相间 的 队伍 , 有 多 少 种 不 同 的 方案 ? 若 围 成 一 个 
圆桌 坐 下 ， 又 有 多 少 种 不 同 的 方案 ? 
用 数字 1 和 2 写成 十 位 数 ， 其 中 至 少 有 连续 5 位 都 是 数字 1， 这 样 的 十 位 数 有 多 
少 个 ? 
由 单词 ASSOCIATIVE 中 的 字母 可 组 成 多 少 个 不 同 的 字符 串 ? 
把 12 个 孩子 分 为 3 组 玩 不 同 的 游戏 ， 有 多 少 种 不 同 的 分 组 方式 ? 
从 整数 1, 2，…, 50 中 选 出 两 个 不 同 的 数 ， 共 有 多 少 种 方法 ? 若 要 求 这 两 个 数 之 和 
是 偶数 ， 共 有 多 少 种 方法 ? 若 要 求 其 和 为 奇数 ， 共 有 多 少 种 方法 ? 
从 整数 1, 2,，…, 1000 中 选 出 3 个 不 同 的 数 使 得 其 和 是 4 的 倍数 ,共有 多 少 种 方法 ? 
甲 和 乙 两 单位 共 11 人 , 其 中 甲 单位 7 人 , 乙 单位 4 人 , 拟 从 中 组 成 一 个 5 人 小 组 ， 
若 要 求 : (a) 必须 包含 乙 单位 2 人 ， 或 (b) 至 少 包含 乙 单位 2 人 , 或 (c) 乙 单 
位 某 一 人 与 甲 单位 某 一 人 不 能 同时 在 这 个 小 组 ， 试 分 别 求 各 有 多 少 种 方案 。 
设 n、r 为 正 整 数 ， 证 明 : 
(a) Clmr)=2C(n-Lr-l). 


(b) C= Cn-lrl)+ Cn-1), 

在 8x8 的 棋盘 的 方 格 内 放置 5 个 0 和 3 个 1, 如 果 没 有 两 个 数字 被 放 在 同一 行 , 也 
没有 两 个 数字 被 放 在 同一 列 ， 请 计算 方法 数 。 

设 六 是 正 整数 。 证 明 : 将 N 允许 重复 地 有 序 拆 分 成 了 个 正 整 数 的 和 的 方案 〈 即 将 
写作 amxitazxzz+…+ano=N， 其 中 攻 过 1， 所 谓 “ 有 序 ” 是 指 3=1+2 和 3=2+1 视 为 
不 同 的 方案 ) 数 为 C(N-1,7-1)。 

(提示 : 令 w= ww ， 产 1. 2 em 则 0<si<s<…<srN， 考虑 轨 的 取 值 可 能 。) 
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凸 10 边 形 的 任意 3 个 对 角 线 不 共 点 ， 试 求 该 凸 10 边 形 的 对 角 线 交 于 多 少 个 点 ? 
圆周 上 有 n(n 宇 6) 个 点 , 每 两 个 点 之 间作 线段 ,假设 其 中 任意 3 条 线段 在 圆 内 无 
公共 点 ， 求 以 这 些 线段 确定 的 交点 组 成 顶点 、 以 这 些 线段 的 一 部 分 作为 边 的 三 角 
形 的 个 数 。 

证 明 : 对 正 整 数 X 做 任何 重复 的 有 序 拆 分 ， 方 案 数 为 >C(NW-Lr-D=2x”。 


有 10 种 不 同 的 CD， 从 中 选取 5 张 (允许 从 同一 种 CD 中 选取 多 张 )， 有 多 少 种 不 

同 的 选取 方法 ? 

假设 有 5 种 小 说 ， 有 6 种 科技 书 ， 从 中 选取 3 本 小 说 和 4 本 科技 书 ， 分 别 计算 满 

足 如 下 要 求 的 不 同 的 选 书 方法 数 。 

(a) 可 以 选择 相同 种 类 的 书 ， 而 且 考 虑 选 书 的 次 序 。 

(b) 可 以 选择 相同 种 类 的 书 ， 但 不 考虑 选 书 的 次 序 。 

(c) 不 可 以 选择 相同 种 类 的 书 ， 但 是 要 考虑 选 书 的 次 序 。 

(d) 不 可 以 选择 相同 种 类 的 书 ， 且 不 考虑 选 书 的 次 序 。 

试 求 个 完全 一 样 的 山子 能 撕 出 多 少 种 不 同 的 方案 。 

假设 n 是 正 整 数 ， 求 {1,2,…, nn} 到 行 ,2,…, nn} 的 单调 不 减 函 数 的 个 数 。 

从 5={1,2,…, nn} 中 选择 个 不 相 邻 的 数 ， 有 多 少 种 方法 ? 

书架 上 有 24 卷 百科 全 书 ， 从 其 中 任 选 5 卷 使 得 任何 两 卷 都 不 相 邻 ， 这 样 的 选 法 有 

多 少 种 ? 

有 m 个 4 和 n 个 B 构 成 序列 (mn)， 如 果 要 求 每 个 4 后 面 都 至 少 跟着 一 个 B， 

可 以 组 成 多 少 个 不 同 的 序列 ? 

10 个 男孩 和 5 个 女孩 站 成 一 排 ， 若 没有 女孩 相 邻 ， 有 多 少 种 方法 ? 如 果 站 成 一 个 

圆 图， 有 多 少 种 方法 ? 

由 5 个 a、1 个 b、1 个 c、1 个 4 和 1 个 e 组 成 一 个 序列 。 

(a) 计算 没有 两 个 a 相 邻 的 序列 个 数 。 

(b) 计算 5b、c、qd、e 中 的 任何 两 个 字母 都 不 相 邻 的 序列 个 数 。 

在 ntl 个 小 于 或 等 于 2n 的 不 相等 的 正 整数 中 , 一 定 存在 两 个 数 是 互 素 的 。( 提 示 : 

任意 两 个 相 邻 的 正 整 数 是 互 素 的 。) 

(a) 从 一 副 标 准 的 52 张 牌 中 必须 选 多 少 张 牌 才能 保证 选 出 的 牌 中 至 少 有 3 张 是 同 
样 花色 的 ? 

Cb) 必须 选 出 多 少 张 牌 才能 保证 选 出 的 牌 中 至 少 有 3 张 是 红心 ? 

证 明 : 在 边 长 为 2 的 正方 形 中 选取 5 个 点 ， 则 其 中 必定 有 两 个 点 之 间 的 距离 不 超 

过 V2。 

证 明 : 在 边 长 为 2 的 正三 角形 中 选取 5 个 点 ， 则 其 中 必定 有 两 个 点 之 间 的 距离 不 

超过 1 。 

设 n 是 正 整 数 。 证 明 : 在 任意 一 组 n 个 连续 的 正 整数 中 恰好 有 一 个 能 被 n 整除 。 


1.100 设 a1/、as、a3 为 任意 3 个 整数 ，bp1、bp;、bs 为 aa、a、as 的 任 一 排列 ， 则 qa-bi、 


qz-b，、a3-bs 中 至 少 有 一 个 是 偶数 。 
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证 明 : 从 1 到 2n 中 任 取 n+l 个 正 整数 ， 则 这 n+l 个 数 中 至 少 有 一 对 数 ， 其 中 一 
个 是 另 一 个 的 倍数 。 

证 明 : 任 取 7 个 不 同 的 正 整 数 ， 其 中 至 少 存在 两 个 整数 a 和 b， 使 得 a-5 或 atb 
能 被 10 整除 。 

设 ma, az … , am 是正 整 数 序列 , 证 明 : 存在 k 和 1,1<k<1m, 使 得 atHaka+…+ar 
是 m 的 倍数 。 

己 知 一 个 集合 由 任意 10 个 两 两 不 同 的 十 进 制 两 位 正 整 数组 成 。 证 明 : 这 个 集合 
中 有 两 个 不 相交 的 子 集 ， 其 元 素 之 和 相等 。 


证 明 : 在 边 长 为 1 的 正方 形 中 选取 9 个 点 ， 则 其 中 必定 有 3 个 点 组 成 的 三 角形 的 
面积 不 超过 1/8。 


在 一 个 3 行 7 列 的 方 格 表 中 ， 给 每 一 个 小 方 格 涂 上 黑色 或 白色 ， 能 否 使 方 格 表 中 
任意 一 个 矩形 的 4 个 角 上 都 不 是 相同 的 颜色 ? 

某 学 生 有 37 天 的 时 间 准 备考 试 。 根 据 他 过 去 的 经 验 至 多 需要 复习 60 小 时 ,但 每 
天 至 少 要 复习 1 小 时 。 证 明 : 无 论 怎样 安排 ， 都 存在 连续 的 若干 天 ， 使 得 他 在 这 
些 天 里 恰好 复习 了 12 个 小 时 。 

把 100 台 计 算 机 连接 到 20 台 打 印 机 上 , 为 保证 任意 20 台 计 算 机 都 可 以 直接 访问 
20 台 不 同 的 打印 机 ， 找 出 至 少 需要 多 少 条 缆 线 。 证 明 你 的 答案 。 

根 设 4、B 为 有 限 集合 ， 证 明 : 

(a) |4-B|>|4|-|B|。 

(b) I4®B|=|4I+|B|-2|4NB|。 

设 一 个 班 里 有 50 个 学 生 , 在 第 一 次 考试 中 有 26 人 得 到 A, 在 第 二 次 考试 中 有 21 
人 得 到 A， 如 果 两 次 考试 中 都 没有 得 到 A 的 学 生 是 17 人 人， 那么 有 多 少 学 生 在 两 
次 考试 中 都 得 到 A? 

在 1~10000 中 (包括 1 和 10000) 既 不 是 某 个 整数 的 平方 也 不 是 某 个 整数 的 立方 
的 数 有 多 少 个 ? 是 某 个 整数 的 平方 但 不 是 某 个 整数 的 立方 的 数 有 多 少 个 ? 

3 只 蓝 球 、2 只 红 球 、2 只 黄 球 排 成 一 排 ， 若 黄 球 不 相 邻 ， 红 球 也 不 相 邻 ， 则 有 多 
少 种 方法 ? 

某 班 有 65 名 学 生 ， 其 中 养 猫 的 有 24 人 ， 养 鱼 的 有 25 人 ， 养 狗 的 有 26 人 ， 同 时 
养 猫 和 养 鱼 的 有 9 人 ， 同 时 养 猫 和 养 狗 的 有 8 人 ， 同 时 养 鱼 和 养 狗 的 有 10 人 ， 

还 有 10 人 什么 宠物 也 不 养 ， 求 同时 养 3 种 宠物 的 人 数 。 

在 1~500 中 (包括 1 和 500) 不 能 被 2、3 和 5 整除 的 数 有 多 少 个 ? 

假设 |4|=44, |Bl=50, |Cl=51, IDI=56, |4NBI=18, |4NCl=23, |4NDl=19, |8NCl=20， 
IBNDI=25, ICNDI=32, [4NBNCI=8, IANBNDI=7, I4NCNDE11, IBNCNDI10, 

NBNCNDF1， 计算 UBUCUDI。 

使 用 容 斥 原理 求 不 超过 120 的 素数 个 数 。 

对 于 图 1.16， 给 每 个 顶点 分 配种 颜色 中 的 一 种 。 使 相 邻 顶点 的 颜色 互 不 相同 的 
分 配方 式 有 多 少 种 ? 


Se 
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1.16 习题 1.117 用 图 


设 5 为 包含 m 个 元 素 的 集合 , n 是 一 个 正 整 数 ，n 宇 m。 从 5 中选 出 n 个 元 素 组 成 
序列 ， 其 中 ，S 的 每 个 元 素 至 少 出 现 一 次 。 证 明 : 这 样 的 排列 的 数目 是 
C(m.O)m-0—C(m, Dm-1)++ CD) Cm.m-D)(1Y’ 

下 对 夫妇 坐 在 摆 成 一 排 的 2n 把 椅子 上 ,如 果 每 位 丈夫 都 和 他 的 妻子 不 相 邻 ,那么 
有 多 少 种 不 同 的 坐 法 ? 
一 个 楼 梯 有 级 ， 每 次 可 以 跨 上 1 级 或 3 级 。 从 楼 梯 的 最 底 端 登 到 最 顶端 的 不 
的 方法 数 满足 什么 样 的 递 推 关系 ? 
有 nn 根 火柴 ， 甲 、 乙 二 人 轮流 取 ， 每 次 只 能 取 一 根 或 两 根 。 若 甲 先 取 ， 最 后 还 由 
甲 取 光 的 方案 数 为 a,。 求 出 a 的 初始 条 件 以 及 北 推 关系 。 
秋天 到 了 ，n 只 猴子 采摘 了 一 大 堆 苹果 放 到 山洞 里 。 第 一 只 猴子 悄悄 来 到 山洞 
把 苹果 平均 分 成 n 份 ， 把 剩 下 的 m0<m<n) 个 苹果 吃 了 ， 然 后 藏 起 来 一 份 ， 最 
后 把 剩 下 的 苹果 重新 合 在 一 起 。 其 余 的 猴子 依次 悄悄 来 到 山洞 , 都 做 同样 的 操作 ， 
恰好 每 次 都 剩 下 了 m 个 苹果 。 建 立 每 只 猴子 来 之 前 和 来 之 后 的 苹果 数目 的 递 推 
关系 。 
使 用 倒 推 法 求解 递 推 关 系 。 
(a) ql=2, an=3an_1+]。 
(b) al=]1, an=an_1+2n—l。 
(c) ai=s, an=rxan 1+t。 
(d) ao=0, ar=nanitn!(n 宇 1)。 
(e) ao=2，q = 2a2 +1(n>1)。 
求解 递 推 关 系 。 

a, 一 7a. +12a ,=0 
a | ao =4.a =6 

a,+a, ,=0 
(b) f = 


a,—4a,1+4a, ,=0 
(c) 
ao =0,4 =1 


可 


(a) 求 与 包含 两 个 连续 0 的 n 位 二 进位 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 
(b) 初始 条 件 是 什么 ? 
(c) 包含 两 个 连续 0 的 7 位 二 进位 串 有 多 少 个 ? 
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1.126 (a) 求 与 不 包含 连续 的 相同 符号 的 n 位 三 进位 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 

(b) 初始 条 件 是 什么 ? 
(c) 不 包含 连续 的 相同 符号 的 6 位 三 进位 串 有 多 少 个 ? 

1.127 包含 偶数 个 0 的 7 位 二 进位 串 有 和 多少 个 ? 

1.128 一 个 1xn 的 方 格 图 形 用 黑白 两 色 为 每 个 方 格 涂 色 ， 每 个 方 格 只 能 涂 一 种 颜色 ,但 
是 不 允许 任何 两 个 黑色 方 格 相 邻 ， 一 共有 多 少 种 涂 色 方案 ? 

1.129 用 a、b 和 c 这 3 个 符号 组 成 长 度 是 n 的 符号 串 ， 要 求 没有 两 个 a 相连 ， 有 多 少 
个 满足 要 求 的 符号 串 ? 

1.130 ” 某 公 司 有 n 千 万 元 可 以 用 于 对 a、b、c 3 个 项 目 投资 。 假 设 每 年 投资 一 个 项 目 ， 
投资 的 规则 是 : 或 者 对 a 投资 1 千 万 元 ,或 者 对 5 投资 2 千 万 元 , 或 者 对 c 投资 
2 千 万 元 。 问 用 完 n 千 万 元 有 多 少 种 不 同 的 方案 ? 

1.131 设 有 条 直线 ， 两 两 相交 于 一 点 ， 任 意 3 条 直线 不 相交 于 一 点 。 这 样 的 n 条 直线 
把 平面 分 割 成 几 个 部 分 ? 

1.132 设 有 n 条 封闭 的 曲线 ， 两 两 相交 于 两 点 ， 任 意 3 条 封闭 曲线 不 相交 于 一 点 。 这 样 
的 n 条 曲线 把 平面 分 割 成 几 个 部 分 ? 

1.133 ”使 用 3 个 不 同 字符 在 通信 信道 进行 信息 传输 ， 如 果 传 送 字符 A 需要 2hs， 传 送 字 
符 B 和 字符 C 都 各 需要 lhs， 一 个 信息 是 用 字符 A、B 或 C 构成 的 有 限 长 度 的 字 
符 串 (不 考 虚空 串 )， 在 n 微 秒 内 可 以 传送 多 少 种 不 同 的 信息 ? 

1.134 在 一 个 核反应 堆 中 有 两 类 粒子 : a 粒子 和 B 粒 子 。 每 经 过 1 个 单位 时 间 ，1 个 a 粒 
子 分 裂 为 3 个 B 粒 子 ，1 个 B 粒 子 分 裂 为 1 个 a 粒子 和 2 个 B 粒 子 。 假 设 在 时 间 0， 
反应 堆 里 只 有 1 个 a 粒子 ， 那 么 在 时 刻 100 反应 堆 里 总 共有 多 少 个 粒子 ? 

1.135 有 10 个 箱子 ， 编 号 为 1, 2, …, 10， 各 有 一 把 锁 和 一 把 钥匙 ，10 把 锁 各 不 相同 ， 
每 个 箱子 放 入 一 把 钥匙 后 锁 好 。 现 在 播 开 1 号 箱子 和 2 号 箱子 ， 取 出 钥匙 去 开 别 
的 箱子 , 再 取出 钥匙 继续 去 开 其 他 箱子 。 如 果 能 够 按 这 样 的 方式 打开 所 有 的 箱子 ， 
则 称 其 是 一 种 好 的 放 钥 匙 方法 ， 求 好 的 放 钥 匙 方法 种 数 。 

1.136 有 10 个 箱子 ， 编 号 为 1, 2, …, 10， 各 有 一 把 锁 和 一 把 钥匙 ，10 把 锁 各 不 相同 ， 
每 个 箱子 放 入 一 把 钥匙 后 锁 好 。 现 在 手 开 1 号 箱子 ， 取 出 钥匙 去 开 别 的 箱子 ， 再 
取出 钥匙 继续 去 开 其 他 箱子 。 如 果 能 够 按 这 样 的 方式 打开 所 有 的 箱子 ， 则 称 其 是 
一 种 很 好 的 放 钥 匙 方法 ， 求 很 好 的 放 钥 匙 方法 种 数 。 

1.137 m (m 宇 2) 个 人 互相 传 球 ， 接 球 后 就 传 给 别人 。 由 甲 开始 发 球 ， 并 把 它 当做 第 1 
次 传 球 。 球 经 过 n 次 传 球 后 ， 球 仍 回 到 甲 手 中 的 传 球 方式 种 数 。 

(提示 : SytSn_1=(m-1)”!。) 

1.138 ”对 一 个 自然 数 作 如 下 操作 : 如 果 是 偶数 则 除 以 2， 如 果 是 奇数 则 加 1， 如 此 进行 
下 去 ， 直 到 得 数 为 1 时 操作 停止 。 经 过 9 次 操作 变 为 1 的 数 有 多 少 个 ? 

1.139 A={1, 2,…, n}， 其 中 为 给 定 正 整数 。 设 Sc4， 且 8 的 每 个 元 素 都 不 小 于 8 的 
基数 |S|， 则 称 8 是 饱满 的 〈 空 集 也 是 饱满 的 )。 计 算 4 的 饱满 子 集 的 个 数 。 
(提示 : 将 饱满 子 集 8 分 为 两 种 情况 分 别 计数 一 一 ng5 及 neS， 后 者 除去 n 后 每 
个 元 素 可 以 减 去 1。) 
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1.140 假设 m、n 是 正 整数 ， 设 态 是 斐 波 那 契 数 ， 证 明 对 于 斐 波 那 契 数 有 
(a) frr fof 1 tf fne 
(b) Re 六 = fon1e 
(CC) ff Jr Vn rfon1e 
dy J fz sy =+l。 
Ce) fam-(fitfat"*tfonr1)-0。 
1.141 新 年 时 5 名 好 朋友 每 人 都 写 一 张 贺年 卡 互 相 赠送 , 自己 写 的 贺年 卡 不 能 送 给 自己 ， 
那么 有 多 少 种 赠送 方法 ? 
1.142 小明 给 n 个 朋友 写 信 ， 邀 请 他 们 来 家 中 聚会 , 如 果 恰 有 m 封 请 束 装 错 了 信封 ,请 
问 有 几 种 这 样 装 信封 的 情况 ? 
1.143 证 明 : 
(a) D(n) 是 偶数 当 且 仅 当 n 是 奇数 。 
(b) D(n)=nD(n-1)+(-1Y" 


(o) pe) ， 这 里 定义 D(0)=1。 


i=0 


1.144 ”对 于 给 定 的 布尔 矩阵 4、B, 计算 4VB, 4 八 B, 4©OB。 


a Os 
0 1 0 1 


(b) A= 中 2 小 
0 1 | 
1 0 0 下 ,下 | 
(c) 4=|0 1 jo 0 中 
1 0 9 二 你 省 
1 0 0 1 | 
(d) 4=|0 0 jt 中 中 
1 0 1 1 0 0 


1.145 证 明定 理 1.29。 


命题 逻辑 


逻辑 是 关于 思维 形式 的 科学 ， 所 谓 思维 的 逻辑 形式 是 指 不 同 的 具体 思维 内 容 之 间 的 
共同 的 联系 方式 。 

数理 逻辑 是 用 数学 的 方法 研究 思维 的 形式 结构 和 规律 的 学 科 ， 它 使 用 符号 语言 ， 按 
照 一 定 的 规则 ， 简 洁 地 表达 出 各 种 推理 的 逻辑 关系 ， 所 以 数理 逻辑 又 称 符号 多 辑 ， 它 与 
计算 机 科学 有 着 非常 密切 的 联系 ， 是 计算 机 程序 设计 、 人 工 智 能 、 罗 辑 设计 、 机 器 证 明 、 
自动 程序 设计 、 计 算 机 辅助 设计 等 计算 机 理论 和 应 用 学 科 的 基础 。 

命题 逻辑 是 数理 罗 辑 中 最 基础 的 内 容 ， 以 命题 为 最 基本 的 单位 来 研究 思维 的 形式 结 
构 和 规律 。 

木 章 主要 介绍 命题 、 命 题 联结 符 、 命 题 公式 、 等 值 演算 、 范 式 、 推 理 演算 等 命题 罗 
辑 中 的 基础 问题 。 


2.1 命题 逻辑 的 基本 概念 


数理 逻辑 的 主要 研究 内 容 和 目标 是 推理 ， 所 谓 推理 就 是 由 某 些 前 提 推 演出 相应 的 结 
论 ， 而 这 些 前 提 和 结论 都 应 该 是 表达 判断 的 并 且 有 明确 是 非 结 论 的 陈述 句 ， 我 们 称 之 为 
命题 。 
定义 2.1 非 真 即 假 的 陈述 句 称 为 命题 《proposition)。 一 个 命题 如 果 是 对 的 或 正确 
的 ， 则 称 为 真 命题 ， 其 真 值 为 “ 真 ”( true )， 常 用 工 或 1 表示 ; 一 个 命题 如 果 是 错 的 或 
不 正确 的 ， 则 称 为 假 命 题 ， 其 真 值 为 “ 假 ”( false )， 常 用 了 或 0 表示 。 
注 : 
(a) 命题 必须 是 陈述 句 ， 而 祈 使 句 、 疑 问 句 、 感 叹 句 等 都 不 是 命题 。 
(b) 命题 必须 有 确定 的 、 唯 一 的 真 值 ， 但 这 并 不 意味 着 一 定 知道 它 的 真 值 。 
【 例 2.1】 判断 下 列 句子 哪些 是 命题 ， 哪 些 不 是 命题 。 
(a) 这 本 书 题 为 《离散 数学 及 应 用 》。 
(b) 这 本 《离散 数学 及 应 用 》 写 得 好 吗 ? 
(c) 这 本 《离散 数学 及 应 用 》 写 得 真 好 ! 
(d) 请 购买 《离散 数学 及 应 用 》。 
(e) 5 是 素数 。 
(DD xt335, 
(g) 太阳 从 西方 升 起 。 
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(h) 本 命题 是 假 的 。 

(i) 本 命题 是 真 的 。 

(j) 和 天王星 上 没有 生命 。 

(k) 如 果 明 天 晴 ， 而 且 我 有 空 ， 我 就 去 踢 球 。 

(1) 不 得 不 说 如 果 不 是 因为 他 是 不 得 已 而 为 之 而 且 没 有 造成 恶劣 后 果 的 话 我 是 不 会 
原谅 他 的 。 

解 . 以 上 句子 中 ，(b)、(c)、(d) 不 是 命题 ， 因 为 它们 都 不 是 陈述 句 ; 〈f) 的 真 值 随 
x 值 的 变化 而 不 同 ， 因 而 它 不 具有 确定 真 值 ， 不 是 命题 ; (h) 的 真 值 既 非 真 也 非 假 ， 因 
此 它 不 是 命题 ; 而 (i) 既 可 能 是 真 也 可 能 是 假 , 真 值 不 能 确定 ， 因此 它 也 不 是 命题 。(a)、 
(e)、(g)、G)、(k) 和 (都 是 命题 。 其 中 ，(g) 是 假 命题 ，(j) 的 真 值 虽 然 目前 还 无 法 
确定 ， 但 它 的 真 值 客观 存在 ， 而 且 是 唯一 的 。 

在 本 书 中 ， 使 用 小 写 英文 字母 p, q, 7,… 或 带 有 下 标的 小 写字 母 Pi, p, p3,… 来 表示 命 
题 ， 称 为 命题 变 元 或 命题 变 项 (propositional variables)。 

例如 ，p: 2+3=5，g: 北京 是 中 国 的 首都 ，p1: 是 无 理 数 。 

严格 地 讲 ， 命 题 变 项 和 命题 是 不 同 的。 命题 有 具体 的 含义 和 确定 的 真 值 ， 而 命题 变 
项 只 有 明确 表示 某 个 命题 时 才 有 具体 的 含义 和 确定 的 真 值 ， 命 题 变 项 一 般 只 表示 一 个 抽 
象 的 命题 ， 其 真 值 可 能 是 T， 也 可 能 是 (类 似 于 代数 中 a、b、c 等 符号 与 确定 的 具体 
值 的 关系 )。 但 通常 也 简称 命题 变 项 为 命题 。 

定义 2.2 不 能 再 分 解 的 命题 称 为 简单 命题 ( simple proposition ) 或 原子 命题 ( atom 
proposition )。 

例如 ,“z 是 无 理 数 ”“ 小 李 在 图 书馆 ”都 是 原子 命题 。 原 子 命题 的 一 般 形 式 是 “…… 
是 ……” 如 例 2.1 中 的 (a)、(e) 和 (g)。 

但 并 非 所 有 命题 都 是 原子 命题 。 

定义 2.3 由 原子 命题 通过 远 辑 联结 词组 合 而 成 的 命题 称 为 复合 命题 ( compound 
proposition )。 

例如 例 2.1 中 的 〈j)、(k) 和 (D 都 是 复合 命题 。 

将 命题 联结 起 来 的 方式 叫做 命题 联结 词 proposition connective) 或 命题 运算 符 
(proposition operator )， 主 要 有 以 下 6 种 。 

定义 2.4 设 p 为 命题 ,否定 词 (negation) “~” 是 一 元 联结 词 ，~p 读 作 “ 非 p” 
或 D 的 否定 ”"。 若 p 的 真 值 为 真 ， 则 ~p 的 真 值 为 假 ; 反之， 若 p 的 真 值 为 假 ， 则 ~p 的 
真 值 为 真 。 

否定 联结 词 的 含义 相当 于 自然 语言 中 的 “不 ”“ 没 有 ”“ 无 ”“ 和 否定 ”“ 并 非 ?2“ 取 反 ” 
等 。 

【 例 2.2】 若 用 p 表示 命题 “3 是 素数 ”， 则 ~p 即 为 命题 “3 不 是 素数 ”。 

定义 2.5 设 p、g 为 命题 ， 合 取 词 (conjunction)“ 人 ”是 二 元 联结 词 ， PAd 读 作 
“与 9 ”或 “p、9g 的 合 取 ”。 当 且 仅 当 p、g 的 真 值 均 为 真 时 ,p 八 g 的 真 值 为 真 。 

合 取 联结 词 的 含义 相当 于 自然 语言 中 的 “p 和 g”“p 与 9”“p 且 q”“p, 同时 g”“p 
并 且 g”“p 以 及 gq”“p 而 且 g”“ 既 p， 又 g”“ 不 但 p,， 而 且 g”“ 尽 管 p， 依然 g”“ 虽 然 
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但 是 9” 等。 

【 例 2.3】 若 用 p 表示 命题 “3 是 素数 ”，g 表示 命题 “5 是 素数 ”， 则 “3 和 5 都 是 
素数 ”可 以 表示 为 六 Ad。 

定义 2.6 设 p、g 为 命题 ， 析 取 词 (disjunction) “V” 是 二 元 联结 词 ，pVg 读 作 
叶 或 gq” 或 “p、9g 的 析 取 ”。 当 且 仅 当 p、9g 的 真 值 均 为 假 时 ,pVg 的 真 值 为 假 。 

析 取 联结 词 的 含义 相当 于 自然 语言 中 的 “p 或 者 gq”“ 要 么 p， 要 么 g”“ 不 是 p， 就 
是 g” 等 。 

【 例 2.4】 析 取 联结 词 V 与 自然 语言 中 的 “或 者 ”类 似 但 又 有 所 不 同 。 例 如 : 

(a) 菌 苗 在 看 电视 或 者 在 吃饭 。 

(b) 苗 苗 今天 上 午 十 时 在 清华 大 学 或 者 在 北京 大 学 。 

这 两 个 命题 都 含有 联结 词 “ 或 者 但 这 两 个 “或 者 ”的 逻辑 含义 是 不 同 的 。 对 于 (a)， 
苗 苗 可 以 既 在 看 电视 又 在 吃饭 ; 而 对 于 (b)， 苗 苗 不 可 能 在 同一 时 间 出 现在 不 同 地 点 。 

通常 称 命题 (a) 中 的 “或 者 ”为 “可 兼 或 ”命题 (b) 中 的 “或 者 ”为 “不 可 兼 或 ”。 
自然 语言 中 的 “可 兼 或 ”与 析 取 联结 词 V 相 对 应 ， 而 “不 可 兼 或 ”与 下 面 介绍 的 异 或 联 
结 词 相对 应 。 

定义 2.7 设 p、g 为 命题 ， 异 或 词 (exclusive or) “@@” 是 二 元 联结 词 ，p@gq 读 作 
包 异 或 gq”"。 当 上 且 仅 当 p、g 的 真 值 相同 时 ，p@g 的 真 值 为 假 。 异 或 也 称 不 可 兼 或 。 

定义 2.8 设 p、9g 为 命题 ,蕴涵 词 (implication) “一 ”是 二 元 联结 词 ，p 一 dg 读 作 
“ 若 p 则 gqg”"。 当 且 仅 当 p 的 真 值 为 真 、q 的 真 值 为 假 时 ，P 一 9 的 真 值 为 假 。p 称 作 前 提 
( premise )，g 称 作 结论 (conclusion)。 

列 涵 联结 词 的 含义 相当 于 自然 语言 中 的 “如 果 P， 则 gq”“ 因 为 p， 所 以 gq”“ 只 要 p， 
就 g”“ 只 有 gq; 才 p”“ 仅 当 gq, 则 p”“p 是 gq 的 充分 条 件 ”“g 是 p 的 必要 条 件 ”“ 既 然 p， 
那么 q” 等 。 

【 例 2.5】 若 用 p 表示 命题 “今天 晴 ”，g 表示 命题 “ 苗 苗 去 图 书馆 ”， 则 “因为 今 
天 晴 ， 所 以 苗 苗 去 图 书馆 了 ”可 以 表示 为 p=>qg。 

【 例 2.6】 车 用 p 表示 命题 “2+2=4”，g 表示 命题 “北京 是 中 国 的 首都 ” 则 p=>g 
表示 “因为 2+2=4， 所 以 北京 是 中 国 的 首都 ”。 

虽然 例 2.6 中 的 p、gq 没有 任何 语义 上 的 关系 ， 但 是 命题 p=>g 确实 是 真 命题 。 这 表 
明 在 迎 辑 语言 中 仅 考虑 命题 与 命题 之 间 的 形式 关系 或 说 是 逻辑 内 容 ， 联 结 词 仅仅 代表 命 
题 之 间 的 形式 关系 ， 而 不 考虑 命题 内 容 的 实际 含义 ， 更 不 顾及 日 常 自然 用 语 中 是 否 有 此 
说 法 。 自 然 语 言 中 的 “如 果 p， 则 g”, 也 与 4 之 间 常 有 语义 上 的 因果 关系 ， 而 条 件 复合 
命题 p 一 9 的 p 与 4 之 间 不 一 定 有 这 种 关系 。 

【 例 2.7】 对 于 条 件 复合 命题 p=>q， 当 pp 为 假 时 ，g 不 论 为 真 还 是 为 假 ， 殖 涵 式 的 
真 值 均 为 真 。 这 可 以 用 下 面 的 例子 来 解释 :“ 如 果 周 五 地 震 ， 那 么 下 次 课 考试 "。 用 p 表 
示 “ 周 五 地 震 ”，g 表示 “下 次 课 考 试 ?， 则 命题 可 符号 化 为 p->9qg。 从 语义 上 讲 ， 如 果 周 
五 地 震 了 ， 那 么 一 定 会 考试 的 ;但 是 周 五 没有 地 震 的 话 ， 是 否 考 试 都 不 违反 该 承诺 。 

对 于 命题 p 二 q， 称 命题 9=>p 为 其 逆 命 题 ， 命 题 -p 一 ~9 为 其 否 命题 ,命题 ~g 王 ~p 为 
其 逆 否 命题 。 
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定义 2.9 设 p,g 为 命题 ,等 价 词 (equivalence ) “< 人 >” 是 二 元 联结 词 ，pc>g 读 作 “Dp 
当 且 仅 当 g” 或 “p、g 等 价 ”。 当 且 仅 当 p、g 的 真 值 相同 时 ， pcg 的 真 值 为 真 。“ 等 价 ” 
也 称 作 “ 双 条 件 ”( biconditional )。 

等 价 联结 词 的 含义 相当 于 自然 语言 中 的 “p， 当 且 仅 当 g”“p 是 g 的 充分 必要 条 件 ” 
“p、g 含义 相同 ”等 。 

【 例 2.8】 用 pp 表示“3 是 奇数 ”，9 表示 “太阳 从 东方 升 起 ” 则 命题 “3 是 奇数 ， 
当 且 仅 当 太阳 从 东方 升 起 ”可 符号 化 为 pc>g。 

同 命题 p=>gq 一 样 ， 复 合 命题 pc>d 的 p 和 g 之 间 在 语义 上 也 可 以 没有 任何 关系 ， 而 
pg 的 真 值 仅 与 p、g 的 真 值 相关 。 

把 一 个 用 自然 语言 表述 的 命题 表示 为 由 命题 变 项 、 联 结 词 和 圆 括 号 表示 的 复合 命题 
的 形式 ， 称 为 命题 的 符号 化 ， 这 是 进行 推理 演算 的 首要 步骤 。 命 题 的 符号 化 一 般 经 过 如 
下 3 个 步骤 ， 

(1) 找 出 命题 中 各 原子 命题 ， 将 原子 命题 符号 化 。 

(2) 找 出 命题 中 各 联结 词 ， 将 联结 词 符号 化 。 

(3) 将 原子 命题 和 联结 词组 成 一 个 复合 命题 。 

【 例 2.9】 把 下 列 自然 语言 命题 符号 化 : 

(a) 说 这 本 书写 得 不 好 是 不 正确 的 。 

(b) x 和 e 都 是 无 理 数 。 

(c) 俞 伯 牙 和 钟 子 期 是 好 朋友 。 

(d) a 属于 集合 4 或 者 集合 B。 

(e) 小 李 生 于 1978 年 或 者 1987 年 。 

(f) 只 有 在 晴天 ， 我 才 会 去 公园 。 

(g) 只 要 是 晴天 ， 我 就 会 去 公园 。 

Ch) 7 是 奇数 当 且 仅 当 妈 是 奇数 。 

(1) 小 李 是 一 名 本 科 生 ， 他 的 专业 是 数学 或 计算 机 。 

4j) 不 得 不 说 如 果 不 是 因为 他 是 不 得 已 而 为 之 而 且 没有 造成 恶劣 后 果 的 话 我 是 不 会 
原谅 他 的 。 

解 . 

(a) 设 p 表 示 “ 这 本 书写 得 好 ”， 则 命题 符号 化 为 ~(~p)。 

(b) 设 p 表示 “x 是 无 理 数 ”，g 表示 “e 是 无 理 数 ”， 则 命题 符号 化 为 PAd。 

(c) 这 里 出 现 的 “和 ”并 不 表示 合 取 关系 ， 它 并 不 是 一 个 复合 命题 ， 而 仍然 是 原子 
命题 ， 因 而 只 能 形式 化 为 p,，p 表示 “ 俞 伯 牙 和 钟 子 期 是 好 朋友 ”。 

Cd) 设 p 表 示 “a 属于 集合 4”，g 表示 “a 属于 集合 B”， 它 们 是 可 兼 或 ， 命 题 符号 
化 为 pVgq。 

(e) 设 p 表示 “小 李 生 于 1978 年 ”，g 表示 “小 李 生 于 1987 年 ”， 它 们 是 不 可 兼 或 ， 
命题 符号 化 为 p@q。 

(f) 设 p 表示 “天 气 晴 ”，g 表示 “我 去 公园 ” 则 命题 符号 化 为 9 一 p; 或 者 理解 为 
“如 果 不 是 晴天 我 就 一 定 不 去 公园 ”这 时 命题 符号 化 为 ~zp 二 ~q; 这 两 者 都 是 正确 的 。 
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(g) 设 p 表示“ 天 气 晴 ”，g 表示 “我 去 公园 ” 则 命题 符号 化 为 pq。 

(h) 设 p 表示 “n 是 奇数 ”，g 表示 “ 妈 是 奇数 ”， 则 命题 符号 化 为 pe>q。 

(i) 设 p 表示 “小 李 是 一 名 本 科 生 ”，g 表示 “小 李 的 专业 是 数学 ”，r 表示 “小 李 的 
专业 是 计算 机 ”， 则 命题 符号 化 为 p 人 (gqVr)， 各 分 句 之 间 的 关系 是 合 取 关系 。 

(0j) 设 p 表示 “他 这 么 做 ”，g 表示 “他 造成 了 恶劣 后 果 ” 7 表示 “我 原谅 他 ” 则 
命题 符号 化 为 ~~(~(~~p 八 ~gq ) 僵 ~- 门 。 

【 例 2.10】 把 程序 语句 “IF PTHEN Q ELSE R” 表 达 为 复合 命题 。 

解 . 由 题 意 ， 可 表达 为 P 一 Q) 人 (~P=R)。 


2.2 ”命题 公式 及 其 分 类 


复合 命题 是 由 命题 变 项 、 逻 辑 联 结 词 和 括号 等 符号 组 成 的 符号 串 ; 但 反 过 来 ， 由 这 
些 符号 组 成 的 符号 串 并 不 一 定 都 是 命题 。 

定义 2.10 命题 逻辑 中 的 命题 公式 ( well formed formula， 简 记 为 wff) 递归 地 定 
义 为 

(1 ) 单个 命题 变 项 p,q, 7, … 是 命题 公式 

(2 ) 如 果 4 是 命题 公式 ， 则 (~4) 也 是 命题 公式 

(3) 如 果 4 和 B 是 命题 公式 ， 则 由 逻辑 联结 词 联结 4 和 B 的 符号 串 也 是 命题 公式 ， 
如 (4 人 B)、(4VB)、(4 二 B)、(4<2B) 等 。 

(4) 有 限 次 应 用 (1) ~ (3 ) 构成 的 符号 串 才 是 命题 公式 

换言之 ， 只 有 用 命题 公式 表示 的 符号 串 才 是 命题 。 命 题 公式 也 称 为 合式 公式 ， 简 称 
公式 。 

【 例 2.11】 (~-P)、(C~CAdq)、CAGCVCD)) 都 是 命题 公式 ;而 一 (人 qd)、P 一 (CCP 一 
都 不 是 命题 公式 。 

为 简化 公式 的 形式 ， 作 如 下 规定 : 

(1) 各 逻辑 联结 词 中 ，~ 的 优先 级 最 高 ， 其 次 为 人 和 VV 二 者 优先 级 相同 )， 坊 和 < 
的 优先 级 最 低 〈 二 者 优先 级 相同 )， 符 合 此 次 序 时 ， 括 号 可 以 省 略 。 

(2) 公式 (~p) 的 括号 可 以 省 略 ， 写 成 ~p。 

(3) 整个 公式 最 外 层 的 括号 可 以 省 略 。 

【 例 2.12】 命题 公式 (((p 信 (=>q) 直 Vgq)) 的 最 后 一 个 联结 符 是 二 。 省 去 最 外 层 
括号 ， 可 以 将 其 简化 为 (DA 人 GCm)=g 一 COV9): 进而 考虑 命题 联结 词 的 优先 级 ， 可 以 简 
化 为 mA 人 -~ 一 g) 一 pVd。 

定义 2.11 设 4 为 命题 公式 , B 为 4 中 的 一 个 连续 的 符号 囊 , 且 B 为 命题 公式 ， 则 
称 刀 为 4 的 子 公式 〈sub formula)， 

【 例 2.13】 PV949、4gV 六 PA(gVD 都 是 公式 pDV9g) 全 DA(gVD 门 的 子 公 式 ,， 而 p 八 (q、 
gq) 过 都 不 是 该 公式 的 子 公 式 ， 因 为 它们 本 身 不 是 公式 。 

命题 公式 不 是 命题 ， 只 有 当 公式 中 的 每 一 个 命题 变 项 都 被 赋 以 确定 的 真 值 时 ， 公 式 
的 真 值 才 被 确定 ， 从 而 成 为 一 个 命题 。 
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定义 2.12 ”如果 一 个 命题 公式 4 含有 n 个 命题 变 项 pi, py, …, pn， 则 该 公式 称 为 
元 命题 公式 。 在 一 个 nn 元 命题 公式 中 ， 对 变 项 组 (p1, pz，…, pn) 指定 的 一 组 确定 真 值 称 为 
该 公式 的 一 个 真 值 指派 或 赋值 ( assignment )。 若 指定 的 一 组 值 使 4 的 真 值 为 真 ， 则 称 这 
组 值 为 4 的 成 真 指派 或 成 真 赋值 ; 若 使 4 的 真 值 为 假 ， 则 称 这 组 值 为 4 的 成 假 指派 或 成 
假 赋值 。 

注 ， 

(a) n(n 宇 1) 元 命题 公式 共有 2" 个 不 同 的 真 值 指派 。 

(b) 在 命题 变 项 pi， Pp2; …, Pn 次 序 确定 的 情况 下 ， (pi, P2>， …, pn) 的 一 个 真 值 指派 可 
以 表示 为 一 个 由 0 和 1 组 成 的 n 位 符号 串 。 例 如 一 个 含 命题 变 项 pJ/、p，、p; 的 命题 公式 
4 的 一 个 真 值 指派 表 示 为 101， 其 含义 是 pl 真 值 为 T，p, 真 值 为 F，ps 真 值 为 T。 

一 个 命题 公式 在 每 种 真 值 指派 〈 即 每 种 命题 变 项 取 值 的 组 合 ) 上 的 值 可 以 直观 地 用 
真 值 表 (truth table) 来 计算 和 表示 : 对 于 一 个 n 元 命题 公式 4， 其 真 值 表 的 输入 端 〈 即 
最 左 n 列 ) 的 2 行 对 应 它 的 2" 个 真 值 指派 ; 输出 端 ( 即 最 右 一 列 ) 对 应 命题 公式 在 它 的 
2 个 真 值 指派 下 的 真 值 。 

为 方便 构造 真 值 表 ， 特 约定 如 下 : 

(1) 命题 变 项 按 字 典 序 排列 。 

(2) 对 每 个 真 值 指派 ， 以 二 进 制 数 从 小 到 大 或 从 大 到 小 顺序 列 出 。 

(3) 若 公 式 较 复杂 ， 可 先 列 出 各 子 公 式 的 真 值 (车 有 括号 ， 则 应 从 里 层 向 外 层 展 开 )， 
最 后 列 出 所 求 公式 的 真 值 。 

例如 ， 定 义 2.4~ 定 义 2.9 中 各 个 命题 联结 词 的 真 值 表 如 表 2.1 所 示 。 


表 2.1 各 个 命题 联结 词 的 真 值 表 


【 例 2.14】 列 出 下 述 命题 的 真 值 表 ， 并 给 出 各 公式 的 成 真 指派 和 成 假 指 派 。 
(a) CDVOA9g)) 汪 (CD=9g)。 

(b) ~(~pPV9) 人 (9 人 9)。 

(c) (了 Ag) (9qVPD)。 

解 . 

(a) DVCOAg)) 全 (~-p 一 9) 的 真 值 表 如 表 2.2 所 示 。 
成 真 指派 为 TT、TF、FT 和 FF， 不 存在 成 假 指派 。 
(b) ~(~pVq) 八 (gq 八 g) 的 真 值 表 如 表 2.3 所 示 。 

不 存在 成 真 指 派 ， 成 假 指派 为 TT、TF、FT 和 FF。 
(c) (~p 人 gq)>(~qVp) 的 真 值 表 如 表 2.4 所 示 。 
成 真 指派 为 TT、TF 和 FF， 成 假 指派 为 FT。 


表 2.2 例 2.14 (a) 的 真 值 表 


命题 公式 真 值 
DPVCOAg) VCAg) 一 (CCPp 一 9g) 


命题 公式 真 值 
~(CPV9A(GAg) 


上 述 3 个 例子 中 ，(a) 的 真 值 表 最 后 一 列 全 为 T，(b) 的 真 值 表 最 后 一 列 全 为 F， 
(c) 的 真 值 表 最 后 一 列 中 至 少 有 一 个 T。 事实 上 , 可 以 根据 命题 公式 在 每 种 真 值 指派 ( 即 
每 种 命题 变 项 取 值 的 组 合 ) 上 的 值 对 命题 公式 进行 分 类 。 

定义 2.13 假设 4 为 一 个 n 元 命题 公式 , 若 其 所 有 2" 个 真 值 指派 都 是 成 真 指派 ， 则 
称 4 为 永 真 式 或 重 言 式 (tautology) ; 若 其 所 有 2" 个 真 值 指派 都 是 成 假 指 派 ， 则 称 4 为 
永 假 式 或 矛盾 式 〈contradiction〉; 若 其 至 少 存在 一 个 成 真 指派 ， 则 称 4 为 可 满足 式 
(satisfiable formula) ; 若 4 至少 存在 一 个 成 真 指派 及 成 假 指派 ， 则 称 4 为 非 重 言 的 可 
满足 式 ， 

注 : 重 言 式 一 定 是 可 满足 式 ， 但 反之 不 真 。 

定理 2.1 任意 两 个 重 言 式 的 析 取 或 合 取 仍然 是 重 言 式 ; 任意 两 个 矛盾 式 的 析 取 或 合 
取 仍 然 是 矛盾 式 。 

真 值 表 是 命题 逻辑 中 的 重要 工具 ， 它 不 但 能 给 出 公式 的 成 真 指派 和 成 假 指派 ， 而 且 
可 以 用 来 判断 公式 的 类 型 : 

(a) 若 真 值 表 最 后 一 列 全 为 T， 则 公式 为 重 言 式 ， 如 例 2.14 的 (a)。 

(b) 若 真 值 表 最 后 一 列 全 为 了 ， 则 公式 为 矛盾 式 ， 如 例 2.14 的 〈b)。 
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(c) 若 真 值 表 最 后 一 列 中 至 少 有 一 个 TT, 则 公式 为 可 满足 式 , 如 例 2.14 的 (a) 和 (c)。 
2.3 ”命题 逻辑 的 等 值 演算 


如 例 2.9 (f) 所 示 , 不 同 的 命题 公式 其 含义 可 能 是 相同 的 ， 这 时 称 4 与 B 是 等 值 的 。 

定义 2.14 设 4、B 为 两 个 命题 公式 ， 若 4c>B 为 一 个 重 言 式 ， 则 称 4 与 B 等 值 
( equivalent ) 或 逻辑 等 值 ( logically equivalent )， 记 作 4=B， 称 4=B 为 等 值 式 
( equivalence )。 

注 : 

(a)“=” 并 不 是 一 个 逻辑 联结 符 ，4=B 表示 4、B 有 等 值 关 系 ， 而 并 非 命题 。 

(b) 设 pi,p2,…, pn 是 公式 4 和 公式 B 中 出 现 的 全 部 命题 变 项 。 由 定义 ，4、B 等 值 
当 且 仅 当 对 于 命题 变 项 pi, p;,…, pn 的 任意 一 组 真 值 指 派 ，4 和 B 的 取 值 均 相 同 。 

(c) 等 值 演算 不 能 直接 证 明 两 个 公式 不 等 值 。 证 明 两 个 公式 不 等 值 的 基本 思想 是 找 
到 一 个 真 值 指派 使 一 个 成 真 ， 另 一 个 成 假 。 

等 值 演算 就 是 由 已 知 的 等 值 式 推演 出 新 的 等 值 式 的 过 程 。 判 断 两 个 命题 公式 是 否 等 
值 主要 有 两 种 方法 : 真 值 表 法 和 等 值 演算 法 。 使 用 真 值 表 法 判断 两 个 公式 是 否 等 价 ， 只 
需要 将 两 个 公式 的 真 值 表 列 出 ， 判 断 输出 列 是 否 相 同 即 可 。 

【 例 2.15】 使 用 真 值 表 法 证 明 缠 涵 等 值 式 p=>q=~pVg。 

解 . 列 出 公式 p=>q 和 公式 ~pVg 的 真 值 表 ， 如 表 2.5 所 示 。 


表 2.5 例 2.15 用 表 


从 中 可 以 看 出 ， 公 式 p=>g 和 公式 pVg 的 输出 列 完全 相同 ， 因 此 pg=~pVg。 
【 例 2.16】 使 用 真 值 表 法 判断 下 述 3 个 公式 之 间 的 等 值 关系 : 
P(g7), pI, PA 


解 : 列 出 3 个 公式 的 真 值 表 ， 如 表 2.6 所 示 。 
表 2.6 例 2.16 用 表 


命题 公式 真 值 


| 


命题 公式 真 值 
PD 


从 中 可 以 看 出 ，p 坊 (q 坟 和 和信 q)Sr 是 等 值 的 ， 而 p 坟 (9 和 (p=>q)>r 是 不 等 
值 的 。 

当 命 题 变 项 较 多 时 , 真 值 表 法 的 工作 量 很 大 ; 而 等 值 演算 法 则 以 基本 等 值 式 为 基础 ， 
应 用 代入 规则 、 置 换 规则 ， 逐 步 推演 。 

定理 2.2 〈 基 本 等 值 式 ) 假设 p、g、r 为 任意 命题 ， 则 有 


(a) 双重 否定 律 P=-~(-D)。 

(b) 客 等 律 pVpap, pNPpap 

(c) 交换 律 PVq=qVp, pN\g=4/\p。 

(d) 结合 律 PV9VrapV(qVn), PANrapA(aNn). 

(e) 分 配 律 PV(q 八 (pVq) 人 (pVr)(V 对 和信 的 分 配 律 )。 
PAYVPDECDA9q)VBCAPD (人 对 V 的 分 配 律 )。 

(f) 德 。 摩 根 律 ~PVqg)=~pN\~g, ~PNg)~pV~g. 

(g) 吸收 律 PVPAMg)P, pNPDVqp. 

(h) 零 律 pVT=T, pAN\F=F。 

(i) 同一 律 pVF=p, pMN\T=p。 

(j) 排 中 律 ( 非 真 即 假 》 pV~p=T。 

(k) 矛盾 律 〈 不 能 既 真 又 假 ) ”p 八 ~p=F。 

(1) 殖 含 等 值 式 P24=~pVg° 

(m) 等 价 等 值 式 Pc>qg= 一 0) 人 (9 一 D)。 

(Cn) 假 言 易 位 7 一 4=~4 一 ~D。 

(0) 等 价 否定 等 值 式 POq=~pO~q. 

(p) 归 廖 论 PD Pq. 


因为 重 言 式 的 真 值 与 命题 变 项 的 真 值 无 关 ， 对 任何 指派 ， 它 的 真 值 总 为 真 ， 即 重 言 
式 的 值 不 依赖 于 命题 变 项 值 的 变化 。 因 此 ， 对 命题 变 项 以 任何 公式 替换 后 ， 得 到 的 仍 是 
重 言 式 。 由 此 得 到 下 面 一 个 重要 定理 。 

定理 2.3 〈 代 入 规则 ) 假设 4 是 一 个 重 言 式 ， 对 其 中 所 有 相同 的 命题 变 项 都 用 同 
一 命题 公式 进行 代 换 ， 所 得 到 的 结果 仍 为 一 个 重 言 式 。 

注 : 如 用 (r 八 s) 来 代 换 某 公式 中 的 p， 记 作 


p 
(rAs) 
【 例 2.17】 用 (一 四 来 代 换 公式 pPV(gAp)ep 中 的 P, 得 到 (一 DV(A(G 一 六 全 G 全 0。 
【 例 2.18】 使 用 代入 规则 证 明 以 下 重 言 式 : 
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(a) (rVs)V~(rVs)。 
(b) (rrVS)ArVsS)SEPVA)EPVg). 
解 . 


(a) pV~p 为 重 言 式 ， 作 代入 By 可 依据 代入 规则 ， 知 (+YVs)V~(rVs) 是 重 言 式 。 


i ee 本 a b 
(b) 不 难 验 证 (a 八 (a 坟 b))=>b 是 重 言 式 ， 作 代入 vy va 
定理 2.4 (置换 规则 ) 设 C4) 是 含 命题 公式 4 的 命题 公式 ，9XB) 是 用 命题 公式 B 置 
换 了 AX4) 中 的 4 之 后 得 到 的 命题 公式 (不 一 定 是 每 一 处 )。 如 果 4=B， 则 Gd)=GD)。 
证 明 . 设 pi, PP …, pn 是 公式 QU4) 和 公式 XB) 中 出 现 的 全 部 命题 变 项 。 因 为 4 和 B 
分 别 是 04) 和 XB) 的 子 公 式 ， 所 以 4 和 B 中 所 出 现 的 命题 变 项 都 包含 在 pi, p2,…, pn 之 
中 。 由 于 4=8， 因 此 对 于 命题 变 项 pi, PP, …, pn 的 任意 一 组 真 值 指派 ，4 和 B 的 取 值 均 
相同 ， 于 是 AX(4) 和 XB) 的 取 值 也 必然 相同 。 按 照 定义 2.14 的 注 (b)，Gd)=GB)。 口 
【 例 2.19】 (WVaANPD VEAN) 
=pV(pAn) (用 p 置换 (pVg) 作 p) 
=p (用 p 置换 pVDA7)) 
事实 上 ， 在 等 值 演算 过 程 中 ， 常 无 意识 地 使 用 了 置换 规则 。 
表 2.7 对 于 代入 规则 和 置换 规则 进行 了 比较 。 
表 2.7 代入 规则 和 置换 规则 的 比较 


比较 项 代入 规则 置换 规则 


便 知 其 是 重 言 式 。 


使 用 对 象 任 一 命题 公式 

代 换 对 象 任 一 命题 变 项 性 一 子 公式 

被 代 换 物 任 一 命题 公式 任 一 与 代 换 对 象 等 值 的 命题 公式 
代 换 方式 代 换 同一 命题 变 项 的 所 有 出 现 代 换 子 公式 的 某 些 出 现 


代 换 结果 仍 为 重 言 式 与 原 公式 等 值 


使 用 这 两 个 规则 和 基本 等 值 式 ， 便 可 以 推导 出 其 他 一 些 更 复杂 的 等 值 公式 。 
【 例 2.20】 证 明 z 一 (q 僵 mA 人 Ad) 一 r。 
证 明 . 一 (一 站 


=~pV(~qVn) ( 北 涵 等 值 式 ) 
=(PV~9)Vr (结合 律 ) 

=~pAgVr ( 德 。 摩 根 律 ) 
= (PASr (前 涵 等 值 式 ) 


【 例 2.21】 证 明 (~pV(qvV~) 人 (qvVv~D 了 A 和 ABV~Tr。 

证 明 . (~pV(qV~M))N\(qV~ APDV~) 
=(PV(GV-) A NP VN) (分 配 律 ) 
=((CPVAOVN A NP VN) (结合 律 ) 
=(~PA~g VD Aq NP VD ( 德 。 摩根 律 ) 
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=(~PA~g) Ng Np) Vr (分 配 律 ) 
三 下 凡人 (交换 律 、 矛 盾 律 ) 
= 下 (同一 律 ) 


等 值 演算 除了 可 以 验证 两 个 公式 等 值 外 ， 还 可 以 用 来 判别 命题 公式 的 类 型 、 化 简 语 
句 、 解 决 逻辑 问题 等 。 
【 例 2.22】 用 等 值 演 算法 判断 下 列 公式 的 类 型 : 
(a) 9 人 ~(=9)。 
(b) P94). 
(c) (pA VPAN~q)Ar. 
解 . 
(a) gN\~(p=q) 
=gA~(pVg) 
=gApA~g) 
=pA(gN\~g) 
=pAF 
=F 
该 式 为 矛盾 式 。 
(b) p97) 
= (DYV9)e(C-gV-D) 
= (DYV9)(9V-D) 
三 工 
该 式 为 重 言 式 。 
(c) (PAVDA~IDAr 
=(pA(qgV~q) Ar 
=ADAr 
=pAr 
该 式 为 非 重 言 式 的 可 满足 式 。 
【 例 2.23】 化 简 以 下 语句 : 
(a) 情况 并 非 如 此 : 如果 他 不 来 ， 那 么 我 也 不 去 。 
(b) 不 得 不 说 如 果 不 是 因为 他 是 不 得 已 而 为 之 而 且 没有 造成 恶劣 后 果 的 话 我 是 不 会 
原谅 他 的 。 
解 . 
(a) 假设 p 表示 命题 “他 来 ”gq 表示 “我 去 ”， 则 原 语句 形式 化 为 ~(~p 一 ~9)。 
由 ~(~p 坊 ~q)=~(~~pV~q)=~(PV~q)=~p 八 q 可 将 其 化 简 为 :“ 我 去 了 ， 而 他 没 来 。” 
(b) 假设 命题 p 表示 “他 这 么 做 ”, gq 表示 “他 造成 了 恶劣 后 果 ”, + 表示 “我 原谅 他 ”， 
则 原 语句 形式 化 为 ~~(~(~~p 八 ~q) 寺 ~n)。 由 ~~(~(~~p 八 ~q) 坟 ~ 中 r 坟 p 八 ~g 可 将 其 化 简 为 : 
“我 原谅 他 ， 说 明 他 这 么 做 了 而 且 没 有 造成 恶劣 后 果 ”。 
这 个 例子 的 结果 或 许多 少 有 些 出 人 意料 ， 这 是 因为 逻辑 联结 词 是 从 自然 语句 中 提炼 
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抽象 出 来 的 ， 它 仅 保留 了 逻辑 内 容 ， 而 把 自然 语句 所 表达 的 主观 因素 、 心 理 因素 以 及 文 
艺 修辞 方面 的 因素 全 部 撤 开 ， 从 而 命题 联结 词 只 表达 了 自然 语句 的 一 种 客观 性 质 。 
【 例 2.24】 将 下 面 一 段 程序 化 简 : 


IE RAAB then 
IE BVC then 
笑 
Else 
至 
End 
Else 
If ARAAC then 
. 
Else 
x 
End 
End 


解 . 将 程序 形式 化 为 (AAB)AGBVC)=XA(AAB)A~-(BVC 一 YACAAB)A 
(AAAC) 一 了 )A(C(AAB)A~(AAC) 人 一双)。 

通过 等 值 演算 得 到 

((AAB)AGBVC)=XA(AAB)A~(BVC)” 了 )A(C-(AAB)A(AAC)= 了 )A(C-(AAB) 
八 ~(A 人 C=>X) 

= (~(AA~BAC)=XA(AA~-BAC 一 了 ) 

因此 该 程序 可 以 简化 为 

IE ARAA~BAC then 

区 
Else 


xX 
End 


【 例 2.25】 小 张 或 小 李 是 三 八 红旗 手 ， 如果 小 张 是 三 八 红旗 手 , 会 告知 大 家 的 ;， 如 
果 小 李 是 三 八 红旗 手 ， 那 么 小 赵 也 是 ， 大 家 并 没有 被 告知 小 张 是 三 八 红旗 手 。 请 问 : 谁 
是 三 八 红旗 手 ? 

解 . 假设 命题 p: 小 张 是 三 八 红旗 手 ，g: 小 李 是 三 八 红 旗手 ，r: 大 家 被 告知 小 张 是 
三 八 红旗 手 ，s: 小 赵 是 三 八 红旗 手 。 则 题目 形式 化 为 pVq) 八 Pn) 八 (q 坟 5) 八 ~r。 

VAPIN A gs) AN~r 
=(PV9A(PVN) NV A 
=(pPVg)A(~qVs) NPVND A 
=(PVg)A(qVs) NpAD) 
=(~PAPVA) NCqVs) A ~ 
=(~PADAAVI) A 
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=~pA(gA(~qVs) A~r 
=~pAM(gAMNs)AN~r 
=~pAMgAMsAN~r 

可 得 结论 : 小 李 和 小 赵 是 三 八 红 旗手 ， 小 张 不 是 三 八 红旗 手 。 

【 例 2.26】 教室 的 玻璃 被 打破 了 ， 经 调查 是 甲 、 乙 、 丙 3 人 其 中 一 人 所 为 。 

甲 说 : 不 是 我 做 的 。 

乙 说 : 是 我 打破 的 玻璃 。 

两 说 : 此 事 与 乙 无 关 。 

已 知 甲 、 乙 、 丙 3 人 中 两 人 说 了 假 话 ， 一 人 说 了 真 话 ， 试 问 实际 上 是 谁 打破 了 玻璃 ? 
解 . 用 p 表示 玻璃 是 甲 打破 的 ，g 表示 玻璃 是 乙 打破 的 ，r 表示 玻璃 是 丙 打 破 的 ，a 
表示 甲 说 的 是 真 话 ，b 表示 乙 说 的 是 真 话 ，c 表示 丙 说 的 是 真 话 。 

那么 ， 若 p 成 立 ，q 和 + 都 不 成 立 ， 因 此 可 表示 成 p 八 ~g 八 ~r。 同 样 地 ， 若 4 成 立 ， 
有 ~p 八 q 八 ~r; 若 r 成 立 则 有 ~p 八 ~qg 八 r。 

于 是 3 人 中 有 且 仅 有 一 个 人 打破 了 玻璃 就 表示 成 人 ~q 作 ~)V(pA 和 gq 八 ~DV(~p 作 
~q 八 。 类 似 地 ， 甲 、 乙 、 丙 3 人 中 两 人 说 了 假 话 、 一 人 说 了 真 话 表 示 为 (a 八 ~b 信 ~c)V 
(~aAbA~c)V(~aA~bA\c). 

再 将 说 了 假 话 还 是 真 话 与 是 何人 打破 的 玻璃 联系 起 来 得 到 (ae~p) 人 (pc>q) 入 
(cc 人 ~9)。 

至 此 ， 可 以 将 该 好 辑 问 题 表示 为 

(CA-gA-nV(CPA9A-nV(CPA-gAmA(aA-DA-c)VGCaADA-c)VCaA-D 
Ac)A 人 (ce 门人 (cq) 人 (Ce~g) 

经 等 值 演 算 化 简 可 得 p 八 ~g 八 ~n) 八 (~a 八 ~b 信 c)， 即 玻璃 是 甲 打破 的 ， 只 有 丙 说 了 


2.4 ”对偶 与 范式 


2.4.1 对 偶 


在 定理 2.2 给 出 的 基本 等 值 式 中 ， 很 多 都 是 成 对 出 现 的 ， 例 如 PVP=P 和 pA 人 p=p， 
V9)VrpV(VD 和 CAg)ArpA(GAD 等 ,它们 两 两 不 同 之 处 仅 在 于 将 V 换 成 人 ,将 
和 人 换 成 V， 这 种 现象 称 为 对 偶 。 

定义 2.15 在 仅 含有 联结 词 ~、 八 、V 的 命题 公式 4 中 ， 将 V 换 成 人 人， 人 换 成 V ， 
若 包 含 玉 和 T 工 亦 相 互 取代 ， 所 得 命题 公式 称 为 4 的 对 侦 式 《dual)， 记 作 4"。 

注 : 由 对 偶 式 的 定义 显然 有 (4")=4， 即 对 偶 式 是 相互 的 。 

【 例 2.27】 设 4=pV(~pV(q 作 ~), 则 4*=p 人 (~p 八 (qV~n))。 

定理 2.5 设 4 为 一 个 仅 含 有 联结 词 ~-、A、V 的 n 元 命题 公式 ，pi, pz,…, pn 是 其 
命题 变 项 ， 则 

~Api, pz, ,n=A (pi, ~p2, ,~pn) 
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证 明 . 对 4 中 联结 词 的 个 数 m 做 数学 归纳 法 : 

(1) 当 m=0 时 ， 只 可 能 为 4=p， 定 理 显然 成 立 。 

(2) 假设 定理 对 于 所 有 m 志 都 成 立 。 当 m=kt+1 时 ，A(pi py,，…, pn) 形 成 命题 公式 的 
最 后 一 个 联结 词 仅 可 能 为 ~、 八 或 V。 

© 车 最 后 一 个 联结 词 为 ~， 今 Api, ps “pn)=~B(pi., p», ua oa 则 B 为 一 个 仅 含 有 
联结 词 ~>、 八 、V 的 n 元 命题 公式 ， 且 联结 词 的 个 数 为 k。 由 归纳 假设 有 

-BOLD ps, *…, pn)=B"(~pi, ~p2, *…, ~pn) 

于 是 ，~A(p1, py, Dr 一 BT py, *…, pn)=~B" (~pi, -PDF 人 CPP ,~pn)e 

@ 若 最 后 一 个 联结 词 为 人 A， 令 4(pi, pz,…, pn)-Bpi, pz, …, pn) 八 C(p1, pz, *…, pn), 
则 B、C 均 为 仅 含 有 联结 词 ~>、 八 、V 的 n 元 命题 公式 ， 且 联结 词 的 个 数 至 多 为 k。 由 归 
纳 假设 有 

~B(p1, py, *…, pn)=B"(~p1, ~p2, ***, ~pn), BL~Cp1, pz, ,pn)=C"(~p1, ~p2, **%, ~pn) 

于 是 ， 


A'(pi, py, *…, ~pn) 
= (Bpi, -PP -人 人 CCP -PP ,pn)) 
=B'(pi, py ,Pn VC Cp -ps ,~pn) 
=~B(pi, p;, “pn)V~Cpi, pa, “pn) 
=~(BD1, p2, ,pn) NCpi, p2, ,pn)) 
=~A(pi, py, **, pn) 

@ 车 最 后 一 个 联结 词 为 VY， 可 类 似 于 @ 进 行 证 明 。 口 

推论 设 4 为 一 个 仅 含有 联结 词 ~>、 八 、V 的 n 元 命题 公式 ， 若 4 为 重 言 式 ， 则 4* 
必 为 矛盾 式 。 

定理 2.6 〈 对 偶 原 理 ) 设 4、B 为 两 个 仅 含有 联结 词 ~>、 八 、V 的 n 元 命题 公式 ， 若 
4=B， 则 4'=B"’。 

证 明 . 设 Pi pz,…, pn 是 公式 4 和 公式 B 中 出 现 的 全 部 命题 变 项 ,由 ~4(pi,p2,…, pn)= 
A(p1, -Da 及 -EBD py, **, pn)=B’ (~p1, ~p2, *…, ~pn)， 得 到 A"(~p1, ~p2, *…, ~pn)= 
B'(pi, -pa ,~pn), BW A (pi, pa, pn)=B" (pi, ps **, Pn). 口 

于 是 , 己 知 4=B， 且 B 是 比 4 简单 的 命题 公式 ， 则 由 对 偶 原 理 可 直接 求 出 较 简单 
的 B* 与 4* 等 值 。 

【 例 2.28】 若 pA 人 AgVCPV(CDV9)=-DV9， 则 DYV9)A(CPA(CPA9)=~PAq。 


2.4.2” 析 取 范 式 和 合 取 范式 


与 一 个 给 定 的 命题 公式 等 值 而 形式 不 同 的 命题 公式 可 以 有 无 穷 多 个 。 于 是 ， 首 要 的 
问题 就 是 能 否 将 所 有 与 命题 公式 4 等 值 的 公式 化 为 某 一 个 统一 的 规范 形式 。 通 过 这 种 规 
范 形式 ， 可 以 判断 任意 两 个 形式 上 不 同 的 公式 是 否 等 值 ， 判 断 任 一 公式 是 否 为 重 言 式 或 
矛盾 式 等 。 

本 节 将 介绍 命题 逻辑 中 的 的 两 种 规范 形式 。 

定义 2.16 ”命题 变 项 书 及 其 否定 式 ~ 统称 文字 (literal)， 且 p 与 ~p 称 为 互补 对 。 
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定义 2.17 由 有 限 个 文字 的 析 取 所 组 成 的 公式 称 为 析 取 式 (fundamental 


disjunction ); 由 有 限 个 文字 的 合 取 所 组 成 的 公式 称 为 合 取 式 (fundamental conjunction )。 


【 例 2.29】 p、~p、pVgq、pVgqV~g 部 是 析 取 式 ,， p、~p、p 八 q、p 八 9 八 ~p 都 是 合 


取 式 。 


且 仅 


其 中 


其 中 


容易 看 出 ， 一 个 析 取 式 是 重 言 式 当 且 仅 当 其 中 出 现 互补 对 ， 一 个 合 取 式 是 矛盾 式 当 
当 其 中 出 现 互补 对 。 

在 此 基础 上 ， 可 以 定义 析 取 范式 和 合 取 范式 。 

定义 2.18 形 如 A1VAy;V…V 4n 的 公式 称 为 析 取 范式 《disjunctive normal form)， 

Ai ( 关 1，2，…， nn) 为 合 取 式 。 给 定 命题 公式 4， 与 4 等 值 的 析 取 范式 称 作 4 的 析 取 
定义 2.19 形 如 A1 八 4; 八 … 八 4 的 公式 称 为 合 取 范 式 《conjunctive normal form)， 
Ai (天 1，2，…,， 有) 为 析 取 式 。 给 定 命题 公式 4， 与 4 等 值 的 合 取 范 式 称 作 4 的 合 取 


【 例 2.30】 (pM\gN\~ WD VpN~gNA VPN) WAN~GV(pANg) (pA~N Vg 


八 ~n) 都 是 析 取 范式 ，pVq) 人 (~pV~q)、(~pPV9) 八 ~r、p 人 DVD 八 (~pV~qVr) 都 是 合 


范式 


每 个 


， 而 pVq、~p 八 r、p、~9q 既是 析 取 范式 又 是 合 取 范式 。 

定理 2.7 (a) 一 个 析 取 范式 是 矛盾 式 ， 当 且 仅 当 它 的 每 个 合 取 式 都 是 矛盾 式 ， 即 
合 取 式 至 少 包 含 一 个 互补 对 。 

(b) 一 个 合 取 范式 是 重 言 式 ， 当 且 仅 当 它 的 每 个 析 取 式 都 是 重 言 式 ， 即 每 个 析 取 式 


至 少 包含 一 个 互补 对 。 


(c) 任何 析 取 范式 的 对 侦 式 为 合 取 范式 ;任何 合 取 范式 的 对 侦 式 为 析 取 范式 。 
(d) 设 B 为 4* 的 析 取 范式 ， 则 B* 为 4 的 合 取 范式 。 
求 范式 的 步骤 如 下 : 
(1) 利用 等 值 式 模式 将 其 他 联结 词 转化 成 ~、 八 、V : 
P39=~pVg, pOq=(~PVG9 NI VP Vg ND) 
(2) 简化 双重 否定 号 ， 并 将 所 有 ~ 写 到 文字 里 ， 使 之 只 作用 于 命题 变 项 : 
~(~p)p, ~PVq)~pN\~q, ~PNgE~pV~g 
(3) 利用 分 配 律 ， 将 其 最 终 变 成 合 取 范式 或 析 取 范式 : 
PV(gM\r(pVAANPVn), pM\(qVr (PAV DA) 
【 例 2.31】 求 pVgq 坊 n)=Sp 的 析 取 范式 和 合 取 范式 。 


解 . DVdg 全 mp 
= (~OV9g)VDsP (消去 第 一 个 之 ) 
=~(CCOV9VDVP (消去 第 二 个 寺 ) 
= (~~@V9gA-DVP (~ 内 移 ) 
=(PVAAM~ Vp (~ 消去 ) 
=(pPVqVp)A(~r Vp) (CV 对 入 分 配 律 ) 
=(pVg)N\(~rVp) ( 合 取 范式 ) 


=(PVAA~)V (PVa Np) ( 八 对 V 分 配 律 ) 
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= (4 人 ~mDVCA-DVP (吸收 律 、 分 配 律 , 已 构成 析 取 范式 ) 
=(qgMA~) Vp (吸收 律 ， 另 一 形式 的 析 取 范式 》 
【 例 2.32】 求 ~pV9g) 拓 DA 人 Ag) 的 析 取 范式 。 
解 . ~DVdgc>ODA9g) 


=(~OV9IACAqg)VC-CV9JA-CAg) 

=(~pA~qg NPA V (DVPV~q)) 

=(~pA~q NPA VPN VPN~ADV(qN\~p)V (gq 和 \~q) 
=(pA~q)V(g 人 ~p) 

【 例 2.33】 求 ~pVg)<P 入 gq) 的 合 取 范式 。 

解 . ~(pVqyk>p 八 g) 
=(~~CV9gVCAgD)ACCAq)V=-CVg)) 
=(CDV9g)VCA9q)A(cPV=-9qg)VCPA 人 -9) 
=DV9gACPDV-9g) 

从 范式 的 计算 方法 和 上 面 的 例子 ， 可 以 得 到 如 下 定理 。 

定理 2.8 〈 范 式 存在 定理 ) 任 一 命题 公式 都 存在 着 与 之 等 值 的 析 取 范式 和 合 取 范式 。 

但 析 取 范式 和 合 取 范 式 可 能 不 是 唯一 的 。 


2.4.3 主 范式 


范式 的 不 唯一 性 给 判别 两 公式 是 否 等 值 带 来 了 不 便 ， 不 同形 式 的 析 取 范式 或 合 取 范 
式 可 能 等 值 。 因 此 需要 引入 更 “标准 ”的 主 范式 这 一 概念 。 

定义 2.20 若 n 个 命题 变 项 pi,p2,…, pn 组 成 的 合 取 式 q1 八 gy 八 … 八 qn 满足 qi=pi 或 
~pi (1<i<n), 即 : 

(1 ) 每 个 命题 变 项 与 它 的 否定 式 不 同时 出 现 ， 但 二 者 之 一 必定 出 现 且 仅 出 现 一 次 。 

(2 ) 第 i 个 命题 变 项 或 其 否定 出 现在 从 左 起 的 第 i 位 上 。 
则 称 合 取 式 q1 八 gy 八 … 八 gn 为 极 小 项 (minterm)。 

将 命题 变 项 看 成 1, 命题 变 项 的 否定 看 成 0， 于 是 每 个 极 小 项 对 应 一 个 二 进 制 数 ,该 
二 进 制 数 正 是 该 极 小 项 真 值 为 真 的 指派 。 将 其 转换 为 十 进 制 数 i， 作为 下 角 标 ， 则 该 极 小 


项 可 以 表示 为 mi。 

【 例 2.34】 3 个 命题 变 项 ，8 个 极 小 项 对 应 情况 如 下 : 

~DP 人 -9 和 人 人 下 一 一 000 一 一 0, 记 作 mo 

~p 人 ~gq 八 Ir 一 一 001 一 一 1, 记 作 mi 

~p 八 gg 和 人 人 下 一 一 010 一 一 2, 记 作 ms 

~p 八 gg Ar 一 一 011 一 一 3, 记 作 ms 
PN 人 ~q 和 人 ~r 一 一 100 一 一 4, 记 作 m4 
PA 人 ~q 和 人 Ir 一 一 101 一 一 5, 记 作 ms 
pA gq 人 ~ 一 一 110 一 一 6, 记 作 me 
PA gq 人 rr 一 一 111 一 一 7, 记 作 m; 


一 般 情况 下 ，n 个 命题 变 项 共产 生 到 个 极 小 项 ， 分 别 记 为 ms ,zz ,…, 1m 
【 例 2.35】 3 个 命题 变 项 ，8 个 极 小 项 的 真 值 表 如 表 2.8 所 示 。 
表 2.8 3 个 命题 变 项 、8 个 极 小 项 的 真 值 表 


mo 


FM 


7 


| 
Iss | | Is 
31s: 
i 
ss|s is is | 


定理 2.9 极 小 项 具有 如 下 性 质 : 

(a) 对 任 一 含有 n 个 命题 变 项 的 公式 ， 所 有 可 能 的 极 小 项 的 个 数 和 该 公式 的 解释 个 
数 相同 ， 都 是 2”。 

(b) 每 个 极 小 项 只 在 一 个 真 值 指派 下 为 真 。 

(c) 极 小 项 两 两 不 等 值 ， 并 且 mi; 八 mj=F (i 为)， 因 为 其 中 至 少 包含 一 对 互补 对 。 

(d) 恰 由 个 极 小 项 的 析 取 构成 的 公式 必 为 重 言 式 。 

定义 2.21 若 由 刀 个 命题 变 项 构成 的 析 取 范式 中 所 有 的 合 取 式 都 是 极 小 项 ， 则 称 其 
为 主 析 取 范式 (full disjunctive normal form)， 用 表示。 给 定 命 题 公式 4， 与 4 等 值 的 主 
析 取 范式 称 作 4 的 主 析 取 范式 。 

即 仅 由 有 限 个 极 小 项 构成 的 析 取 范式 称 为 主 析 取 范 式 。 

【 例 2.36】 在 由 3 个 命题 变 项 构成 的 命题 公式 中 ，(A~gA~mVCOA9A-nDVCA 
4Am、DAdADYV(-DPA-qgA 人 -hn 都 是 主 析 取 范式 ， 而 DA 人 9q)V(~PA-~ 门 不 是 主 析 取 范式 。 

求 给 定 命题 公式 4 的 主 析 取 范 式 的 步骤 如 下 : 

(1) 求 出 4 的 一 个 析 取 范式 4'。 

(2) 若 4 的 某 合 取 式 B 中 不 含 命题 变 项 pi 或 其 否定 ~p;， 则 将 B 展 成 如 下 形式 。 
B=BAM(piV ~pi(BAP)V (BA~p) 

(3) 将 重复 出 现 的 命题 变 项 、 了 矛盾 式 及 重复 出 现 的 极 小 项 都 “消去 ”， 如 pAp 用 p 
置换 ，p 八 ~p 用 下 置换，m;V mi; 用 mi; 和 置换 。 

(4) 将 极 小 项 按 由 小 到 大 的 顺序 排列 ， 并 用 表示 之 。 如 miVm2Vms 用 (1, 2, 5) 
表示 。 

【 例 2.37】 求 (pVgq) 寺 np 的 主 析 取 范 式 。 

解 . 原 公 式 的 析 取 范式 为 pV(g 八 ~n), 用 p 八 (~qgVg) 八 (~rV7n) 置 换 p, 用 (~pVp) 八 (q 
八 ~n) 置 换 (qg 八 ~r)， 然 后 展开 得 极 小 项 : 

(V9)p 
=pV(gA\~n) ( 析 取 范式 ) 


Ne 


EB 吕 类 数学 民风 用 (第 = 版 ) 
ee 


=A(CqV9)ACrVDV(CcPVPAGA-nm) 
= DA-~dgA-~nVBDA-qgAnVCAqA-nVCDA9AnVCPA9qA-nVDA9A- 门 
=maVmsVmeV mV mV mse 
=m VmaVms VmeV mr 
宇 汶 加 丰 总 太 才 
类 似 地 ， 可 以 定义 极 大 项 和 主 合 取 范式 。 
定义 2.22 若 n 个 命题 变 项 pp1, py,…, pn 组 成 的 析 取 式 q1V qsV…V qn 满足 qi=pi 或 
~pi (1<i<n), 即 : 
(1 ) 每 个 命题 变 项 与 它 的 否定 式 不 同时 出 现 ， 但 二 者 之 一 必定 出 现 且 仅 出 现 一 次 。 
(2 ) 第 i 个 命题 变 项 或 其 否定 出 现在 从 左 起 的 第 i 位 上 ， 
则 称 析 取 式 gi1V gyV…V qn 为 极 大 项 (maxterm) 
同 极 小 项 情况 类 似 ， 如 果 将 命题 变 项 看 成 0, 将 其 否定 看 成 1， 则 每 一 个 极 大 项 对 应 


-个 二 进 制 数 ， 该 二 进 制 数 正 是 该 极 大 项 真 值 为 假 的 指派 。 此 三 进 制 数 对 应 的 十 进 制 数 
i 作为 下 角 标 ， 则 该 极 大 项 可 以 表示 为 Mi。 
【 例 2.38】 3 个 命题 变 项 ，8 个 极 大 项 对 应 情况 如 下 : 
pV gqgV rr 一 一 000 一 一 0， 记 作 Mn 
pp 一 001 一 1, 记 作 M, 
pV ~V r 一 一 010 2， 记 作 MM 
pV -VS ~ 一 一 011 3， 记 作 M3 
pV ggV r 一 一 100 一 一 4， 记 作 M4 
pV gqgV ~ 一 一 101 5， 记 作 Ms 
pV -ggV rt 一 一 110 一 一 6， 记 作 Ms 
V ~ V ~ 一 111 7， 记 作 2 


- 般 情 况 F， n 个 命题 变 项 共产 生 2 个 极 大 项 ， 分 别 记 为 Mo, Mi,…,M 
【 例 2.39】 3 个 命题 变 项 ，8 个 极 大 项 的 真 值 表 如 表 2.9 所 示 。 
表 2.9 3 个 命题 变 项 ，8 个 极 大 项 的 真 值 表 
Ms Me 7 


IH | 
3|2|23|23|2|7|2 | 
312|123|123|1-2|-2|3|- 
EI 


综合 例 2.34、 例 2.35、 例 2.38 和 例 2.39， 可 以 得 到 表 2.10 和 表 2.11。 


表 2.10 极 小 项 与 极 大 项 对 应 表 


极 小 项 极 大 项 
71T7 111 一 一 7 000 一 一 0 Mo 
me 110 一 一 6 001 一 一 ! Mi 
Ms 101—5 010 一 一 2 2 
M4 100 一 一 4 011 一 一 3 M3 
m3 011 一 一 3 100 一 一 4 Ma 
7122 010 一 一 2 101 一 一 Ms 
Wa 001 一 一 ! 110 一 一 6 Ms 
mo 000 一 一 0 pp 3 ~qg x ~ 111 一 一 7 Mi 


* 对 于 极 大 项 ,表示 V， 对 于 极 小 项 ,表示 八 。 
表 2.11 极 小 项 与 极 大 项 真 值 表 


F 


[| 


la 
闫 


中 
口 


回回 加 四 
国外 回国 国 
六 加 富民 罗 
[er [ee 
Tl 器 


| | | 
可 口 
器 
号 口 
号 口 
口 中 
口 口 


| 
中 


中 


加 
图 
加 
=| 
| 
口 
口 


le|le le rhele lrlr | 
rzlrlrlzlrlrlrlrlrlr 


从 表 2.10 及 表 2.11 中 可 以 看 出 ， 极 小 项 和 极 大 项 有 如 下 关系 。 

定理 2.10 设 m; 和 Mi; 是 由 命题 变 项 pi, p;，.…, pn 形成 的 极 小 项 和 极 大 项 ， 则 mi = 
-ts 

定理 2.11 极 大 项 具有 如 下 性 质 : 

(a) 对 任 一 含有 个 命题 变 项 的 公式 ， 所 有 可 能 的 极 大 项 的 个 数 和 该 公式 的 真 值 指 
派 个 数 相同 ， 都 是 2”。 

(b) 每 个 极 大 项 只 在 一 个 真 值 指派 下 为 假 。 

(c) 极 大 项 两 两 不 等 值 ， 并 且 M;VMj=T(i 为 )， 因 为 其 中 至 少 包含 一 对 互补 对 。 

(qd) 恰 由 个 极 大 项 的 合 取 构成 的 公式 必 为 矛盾 式 。 

定义 2.23 设 由 nn 个 命题 变 项 构成 的 合 取 范式 中 所 有 的 析 取 式 都 是 极 大 项 ， 则 称 其 
为 主 合 取 范式 (full conjunctive normal form)， 用 II 表示 。 给 定 命题 公式 4， 与 4 等 值 
的 主 合 取 范 式 称 作 了 4 的 主 合 取 范 式 。 

即 仅 由 有 限 个 极 大 项 构成 的 合 取 范 式 称 为 主 合 取 范式 。 

求 给 定 命题 公式 4 的 主 合 取 范式 的 步骤 如 下 : 

(1) 先 求 出 4 的 一 个 合 取 范 式 4'。 

(2) 若 4' 的 某 简单 析 取 式 B 中 不 含 命题 变 项 p; 或 其 否定 ~p;:， 则 将 B 展 成 如 下 


器 


器 
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形式 : 
B=BV (pi\~pi(BVP) (BV~p) 
(3) 将 重复 出 现 的 命题 变 项 、 重 言 式 及 重复 出 现 的 极 大 项 都 “消去 ”。 
(4) 将 极 大 项 按 由 小 到 大 的 顺序 排列 ， 并 用 苹 表示 之 。 如 Mi 人 Ms 人 入 Ms 用 II(1, 2, 5) 
表示 。 
【 例 2.40】 求 (pVgq)=>n)=p 的 主 合 取 范 式 。 
解 .(DV9) 一 门 -> 
=(PVg)N\DV~) ( 合 取 范式 ) 
=(PVgV(rA~)ALV(gN~q)V~) 
=(pPVqVN)APVgV~ NPVaqV ~ NPV~qV~r) 
=(pPVqVN) APDVqV~N) NPV~qV~) 
=MoA 人 AM AM 
=I1(0, 1, 3) 
例 2.37 和 例 2.40 计算 的 是 同一 个 命题 公式 的 主 析 取 范式 和 主 合 取 范 式 。 事实 上 , 当 
计算 出 其 中 之 一 时 ， 可 以 很 容易 地 得 到 另 一 个 。 
设 命题 公式 4 中 含 n 个 命题 变 项 , 且 设 4 的 主 析 取 范式 中 含 k 个 极 小 项 wm ，m ，…， 
m; ， 则 一 4 的 主 析 取 范式 中 必 含 2"-k 个 极 小 项 ， 设 为 mi ,mj ,…,m;，， 即 
~4=m; Vm, V…V m,,,， 于 是 
A=~~A 
= (my Vm WW mn, ) 
SR 二 7 ， 
=M; 人 2M， 人 人 …A 人 MA 
由 此 可 以 给 出 由 4 的 主 析 取 范式 求 主 合 取 范 式 的 步骤 : 
(1) 求 出 4 的 主 析 取 范 式 中 没 包含 的 极 小 项 mn ,mn 站 


(2) 求 出 与 步骤 (1) 中 极 小 项 下 角 标 相同 的 极 大 项 MX， ,M，,…,M 


Wa 

(3) 由 以 上 极 大 项 构成 的 合 取 式 为 4 的 主 合 取 范 式 。 
【 例 2.41】 (WVa)=n=p 

=m2VmaVmsVmeV ms 

= 5(2,4,5,6,7) 

=MoA 人 Mi AAA 

=I1(0, 1, 3) 
此 外 ， 也 可 以 通过 真 值 表 来 计算 4 的 主 析 取 范式 和 主 合 取 范 式 : 
(1) 列 出 公式 4 的 真 值 表 。 
(2) 找 出 所 有 的 成 真 指派 和 成 假 指派 。 
(3) 求 出 每 个 成 真 指派 对 应 的 极 小 项 的 编码 ， 按 下 角 标 从 小 到 大 析 取 得 到 主 析 取 
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(4) 求 出 每 个 成 假 指 派对 应 的 极 小 项 的 编码 ， 按 下 角 标 从 小 到 大 合 取得 到 主 合 取 

【 例 2.42】 试 由 真 值 表 求 (pVg)=>n)==p 的 主 范式 。 

解 . 由 (DVg) 僵 D 二 p 的 真 值 表 ( 表 2.12) 得 到 (pVg) 坟 np 的 主 析 取 范 式 为 2(2, 4， 
5, 6, 7)， 主 合 取 范式 为 I(0, 1, 3)。 


表 2.12 例 2.42 用 表 


极 小 项 标号 命题 公式 真 值 
m (PVDEN IP 
7 二 
6 
5 T 
4 T 
3 F 
下 
F 
0 F 


关于 主 范式 的 存在 唯一 性 ， 有 如 下 定理 。 

定理 2.12 〈 主 析 取 范式 定理 ) 任 一 含有 n 个 命题 变 项 的 公式 都 存在 唯一 的 与 之 等 值 
且 恰 仅 含 这 个 命题 变 项 的 主 析 取 范 式 。 

证 明 . 存在 性 由 构造 方法 可 得 ， 下 面 只 证 明 唯一 性 。 假 设 某 一 命题 公式 4 存在 两 个 
与 之 等 值 的 主 析 取 范式 和 C， 即 4=B 且 4=C， 则 B=C。 由 于 B 和 CC 是 不 同 的 主 析 取 
范式 , 不妨 设 极 小 项 mi; 只 出 现在 B 中 而 不 出 现在 C 中 , 于是， 下角 标 i 的 二 进 制 表示 为 
B 的 成 真 指 派 ， 而 为 C 的 成 假 指派 ， 这 与 BE=C 了 矛盾 ， 因 而 了 与 C 必 相同 。 口 

定理 2.13 〈 主 合 取 范 式 定理 ) 任 一 含有 n 个 命题 变 项 的 公式 都 存在 唯一 的 与 之 等 值 
且 恰 仅 含 这 个 命题 变 项 的 主 合 取 范 式 。 

证 明 . 与 定理 2.12 的 证 明 类 似 。 口 

主 析 取 范式 具有 如 下 用 途 : 

(a) 判断 两 命题 公式 是 否 等 值 。 由 于 任何 命题 公式 的 主 析 取 范式 都 是 唯一 的 ， 因 而 
若 4=B， 说 明 4 与 有 相同 的 主 析 取 范 式 ; 反之 ， 若 4、B 有 相同 的 主 析 取 范式 ， 必 有 
A=B。 

(b) 判断 命题 公式 的 类 型 。 设 4 是 含 n 个 命题 变 项 的 命题 公式 ， 则 

(b.1) 4 为 重 言 式 ， 当 且 仅 当 4 的 主 析 取 范式 中 含 全 部 2 个 极 小 项 ， 当 且 仅 当 4 的 
主 合 取 范 式 中 不 含 任何 极 大 项 一 一 即 为 空 公式 。 

(b.2) 4 为 矛盾 式 ， 当 且 仅 当 4 的 主 析 取 范 式 中 不 含 任何 极 小 项 
当 且 仅 当 4 的 主 合 取 范式 中 含 全 部 >" 个 极 大 项 。 

(b.3) 若 4 的 主 析 取 范 式 中 至 少 含 一 个 极 小 项 ， 则 4 是 可 满足 式 。 

(c) 求 命题 公式 的 成 真 指派 和 成 假 指派 。 


即 为 空 公式 ; 
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【 例 2.43】 判断 下 列 命题 公式 的 类 型 ; 

(a) (一 g) 人 门 一 qd。 

(b) pq) Ng。 

解 . 

(a) (p49) Np)>q 

=~((PVg) Mp)Vg 
=~(“PVAV~pVg 
=OA-g)V-pV9 
=OA-g)V(-PACqgV9g)V(c-PVPAg) 
= (人 ~-g)VCPAgVCA-gDVCA9g) 
=moVm Vm2Vms 
=2(0, 1, 2, 3) 
由 以 上 推演 可 知 ，(a) 为 重 言 式 。 
(b) pq Ng 
=(PV9)Ad 
=4 
=(pV~p)Ng 
=(CPAg)VwOAg) 
=Mm1Vms 
=Z(1, 3) 

由 以 上 推演 可 知 , (b) 为 非 重 言 的 可 满足 式 , 成 真 指派 为 FT, TT, 成 假 指 派 为 FF, TF。 

【 例 2.44】 要 从 甲 、 乙 、 丙 3 人 中 选派 若干 人 去 国外 考察 ， 需 满足 下 述 条 件 : 

(1) 若 甲 去 ， 则 两 必须 去 。 

(2) 若 乙 去 ， 则 两 不 能 去 。 

(3) 甲 和 乙 必 须 去 一 人 且 只 能 去 一 人 。 

问 有 几 种 可 能 的 选派 方案 ? 

解 . 假设 命题 p: 派 甲 去 ，gq: 派 乙 去 , r: 派 两 去 ， 则 条 件 (1) 形式 化 为 pr， 条 件 
(2) 形式 化 为 g 全 ~r， 条 件 (3) 形式 化 为 p 八 ~q)V (~p 八 q)。 问题 转化 为 求 下 式 的 成 真 
旧 派 : 

4 二 mA 人 (一 -mA(DA-qg)V(CPAg) 
计算 4 的 主 析 取 范式 : 
Cs 门 人 (4 一- 站 人 (DA~g)VCPA9) 
= (PVPDAC4V=-nDA(DA-9)VCPA9g) 
= DA-~qgAmV(-pPAqA 人 -~ 站 
可 得 成 真 指 派 为 TFT，FTF。 即 方案 ] 一 一 派 甲 与 两 去 ， 方 案 2 一 -一派 乙 去 。 
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2.$ ”命题 联结 词 的 完备 集 


定义 2.24 设 C 是 一 个 联结 词 的 集合 ， 如 果 任 何 由 n 个 命题 变 项 构成 的 命题 公式 都 


存在 仅 使 用 C 中 的 联结 词 构成 的 等 值 公式 , 则 称 C 是 完备 的 联结 词 集合 , 或 者 说 C 是 联 
结 词 的 完备 集 。 


定义 2.25 设 C 是 一 个 联结 词 的 集合 , 其 中 可 由 C 中 的 其 他 联结 词 定义 的 联结 词 称 


作 宛 余 联结 词 。 不 含有 宛 余 联结 词 的 联结 词 完备 集 称 作 极 小 完备 集 - 


Xs 


定理 2.14 ”如 果 一 个 联结 词 完备 集 S 中 的 所 有 联结 词 都 可 由 一 个 联结 词 集合 $ 定 
则 $ 也 是 联结 词 完备 集 。 

定理 2.15 下 述 联结 词 集合 都 是 完备 集 : 

(a) Si={~, V, 人 \}。 

(b) S={~, A}。 

(¢) Sr- 人 V}。 

(d) Se{~, =}. 

证 明 . (a) 由 定理 2.12， 任何 由 n 个 命题 变 项 构成 的 命题 公式 都 与 唯一 的 主 析 取 范 


式 等 值 , 而 在 主 析 取 范式 中 仅 含 联结 词 ~-、V、 八 ,所 以 Si={~,V, 八 } 是 联结 词 的 完备 集 。 


(b) pVg=~~(pVq)=~(~p 八 ~g)， 由 51 是 完备 集 及 定理 2.14 可 得 5; 是 完备 集 。 

(c) p 八 gq=~(~pV~q)， 由 51 是 完备 集 及 定理 2.14 可 得 53 是 完备 集 。 

(d) pVgq=~(~p)Vq=~p 过 9， 由 53 是 完备 集 及 定理 2.14 可 得 54 是 完备 集 。 男 | 
从 定理 2.15 中 可 以 看 到 ， 在 {-, V， 和 A} 中 ，V 和 人 都 是 宛 余 联 结 词 。 

那么 有 没有 单个 联结 词 构成 的 完备 集 ? 答案 是 肯定 的 。 

定义 2.26 设 p、g 为 命题 ,与 非 词 (sheffer )“1” 是 二 元 联结 词 ，p1g 读 作 “p、g 


的 与 非 "。 当 且 仅 当 p、g 的 真 值 均 为 真 时 ,p19g 的 真 值 为 假 。 简 言 之 , p19 = ~ 人 9)。 


定义 2.27 设 p、g 为 命题 ,或 非 词 (pierce ) “| ”是 二 元 联结 词 ，pJg 读 作 “p、g 


的 或 非 "。 当 且 仅 当 p、9g 的 真 值 均 为 假 时 ,p19g 的 真 值 为 真 。 简 言 之 , plq =~(pV9g)。 


定理 2.16 下 述 联结 词 集合 都 是 完备 集 : 

(e) Ss={1}。 

(f) Se={J}。 

证 明 .(e) ~p=~(p 作 p)=pfp，p 八 gq=~~(p 八 q)=~(p19)=(p19)T(pTfq)， 由 52 是 完备 集 及 


定理 2.14 可 得 5; 是 完备 集 。 


(f) ~p=~[PVp) = plp， PVg=~~(pV9)=~(p149)=(p19)1(p149)， 由 5s 是 完备 集 及 定理 


2.14 可 得 5S6 是 完备 集 。 口 


这 也 说 明 ， 在 逻辑 电路 中 只 需 一 种 或 非 门 或 者 只 需 一 种 与 非 门 ， 就 可 以 构造 出 所 有 


的 逻辑 电路 。 


【 例 2.45】 证 明 联结 词 集合 { 八 } 不 是 完备 的 。 
证 明 . 假设 { 八 } 是 完备 集 ， 则 由 联结 词 完备 性 的 定义 有 ~p=p1 八 p; 八 …pn。 
但 当 p, pi, pz,…, pn 都 取 值 为 真 时 ， 上 式 左 端 为 假 ， 而 右 端 为 真 ， 产 生 矛 盾 。 口 
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此 例 说 明 ，{ ~， 信 } 是 联结 词 的 极 小 完备 集 。 
2.6 ”命题 逻辑 的 推理 


逻辑 是 研究 思维 结构 和 规则 的 科学 ， 推 理 是 逻辑 的 最 终 目标 。 为 此 ， 首 先 应 该 明确 
什么 样 的 推理 是 有 效 的 或 正确 的 。 
定义 2.28 推理 是 从 前 提 推 出 结论 的 思维 过 程 ， 前 提 (premise)， 或 称 假 设 
《hypothesis)， 是 指 已 知 的 命题 公式 41, 43,…, 4n， 结 论 〈conclusion) 是 从 前 提出 发 应 
用 推理 规则 推出 的 命题 公式 B, 正确 的 推理 或 有 效 的 推理 即 是 指 41 八 4， 八 … 八 4 一 B 是 
重 言 式 ， 此 时 称 有 是 41, 42, …, 4 的 逻辑 推论 或 有 效 结论 。 也 记 作 
和 4 
4 
包 
B 


解 推理 问题 的 基本 方法 如 下 : 

(1) 将 命题 符号 化 。 

(2) 写 出 前 提 、 结 论 和 推理 的 形式 结构 。 

(3) 对 推理 形式 的 正确 性 进行 判断 。 

注 : 这 里 考虑 的 是 推理 形式 结构 的 有 效 性 ， 而 不 是 结论 的 正确 性 。 

而 我 们 常 提 到 的 “证 明 ” 就 是 一 个 描述 推理 过 程 的 命题 公式 序列 ， 其 中 的 每 个 公式 
或 者 是 已 知 前 提 ， 或 者 是 由 前 面 的 公式 应 用 推理 规则 得 到 的 结论 (中 间 结 论 或 推理 中 的 
结论 )。 

判断 一 个 推理 形式 是 否 正确 ， 从 定义 上 讲 就 是 判断 一 个 殖 涵 式 是 否 是 重 言 式 ， 因 此 
前 文 介绍 过 的 判定 公式 类 型 的 方法 都 可 以 用 来 判断 推理 形式 的 正确 与 否 ， 具 体 地 讲 ， 包 
括 真 值 表 法 、 等 值 演算 法 和 主 析 取 范 式 法 。 

【 例 2.46】 判断 下 面 的 推理 是 否 正确 : 

若 今天 是 周二 ， 则 我 要 来 上 课 。 今 天 是 周二 ， 所 以 我 要 来 上 课 。 

解 . 假设 命题 p: 今天 是 周二 ，g: 我 来 上 课 ， 则 推理 的 形式 结构 为 p=>q) 人 p=>qg。 下 
面 使 用 等 值 演算 法 判断 推理 的 正确 性 : 
pq) Npq 
~((CPV9) 人 P)V9 
(PA~g)V~p)Va 
=~pV~qVg 
下 


因此 推理 正确 。 
【 例 2.47】 判断 下 面 的 推理 是 否 正确 : 
若 今天 是 周二 ， 则 我 要 来 上 课 。 我 来 上 课 了 ， 所 以 今天 是 周二 。 
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解 . 假设 命题 p: 今天 是 周二 ，g: 我 来 上 课 ， 则 推理 的 形式 结构 为 mp 一 qg) 人 4 一 p。 下 
面 用 主 析 取 范 式 法 判断 推理 的 正确 性 : 
一 g) 人 4 二 
=~(CPV9)Aq)VP 
=~QVP 
=Mi 
三 moVm2V m3 
不 是 重 言 式 ， 所 以 推理 不 正确 。 
【 例 2.48】 判断 下 面 的 推理 是 否 正 确 : 
如 果 三 角形 的 两 边 相 等 ， 则 其 所 对 的 角 相 等 ; 一 个 三 角形 的 两 边 不 相等 ， 所 以 其 所 
对 角 不 相等 。 
解 . 设 p: 三 角形 的 两 边 相等 , 9: 三 角形 的 两 边 所 对 的 角 相 等 。 则 推理 的 形式 结构 为 
=qg) 人 ~p 一 ~-g。 下 面 用 真 值 表 法 判断 推理 的 正确 性 ， 如 表 2.13 所 示 。 
表 2.13 例 2.48 用 表 


p 0 
To | | 
T | :| 


该 蕴涵 式 不 是 重 言 式 ， 表 明 推 理 不 正确 ， 或 论证 并 非 有 效 。 

根据 欧 几 里 得 几何 ， 此 例 中 的 结论 确实 成 立 ， 但 是 这 个 结论 的 正确 性 实际 并 不 是 由 
此 例 中 的 两 个 前 提 推 得 的 ! 这 也 说 明 本 节 考 虑 的 是 推理 形式 结构 的 有 效 性 ， 而 不 是 结论 
的 正确 性 。 

采用 判定 公式 类 型 的 方法 来 判断 推理 形式 的 正确 与 否 具有 一 般 性 、 广 泛 性 的 优点 ， 
但 这 种 方法 的 不 足 也 很 明显 : 不 能 直观 看 出 由 前 提 4 到 结论 B 的 推演 过 程 ， 而 且 也 难于 
推广 到 谓词 逻辑 中 使 用 。 

因此 建立 推理 演算 的 证 明 方法 〈 亦 称 演绎 法 )， 该 方法 从 前 提 41, 42，…, 如 出 发 ， 配 
合 使 用 基本 推理 公式 和 几 条 推理 规则 ， 逐 步 推演 出 结论 B。 这 种 方法 还 能 给 出 推理 的 过 
程 ， 使 用 起 来 方便 ， 推 演 层 次 清晰 ， 更 近 于 数学 的 推理 ， 而 且 也 容易 推广 到 谓词 逻辑 。 

推理 演算 的 理论 依据 是 

(4 一 B) 人 (BA 人 CO) 一 R) 一 (LA 人 AC) 一 R) 是 重 言 式 

即 ， 要 从 前 提 4、C 出 发 ， 人 寺 论 R， 可 以 先 由 前 提 4 推演 出 结论 B， 而 后 再 由 前 
提 B、C 出 发 ， 推 演出 结论 

ent 其 正确 性 可 以 用 真 值 表 等 方法 验证 。 

定理 2.17 (基本 推理 公式 ) 以 下 列 涵 式 皆 为 重 言 式 : 


(a) 附加 律 4 一 UVD) 
(b) 化 简 律 (Cd 和 人 AD) 一 4 
(c) 前 后 件 附 加 (4—>B)=>((4V OBVO) 


(4—8)—=((4 和 OBAO)) 
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(4 一 DB) 一 ((C 一 4) 一 (C 一 站 ) 
(d) 对 偶 (4 一 B) 一 (一 人 
(e) 假 言 推理 /分 离 式 (Cd 一 B) 人 4 一 B 
(f) 拒 取 式 (Cd 全 了) 人 ~B 一 ~4 
(g) 析 取 三 段 论 (4VB)N\~B—4 
(h) 假 言 三 段 论 (4 一 DJ) 人 (3 一 CO 一 (4 一 O) 
(i) 等 价 三 段 论 (dc>B) 人 (BC 一 dc) 
4j) 构造 性 二 难 (一 BA(C=>DI 人 AULVC=(BVD) 
(k) 构造 性 二 难 (特殊 形式 ) (一 COAG 一 CAGUVD) 二 C 
(4d 一 DB) 人 (~-4 一 B) 一 B 
(1) 破坏 性 二 难 (4 全 了) 人 (CD) 人 (~BV~D) 一 (~-4V~O) 


而 主要 的 推理 规则 有 以 下 6 条 : 
(a) 前 提 引 入 规则 : 在 证 明 的 任何 步骤 上 ， 都 可 引入 前 提 。 
(b) 结论 引入 规则 : 在 证 明 的 任何 步骤 上 ， 所 证 明 的 结论 都 可 以 作为 后 续 证 明 的 


前 提 。 


(c) 代入 规则 : 与 命题 逻辑 等 值 演算 中 的 代入 规则 相同 。 
(d) 置换 规则 : 在 证 明 的 任何 步骤 上 ， 命 题 公 式 中 的 任何 子 命题 公式 都 可 以 用 与 之 


等 值 的 命题 公式 置换 。 例 如 p=>g 可 以 用 ~pVg 置换 等 。 


(e) 分 离 规则 : 由 4 及 4=B 成 立 ,可 将 BB 分 离 出 来 。 
(f) 条 件 证 明 规则 : 41 八 4;==>B 与 4 一 (4 一 B) 等 值 。 
【 例 2.49】 构造 下 列 推理 的 论证 。 

前 提 : pVg,p 寺 ~r, s 寺 tb, ~s=>7, ~t 


结论 : 9 

解 . 

CD a (前 提 引 入 ) 

(2) ~t (前 提 引 入 ) 

(3) ~s ((1) (2) 拒 取 式 ) 
(4) ~s—r (前 提 引 入 ) 

(3 ((3) (4) 分 离 ) 
(6) p=~r (前 提 引 入 ) 
(Dp ((5) (6) 拒 取 式 ) 
(8) pVg (前 提 引 入 ) 

(9) 9 ((7) (8) 析 取 三 段 论 ) 
表明 推理 正确 。 


【 例 2.50】 构造 下 列 推理 的 论证 。 
前 提 : r=>(g 寺 5), ~pVr,g 

结论 : ~pVs 

解 . 
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(1) ~pVr (前 提 引 入 ) 

(2 pr ((1) 置换 ) 

(3) 一 (4 一 9) (前 提 引 入 ) 

(4) p=(g—s) ((2) (3) 假 言 三 段 论 ) 
(5) g—>p—s) ((4) 置换 ) 

(6) 4 (前 提 引 入 ) 

(7) p=s ((5) (6) 分 离 ) 

(8) ~pVs ((7) 置换 ) 

表明 推理 正确 。 


这 个 例子 说 明 在 证 明 过 程 中 将 析 取 式 写 为 等 值 的 蕴涵 式 更 便于 推理 。 
【 例 2.S1】 构造 下 列 推理 的 论证 。 
前 提 : ~(p 坟 gq) 坟 ~(rVs), (qSp)V~r,r 


结论 : pogq 

解 . 

(1) (gp)V~r (前 提 引 入 ) 

(2) 7 (前 提 引 入 ) 

(3) gp ((1) (2) 析 取 三 段 论 ) 
(4) ~p=9)=~(rVs) (前 提 引 入 ) 

(SY 7V5 ((2) 附加 ) 

(6) p>q ((4) (5) 拒 取 式 ) 
(7) pg ((4) (8) 合 取 ) 

表明 推理 正确 。 


【 例 2.52】 刘 老 师 的 桌子 上 多 了 一 盆 鲜 花 ， 已 知 如 下 事实 : 
(1) 花 是 乐 乐 或 者 玲玲 送 给 刘 老 师 的 。 

(2) 如 果 是 玲玲 送 来 的 ， 那 么 一 定 不 是 早晨 送 来 的 。 

(3) 如 果 玲 玲 说 了 真 话 ， 那 么 刘 老 师 的 办 公 室 窗户 是 关上 的 。 
(4) 如 果 玲 玲 说 了 假 话 ， 那 么 花 一 定 是 早晨 送 来 的 。 

(5) 刘 老 师 办 公 室 的 窗户 是 开 着 的 。 

刘 老 师 推测 出 花 是 乐 乐 送 来 的 ， 他 的 推断 是 否 正确 呢 ? 

解 . 首先 对 前 提 和 结论 进行 符号 化 ， 假 设 命题 

p: 乐 乐 送 给 刘 老 师 鲜花 。 

q: 玲玲 送 给 刘 老 师 鲜花 。 

7: 花 是 早晨 送 来 的 。 

5: 玲玲 说 了 真 话 。 

t: 刘 老 师 办 公 室 的 窗户 是 开 着 的 。 

得 到 如 下 推理 形式 : 

前 提 : pVg, gq 坊 ~r, s 寺 ~t, ~s 寺 r,t 

结论 : p 
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之 后 进行 命题 逻辑 推理 : 

是 ， (前 提 引 入 ) 

(2) s—~t (前 提 引 入 ) 

(3) ~s ((1) (2) 拒 取 式 ) 
(4) ~s—r (前 提 引 入 ) 

CS ((3) (4) 分 离 ) 

(6) g—>~r (前 提 引 入 ) 

(7) -4 (C5) (6) 拒 取 式 ) 
(8) pVg (前 提 引 入 ) 

(9)p ((7) (8) 析 取 三 段 论 ) 


推理 形式 结构 正确 ， 花 是 乐 乐 送 来 的 。 

当 要 证 明 的 结论 是 蕴涵 式 C=3B 时 ， 可 以 应 用 推理 规则 〈f)“ 条 件 证 明 规则 : 如 入 
4 二 8B 与 4 一 (Cd 一 有) 等 值 ” 将 列 涵 式 的 前 提 C 作为 附加 前 提 使 用 ， 只 需 证 明 列 涵 式 的 结 
论 B 即 可 ， 这 种 方法 称 作 附 加 前 提 证 明 法 。 

即 假设 要 证 明 的 推理 形式 结构 如 下 : 

前 提 : 41，42，…，A4， 


结论 : C=>B 

可 以 等 价 地 证 明 推理 形式 结构 : 
前 提 : Ai1, 4z, …, An, C 
结论 : B 


其 理论 依据 是 : 4 志 (C=>B)=~4V(~CVB)=~(4 八 OVB=4 八 C=>B。 
【 例 2.53】 构造 下 列 推理 的 论证 。 
前 提 : r=>(q 坟 5), ~pVr,g 


结论 : p=>s 

解 . 

(Dp (附加 前 提 引 入 》 

(2) ~pVr (前 提 引 入 ) 

(3 x ((1) (2) 析 取 三 段 论 ) 
(4) r=(g=s) (前 提 引 入 ) 

(5) gs ((3) (4) 分 离 ) 
(69g (前 提 引 入 ) 

(7) 8 ((5) (6) 分 离 ) 


推理 正确 ，p=>s 是 有 效 结论 。 

此 外 还 有 一 种 间接 证 明 方法 一 一 归 廖 法 〈 反 证 法 )， 即 欲 证 明 
前 提 : A1，A42，…，An。 

结论 : B 

可 以 等 价 地 证 明 

前 提 : 4 ，42，…，4，~ 也 。 
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结论 : 矛盾 

其 理论 依据 如 下 。 

定义 2.29 若 4 人 4 人 入 … 人 如 是 可 满足 式 ， 则 称 4, 42, …, 如 是 相 容 的 ; 若 41 八 
4 人 人 … 人 如 是 矛盾 式 ， 则 称 41, 42,…, 如 是 不 相 容 的 。 

定理 2.18 (4 人 4 人 … 人 4 一 B) 为 重 言 式 当 且 仅 当 4 人 … 人 4 人 -~ 为 矛盾 式 。 

即 如 果 41, 42，…, 4, ~B 不 相 容 ， 则 说 明 B 是 41, 42,…, 4 的 逻辑 结论 。 

【 例 2.54】 使 用 归 廖 法 构造 下 列 推理 的 论证 。 

前 提 : p 坟 (~(r 八 s)>~q),p,~s 


结论 : ~d 

解 . 

(1) 7 一 (~(rA3) 僵 -9g) (前 提 引 入 ) 
(2)p (前 提 引 入 ) 

(3) ~(rAs)=~g ((1) (2) 分 离 ) 
| (否定 结论 引入 ) 
eo ((4) 置换 ) 
(6) rA 人 As ((3) (5) 拒 取 式 ) 
《TY a (前 提 引 入 ) 
(8)s ((6) 化 简 ) 

(9) sN\~s ((7) (8) 合 取 ) 


由 (9) 得 出 矛盾 ， 说 明 推理 正确 。 

推理 演算 方法 有 其 优势 ， 但 也 有 其 缺点 : 规则 与 公式 较 多 ， 对 技巧 的 要 求 较 高 ， 不 
便于 机 器 证 明 与 程序 实现 。 罗 宾 逊 (J.A.Robinson) 于 1965 年 提出 的 归结 法 (resolution) 
可 克服 这 一 劣势 ， 它 仅 需要 建立 一 条 推理 规则 。 其 理论 依据 依然 是 定理 2.18 一 一 证 明 
4 了 是 重 言 式 等 价 于 证 明 4 八 ~B 是 矛盾 式 。 

归结 法 的 步骤 如 下 : 

(1) 将 4 信 ~B 化 成 合 取 范 式 : 

CAGAN AGn 
其 中 Cj; 为 析 取 式 。 由 诸 Gi 构成 子 句 集 S= {Ci, Cz, …, Cn}。 

(2) 对 5S 中 的 子 句 作 归 结 ( 消 互补 对 )， 归 结 结果 仍 放 入 5 中， 重复 此 步 。 

(3) 直至 归结 出 空子 句 o (矛盾 式 )。 

第 (2) 步 中 的 “归结 ”推理 规则 是 : 假设 子 句 1 为 Cl =LVC1', 子 句 2 为 C=~L 
VC2， 其 中 工 和 ~ 为 互补 对 ， 则 新 子 句 为 R(C1, C2) = C1'V C2' (注意 消去 相同 的 文字 )。 
其 理论 依据 是 : CI 人 C: 一 C+y"V Cy' 是 重 言 式 。 

【 例 2.55】 使 用 归结 法 证 明 p=>qg) 八 ~q 二 ~p。 

解 . 先 将 (p= 过 q) 八 ~g 八 ~(~p) 化 成 合 取 范式 (~pVgq) 人 p 八 ~q。 建 立 子 句 集 5S={~pVg,p， 


~g}。 
归结 过 程 如 下 : 
(1) ~pVg (前 提 引 入 ) 
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点 。 


(2) (前 提 引 入 ) 
(3) ~ (前 提 引 入 ) 
(4) 9 ((1) (2) 归结 ) 
,| ((3) (4) 归结 ) 


归结 出 空子 句 o( 了 矛盾 式 )， 证 明 结 束 。 
【 例 2.56】 如 果 小 张 上 课 认真 听讲 ， 并 且 课 后 及 时 复习 ， 那 么 她 就 能 掌握 基本 知识 
而 她 或 者 未 掌握 基本 知识 点 ， 或 者 已 经 能 够 完成 作业 了 。 而 事实 上 小 张 课 后 及 时 复 


习 了 但 并 没有 完成 作业 ， 因 此 她 没有 好 好 听课 。 这 个 推理 是 否 正 确 ? 


2.1 


解 . 先 将 原子 命题 符号 化 。 

Pp: 小 张 上 课 认 真 听 讲 了 。 

q: 小 张 课 后 及 时 复习 了 。 

r: 小 张 掌握 基本 知识 点 了 。 

s: 小 张 能 够 完成 作业 。 

得 到 如 下 推理 形式 : 

前 提 : Ag) 一 =~pPV~qgVr，~TVS，~S，d 

结论 : yh 

由 前 提 和 结论 的 否定 可 以 得 到 子 句 集 {~pV~qVr,~rVs, ~s, q, p}。 
然后 进行 命题 逻辑 推理 : 


CYB (结论 的 否定 引入 ) 
(2) ~rVs 〈 前 提 引 入 ) 
(3) ~s (前 提 引 入 ) 
(4) ~r ((2) (3) 归结 ) 
(5) ~pV~qVr (前 提 引 入 ) 
(6) ~pV~g ((4) (5) 归结 ) 
(7) 9 (前 提 引 入 ) 
(8) -p ((6) (7) 归结 ) 
(9) 口 ((1) (8) 归结 ) 
归结 出 空子 名 D， 所 以 推理 正确 。 

习 题 2 


判断 下 列 语 句 中 哪些 是 命题 ， 哪 些 是 原子 命题 。 
(a) 火星 上 有 水 。 

(b) 全 体 起 立 ! 

(c) 真 辛苦 啊 ! 

(d) 我 可 以 过 来 吗 ? 

(e) 2+5=7。 

【人 wiy=Ss 


2.2 


2.3 


2.4 


2.5 


2.6 
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(g) 只 有 努力 工作 ， 才 能 做 出 成 绩 。 

(Ch) 只 要 是 在 教室 ， 就 不 允许 吸烟 。 

(1) 如果 圣诞 老人 是 不 存在 的 ， 而 且 孙 悟空 也 是 不 存在 的 ， 那 么 很 多 孩子 被 骗 了 。 
4G) 黄色 和 蓝 色 可 以 调配 成 绿色 。 

(k) 每 个 大 于 2 的 偶数 都 可 以 表示 为 两 个 素数 之 和 。 

(1) 除非 下 雨 ， 苗 苗 一 定 会 去 公园 。 

判断 下 述 命题 的 真 值 。 

(a) 如 果 1+1=3， 那 么 太阳 从 东方 升 起 。 

(b) 如 果 1+1=3， 那 么 太阳 从 西方 升 起 。 

(c) 4 是 2 的 倍数 或 是 3 的 倍数 。 

(d) 2 不 是 素数 当 且 仅 当 猫 会 飞 。 

设 p: 发 生 了 堵车 ，g: 他 起 晚 了 ，r: 他 迟到 了 。 

(a) 用 迪 辑 符号 表示 以 下 命题 。 

@ 由 于 堵车 ， 他 上 班 迟到 了 。 

@ 只 有 堵车 ， 他 才 会 迟到 。 

@ 今天 虽然 他 起 晚 了 ， 但 是 没有 堵车 ， 所 以 他 没有 迟到 。 

@ 只 要 发 生 了 堵车 ， 即 使 他 没有 起 晚 ， 也 会 迟到 。 

(b) 将 下 列 命题 用 自然 语言 描述 。 

© p=(q 人 \~n)。 

©® -CDV9q)Ar。 

©® ~(q=p)\p. 

@ pVgq=~r。 

对 下 面 的 每 个 前 提 给 出 两 个 结论 ， 要 求 一 个 是 有 效 的 ， 而 另 一 个 不 是 有 效 的 。 
(a) 只 有 天 气 热 ， 我 才 去 游泳 。 我 正在 游泳 ， 所 以 局 
(b) 只 要 天 气 热 ， 我 就 去 游泳 。 我 没 去 游泳 ， 所 以 
将 下 列 命题 符号 化 。 

(a) 数理 逻辑 并 非 是 枯燥 无 味 的 。 

(b) 2 既是 偶数 又 是 素数 。 

(c) 虽然 今天 下 雨 了 ， 苗 苗 还 是 去 图 书馆 看 书 了 。 

(d) 他 一 边 吃饭 ， 一 边 看 电视 。 

(e) 只 要 我 努力 学 习 ， 我 就 不 会 害怕 考试 。 

(f) 只 有 我 努力 学 习 ， 我 才 不 会 害怕 考试 。 

(g) 苗 苗 取得 好 成 绩 ， 原 因 在 于 她 既 聪 明 又 勤奋 。 

(h) 苗 苗 总 在 图 书馆 看 书 ， 除 非 她 有 课 或 者 身体 不 舒服 。 

(i) 不 经 一 事 ， 不 长 一 智 。 

和 ) 平行 四 边 形 4BCD 是 正方 形 当 且 仅 当 它 既 是 矩形 又 是 葵 形 。 
列 出 下 列 公 式 的 真 值 表 。 

(a) (p>~p)S~p.。 


pA 
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(b) POS(gBT). 

(c) DA 人 CDVdq)) 全 一 。 

(d) ~( 一 CDVgq)) 人 Ar。 

(Ce) ~( 一 9 人 ) 人 (gc 人- 门 V-D)。 

(f) (CDVg) 一 门 cs。 
判断 以 下 公式 的 类 型 。 

(a) (gp)N\(pAgq). 

(b) 7 一 DA 人 (qg 一 D))。 

(c) DA 人 -PP)cqg。 

(d) 一 (0 一 门 一 (一 9g) 二 CD 一 门 )。 
(e) DYV-PD) 一 (9A 人 -9g)A-。 

(f) VAANqVIAN Vp PA V (gD)V ADp). 
给 出 以 下 公式 的 成 真 指派 和 成 假 指派 。 
(a) ~(qg 一 DJ) 人 P。 

(b) pp 一 DVg9)。 

(c) ~(pq9)SN OG Vr) 

(d) -pA (gon Vp). 

(e) (p>~9)N\(qV (rrAp). 

(f) (pA Op) 

假设 4、B、C 为 任意 命题 公式 ， 判 断 下 述 结论 是 否 成 立 。 
(a) 车 4VC=BVC， 则 4=B。 

(b) 若 4AC=BAC， 则 4=B。 

(c) 若 ~4=~B， 则 4=B。 


2.10 用 等 值 演算 法 证 明 下 列 等 值 式 。 


| 


(a) 1 一 (4 一 站 FE9q 一 (一 门 。 

(b) D 一 (一 D)=-D 一 0 一 -9g)。 
(c) CO 一 q) 人 人 一 站 一 9 人 7。 
(d) DVg) 全 =(D 一 门人 (9 一 门 。 
(e) CO 一 qg) 人 人 一 ~qg) 人 7=7 人 ~P。 


(f) ~Ce>qg)=DV9qA-CAq)=CDA-9g)V(CZPA9qg=-Pc>g=pc -9g。 


(g) (PA A qr Vs)) (Np 
(h) (PAD EppPV ~IV ~). 
用 等 值 演算 法 判定 以 下 命题 形式 的 类 型 。 

(a) DA 人 人 9) 一 q。 

(b) ~(-PV9)A 人 Ad。 

(c) (CA 人 g) 一 (9 一 -门人 D)。 

(d) ppVgV7)。 

(e) ~(D 一 9) 人 9 人 r。 


2.14 
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(f) pVg=~r。 
将 下 面 的 语句 化 简 。 
(a) 我 没有 去 接 你 是 不 对 的 ， 但 是 你 也 不 应 该 不 等 我 。 
Cb) 如 果 不 是 在 办 公 室 没有 人 的 情况 下 ， 接 通电 源 ， 自 动 监视 系统 就 不 工作 。 
(c) 把 能 被 3 整除 、 末 位 是 0、 各 位 数字 之 和 大 于 31 的 数 删除 ， 把 不 能 被 3 整除 、 
末 位 是 0、 各 位 数字 之 和 小 于 31 的 数 删除 ， 把 能 被 3 整除 、 末 位 是 0、 各 位 数 
字 之 和 小 于 31 的 数 删 除 ， 把 不 能 被 3 整除 、 末 位 是 0、 各 位 数字 之 和 大 于 31 
的 数 删除 ， 把 能 被 3 整除 、 末 位 不 是 0、 各 位 数字 之 和 大 于 31 的 数 删除 。 
将 下 面 一 段 程序 化 简 。 
If AVB then 
If AVC then 
xX 
Else 
时 
End 
Else 
IE BA 人 C then 
坚 
Else 
XxX 
End 
End 


使 用 命题 逻辑 的 知识 解答 下 述 逻 辑 问题 。 
(a) 三 个 人 估计 比赛 结果 。 
甲 说 :“A 第 一 ，B 第 三 。” 
乙 说 :“A 第 二 ，B 第 三 。” 
丙 说 :“A 第 一 ，B 第 二 。” 
结果 三 个 人 中 有 一 个 人 全 部 猜 对 ， 另 两 人 都 只 猜 对 了 一 半 ， 请 问 A、B 的 名 
次 是 什么 ? 
(b) 灵 灵 新 买 了 一 条 裙子 ， 但 是 她 不 肯 给 大 家 看 ， 只 是 给 出 了 一 个 提示 :“ 我 新 买 
的 裙子 的 颜色 是 红 、 黄 、 黑 之 一 。” 
小 张 说 :“ 灵 灵 一 定 不 会 买 红色 的 。” 
小 王 说 :“ 那 一 定 是 黑色 或 黄色 。” 
小 李 说 :“ 一 定 是 黑色 。” 
最 后 灵 灵 说 :“ 你 们 三 人 中 间 至 少 有 一 个 说 对 了 ， 至 少 有 一 个 人 说 错 了 。” 
请 问 ， 灵 灵 的 新 裙子 是 什么 颜色 的 ? 
灵 灵 、 平 平 、 欢 欢 和 乐 乐 有 一 人 只 说 谎话 ， 而 其 余 三 人 从 不 撒谎 。 他 们 每 人 
戴 一 枚 戒指 , 其 中 之 一 是 妖魔 戒指 , 带 着 它 的 人 一 定 会 说 谎 (无 论 天 性 如 何 )。 
根据 以 下 对 话 ， 推 断 谁 是 天 生 只 说 谎话 之 人 ， 谁 带 着 妖魔 戒指 。 
灵 灵 :“ 我 的 戒指 不 是 妖魔 戒指 。” 


ke 


-~ 


2.17 


2.19 


离散 数学 及 应 用 (第 版) 


平平 :“ 欢 欢 天 生 只 说 谎话 。” 
欢 欢 :“ 带 着 妖魔 戒指 的 是 乐 乐 。” 
乐 乐 :“ 欢 欢 天 生 从 不 说 谎话 。” 

求 下 列 命题 公式 的 对 偶 式 。 

(a) DA9g)VCPADm。 

(b) (一 7 全- 人) 人 (VCTrAP))。 

(c) ~pH9) A VD). 

(d) Aq)TpAaANn): 

求 下 列 各 命题 公式 的 析 取 范式 和 合 取 范 式 。 

(a) (PVg)=n)=p. 

(b) WV(g AMSPVaVn). 

(c) pM\(qgV(~pAN)). 

(d) (一 9g) 一 rr。 

(e) p39)V((q NPE) 

(f) (“p>9)>(~q Vp). 


由 表 2.14 所 示 的 真 值 表 ， 写 出 公式 4、B、C 的 主 合 取 范 式 和 主 析 取 范式 〈 用 mi; 


和 Mi 表示 )。 


表 2.14 习题 2.17 用 表 


求 下 列 命题 公式 的 主 析 取 范式 和 主 合 取 范 式 。 
(a) gN\(pV~q)。 

(b) (pV~q)SPO~q). 

(ce) WAV(pA). 

(d) pA\(gV(~pA)). 

(e) (一 qg) 一 r。 

(f) 一 (AD 门人 (CCZ 一 (9 人 -7 门 )。 

(g) CO=9)V(9A 人 pc- 门 )。 

(h) pV CZP=(9V(C9 二 门 )。 

使 用 将 公式 化 为 主 范式 的 方法 判断 下 列 各 题 中 两 公式 是 否 等 值 。 
(a) 一 9g) 全 DA 人 9g) 与 (了 人 9 人 =>9)。 

(b) C 一 门人 (g 僵 门 与 D 人 q) 全 r。 

(c) AgJV(CPADVGAD 与 DAODV(CPAD。 
(d) 7 一 (g 一 门 与 4 一 一 门 。 
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(e) pfd 与 plg。 
(f) PVAAqVIAr VD)SLA9V (gD VAD). 
2.20 ”利用 主 范式 判断 下 列 命题 公式 的 类 型 。 
(a) ~( 9 人 ~((CPA 人 Ag)VPD))。 
(b) (9 二 D) 人 (Ag)。 
(c) (~-p 一 9) 人 Ar。 
(d) 一 9 人 门 V(~ 一 一 q))。 
(e) (BYV9g)A-(CPACqV-D)VCPA-g)V(CPA-n。 
(D eg) 汪 (人 -~(g 一 ~- 门 )。 
2.21 利用 主 范 式 求 下 列 命题 公式 的 成 真 指派 和 成 假 指 派 。 
(a) (-PA 人 9q)VP。 
Mb) (g=D) 人 (~P 二 9)。 
(c) Dec>qg) 全 ~-(DV9)。 
(d) ~7rV -~D 一 CD 一 -9)。 
(e) (pA\~qgN\~r) VDANG). 
(f) PApAN). 
2.22 ” 某 单 位 须 从 A、B、C、D、E 5 人 中 遂 选 若干 人 出 差 ， 由 于 工作 情况 ， 人 选 受 到 
如 下 限制 : 
(1) 车 A 去 ， 则 B 也 去 。 
(2) D、E 中 必须 去 一 人 。 
(3) B、C 去 且 仅 去 一 人 。 
(4) C、D 同 去 或 同 不 去 。 
(5) 若 卫 去 ， 则 A、B 也 去 。 
请 问 : 可 以 选派 哪些 人 出 差 ? 有 多 少 种 遂 选 方式 ?使 用 将 公式 化 为 主 范式 的 方法 
求解 该 问题 。 
2.23 证 明 联 结 词 集合 {V} 和 { 僵 } 不 是 完备 的 。 
2.24 证 明 以 下 联结 词 集合 是 完备 的 。 
(a) {@, 人 \, ©O}。 
(b) {@, V,©O}。 
2.25 ”给 定 命题 公式 (pVgq)=>r, 给 出 该 公式 在 下 列 各 联结 词 完备 集中 的 等 值 的 表示 形式 。 
(a) {~,S}; (b) {~, A}; Cc) 个 (d) {l}。 
2.26 给 定 命题 公式 pc>g， 给 出 该 公式 在 下 列 各 联结 词 完备 集中 的 等 值 的 表示 形式 。 
(a) 人 -全 }，(b) {~, V}; (ce) {1}; (Cd) 修 )。 
2.27 ”将 命题 公式 pTg 化 为 只 出 现 联 结 词 “1” 的 等 值 公式 。 
2.28 ”将 下 述 命题 公式 化 为 仅 含 {~，V} 联 结 词 的 等 值 公式 。 
(a) pV~q)N\~r。 
(b) pMN\~qA\r。 
(Cc) pq 。 
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要 设计 由 一 个 灯泡 和 3 个 开关 4、B、C 组 成 的 电路 ， 要 求 在 且 仅 在 下 述 4 种 情况 
下 灯亮 : 
(1) C 的 扳 键 向 上 ，4、 的 扳 键 向 下 。 
(2) 4 的 扳 键 向 上 ，B、C 的 扳 键 向 下 。 
(3) B、C 的 扳 键 向 上 ，4 的 扳 键 向 下 。 
(4) 4、B 的 扳 键 向 上 ，C 的 扳 键 向 下 。 
设 忆 为 1 表示 灯亮 ， p、gq、r 分别 表 示 4、B、C 的 扳 键 向 上 。 
(a) 求 下 的 主 析 取 范 式 。 
(b) 在 联结 词 完 备 集 {~， 八 } 上 构造 。 
(c) 在 联结 词 完 备 集 {~, 一 , 今 } 上 构造 下。 
证 明 下 述 列 涵 式 是 重 言 式 。 
(a) (一 9) 一 9) 二 ppV9g。 
(b) (一 g) 汪 (0 一 0 一 门 ) 一 0 一 DV9))。 
利用 推理 规则 构造 下 面 推理 的 证 明 。 
(a) 前 提 : ~CA-d), ~qVr,~r 
结论 : ~ 
(b) 前 提 : pVg,pSr,~qVs 
结论 : sVr 
(c) 前提: 一 q) 人 (0 一 9, (gq 过 w) 信 (s 寺 x), ~(wAX),r 
结论 : = 
(d) 前 提 : pVg,q 坟 ,p>s, ~s 
结论 : (DCV9)Ar 
(e) 前 提 : (pq) 一 ”> ~sVp,g 
结论 : Fg 
(f) 前 提 : ~rVs,s=>g, ~gq 
结论 : qor 
(g) 前 提 : ~r 坟 (~pVs),q 寺 ~s 
结论 : p>(q>7) 
使 用 附加 前 提 方 法 证 明 下 述 推理 形式 。 
(a) 前 提 : @p 信 gq)=3r, ~sVp,q 
结论 : 一 r 
(b) 前 提 : p=>g, 一 
结论 : 人 7) 坟 (qg 八 5) 
(c) 前 提 : 7 一 9 
结论 :一 -9g) 僵 过 
(d) 前 提 : zP 一 (q 一 门 
结论 ，C 一 qg) 一 一 让 
(e) 前 提 : DA9g)=r 
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结论 : p 一 (q 一 站 
(f) 前 提 : ~ 一 CPV3, 4 一 -3 
结论 : p 一 (q 一 门 
2.33 ”判断 下 列 命题 是 否 相 容 。 
(a) pq, qr, ~pVs, ~pHs, ~s。 
(b) pVg,~rVs, -9, ~s。 
2.34 ”如 果 合同 是 有 效 的 ， 那 么 张 三 应 受罚 。 如 果 张 三 应 受罚 ， 他 将 破产 。 如 果 银 行 给 
张 三 贷 款 ， 他 就 不 会 破产 。 事 实 上 ， 合 同 有 效 并 且 银 行 给 张 三 贷 款 了 。 验 证 这 些 
前 提 是 否 有 了 矛盾。 
2.35 ”使 用 归 雇 法 证 明 以 下 推理 。 
(a) 前 提 : ~p 作 g,pV~r,rVs, su 
结论 : z 
(b) 前 提 : @p 作 g)3Sr,~rVs, ~s,p 
结论 : ~9 
(c) 前 提 : p 坟 (gq 寺 n), ~sVp,q 
结论 : s=>r 
(d) 前 提 : pVg,p 坊 s, gq 寺 r 
结论 : sVr 
2.36 ”使 用 归结 法 证 明 以 下 推理 。 
(a) 前 提 : pVg,p=>s, qr 
结论 : sVr 
(b) 前 提 : p>(q 坊 7), ~s Vp,g 
结论 : s=>r 
(c) 前 提 : p=>q 
结论 : 一 -9g) 全 P 
(d) 前 提 : ~7rVs,s 一 dg, ~g 
结论 : qor 
2.37 判断 下 述 推理 是 否 正确 : 或 者 是 晴天 ， 或 者 会 下 雨 。 如 果 是 晴天 ， 我 就 会 去 打球 ; 
如 果 我 去 打球 ， 那 么 我 就 不 读书 。 所 以 如 果 我 在 读书 ， 那 么 天 就 在 下 雨 。 
2.38 证 明 下 面 的 推理 关系 。 
(a) 如 果 8 是 偶数 ， 则 7 能 被 2 除 尽 。7 不 能 被 2 除 尽 或 者 7 是 素数 。 但 是 7 不 是 
素数 ， 所 以 8 是 奇数 。 
(b) 如 果 我 学 习 ， 那 么 我 的 离散 数学 课程 考试 不 会 不 及 格 。 如 果 我 不 是 沉迷 于 网 
络 游戏 ， 那 么 我 将 会 学 习 。 但 是 我 的 离散 数学 课程 考试 不 及 格 ， 因 此 我 曾 沉 
迷 于 网 络 游戏 。 
(c) 如 果 今天 是 星期 一 ， 则 要 进行 离散 数学 或 数据 结构 课程 的 考试 ， 如 果 数 据 结 
构 课 的 老师 生病 ， 则 不 考 数据 结构 ; 今天 是 星期 一 ， 并 且 数 据 结 构 的 老师 4 
病 。 所 以 今天 进行 离散 数学 的 考试 。 


出 
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(d) 如 果 公 司 的 利润 高 ， 那 么 公司 有 一 个 好 经 理 或 它 是 一 个 好 企业 及 大 体 上 是 个 
好 的 经 营 年 份 。 现 在 的 情况 是 : 公司 的 利润 高 而 且 不 是 一 个 好 的 经 营 年 份 。 
因此 公司 有 一 个 好 经 理 。 

(e) 在 意甲 比赛 中 ， 假 如 有 4 只 球 队 ， 其 比赛 情况 如 下 : 若 国 际 米兰 队 获 得 冠军 ， 

则 AC 米兰 队 或 尤文 图 斯 队 获 得 亚军 ， 若 尤文 图 斯 队 获 得 亚军 ， 国 际 米兰 队 

不 能 获得 冠军 ， 若 拉齐奥 队 获得 亚军 ， 则 AC 米兰 队 不 能 获得 亚军 ; 最后， 

国际 米兰 队 获 得 冠军 。 所 以 ， 拉 齐 奥 队 不 能 获得 亚军 。 

(f) 如 果 小 张 和 小 王 去 看 电影 ， 那 么 小 李 也 去 看 电影 ， 小 赵 不 去 看 电影 或 者 小 张 
看 电影 ， 小 王 去 看 电影 了 。 因 此 当 小 赵 去 看 电影 的 时 候 小 李 也 去 。 

灵 灵 、 欢 欢 和 乐 乐 一 起 去 吃 早 饭 ， 他 们 每 人 要 的 不 是 包子 就 是 面条 ， 已 知 : 

(1) 如 果 灵 灵 要 的 是 包子 ， 那 么 欢 欢 要 的 就 是 面条 。 

(2) 灵 灵 或 乐 乐 要 的 是 包子 ， 但 是 不 会 两 人 要 的 都 是 包子 。 

(3) 欢 欢 和 乐 乐 不 会 两 人 都 要 面条 。 

请 问 :“ 灵 灵 要 的 是 面条 "这 一 判断 是 否 正确 ? 

假定 在 一 个 岛 上 住 着 3 类 人 : 骑士 、 流 谍 、 普 通 人 。 骑 士 总 说 真 话 ， 流 谍 总 说 假 

话 , 普通 人 有 时 说 真 话 有 时 说 假 话 。 侦 探 为 了 找 出 罪犯 ,询问 了 岛 上 的 3 个 人 Amy、 

Brenda、Claire。 侦 探知 道 3 个 人 中 有 一 人 犯罪 了 ， 但 不 知 是 哪个 人 。 他 们 也 知道 

罪犯 是 一 个 骑士 ， 另 两 个 人 不 是 骑士 〈 可 能 是 流氓 也 可 能 是 普通 人 )。 此 外 ， 侦 探 

还 记录 了 如 下 供述 。Amy 说 :“ 我 是 清白 的 。 ”Brenda 说 :“Amy 说 的 是 真 的 。 ”Claire 

说 :“Brenda 不 是 普通 人 。” 经 过 分 析 ， 侦 探 找到 了 罪犯 。 他 是 谁 ? ? 


@ 这 是 美国 著名 逻辑 学 家 雷 蒙 德 。 斯 穆 里 安 (Raymond Smullyan) 提出 的 问题 。 来 源 : 雷 蒙 德 。 斯 穆 里 安 . 这 本 书 


叫 什么 ; 奇 话 的 逻辑 迹 题 . 康 宏 连 ， 译 . 上 海 译文 出 版 社 ，1987. 
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原子 命题 是 命题 逻辑 中 最 基本 的 组 成 单元 ， 不 能 对 它 再 作 进一步 的 分 解 ， 但 同时 也 
无 法 反映 出 某 些 原子 命题 的 共同 特征 和 相互 关系 。 

例如 ， 用 p 表示 命题 “小 李 是 大 学 生 ”， 用 gq 表示 命题 “小 王 是 大 学 生 ” 在 命题 逻 
辑 的 范畴 中 它们 是 两 个 独立 的 原子 命题 p 和 4 之 间 没 有 任何 关系 。 但 是 ， 命 题 “ 小 李 
是 大 学 生 ” 和 “小 王 是 大 学 生 ” 之 间 有 着 相同 的 结构 和 内 在 的 联系 ， 它 们 都 具有 相同 的 
谓语 〈 及 宾语 )“ 是 大 学 生 ” 不 同 的 只 是 主语 ， 它 们 都 描述 了 “是 大 学 生 ” 这 样 一 个 共 
同 的 特性 ， 而 使 用 原子 命题 表示 时 并 没有 能 将 这 一 共性 刻画 出 来 。 

再 如 著名 的 苏 格 拉 底 三 段 论 : 

凡是 人 都 是 要 死 的 。 

苏 格 拉 底 是 人 。 

所 以 苏 格 拉 底 是 要 死 的 。 
这 个 推理 显然 是 正确 的 。 但 是 ， 如 用 p、g、r 分 别 表示 上 面 3 个 命题 ， 由 于 pg=>r 不 
是 永 真 式 ， 因 此 它 不 是 正确 的 推理 ， 也 就 是 说 ， 当 p 和 g 都 为 真 时 ， 得 不 出 了 一 定 为 真 。 
其 根本 原因 在 于 命题 逻辑 不 能 将 命题 p、gq、r 间 的 内 在 的 联系 反映 出 来 。 

为 了 克服 命题 逻辑 的 局 限 性 ， 引 入 了 谓词 和 量词 对 原子 命题 和 命题 间 的 相互 关系 做 
进一步 的 剖析 ， 从 而 产生 了 谓词 逻辑 。 

谓词 逻辑 亦 称 一 阶 罗 辑 ， 它 同 命题 逻辑 一 样 ， 是 数理 逻辑 中 最 基础 的 内 容 。 


3.1 谓词 与 量词 


3.1.1 谓词 


在 谓词 逻辑 中 ， 一 般 将 原子 命题 分 解 为 个 体 词 和 谓词 两 个 部 分 。 

定义 3.1 个 体 词 individual) 是 一 个 命题 里 表示 思维 对 象 的 词 ， 表 示 独 立 存 在 的 
具体 或 抽象 的 客体 。 简 单 地 讲 ， 个 体 词 表示 各 种 事物 ， 相 当 于 汉语 中 的 名 词 。 具 体 的 、 
确定 的 个 体 词 称 为 个 体 常 项 ， 一 般 用 a、b、c 表示 ; 抽象 的 、 不 确定 的 个 体 词 称 为 个 体 
变 项 ， 一 般 用 x、y、z 表示 。 个 体 变 项 的 取 值 范围 称 作 个 体 域 或 论 域 (domain of the 
discourse ) ， 宇 宙 间 一 切 事 物 组 成 的 个 体 域 称 作 全 总 个 体 域 (universal domain of 
individuals)- 


注 : 本 书 在 提 及 论 域 时 ， 如 未 特别 说 明 ， 指 的 都 是 全 总 个 体 域 。 


离散 数学 及 应 用 (第 2 版 ) 


定义 3.2 在 命题 中 ， 表 示 个 体 词性 质 或 相互 之 间 关 系 的 词 称 作 谓词 (predicate)。 

可 以 这 样 来 理解 谓词 : 

如 果 命 题 里 只 有 一 个 个 体 词 ， 这 时 表示 该 个 体 词性 质 或 属性 的 词 便 称 为 谓词 。 这 是 
一 元 ( 目 ) 谓词 ， 以 P(x)、Q() 等 表示 。 

如 果 在 命题 里 的 个 体 词 多 于 一 个 ， 那 么 表示 这 几 个 个 体 词 间 的 关系 的 词 称 作 谓 词 。 
这 是 多 元 〈 目 ) 谓词 ， 有 个 个 体 的 谓词 Pen x2,…, zm) 称 n 元 ( 目 ) 谓词 ， 以 PGx,y)、 
Q(x,)、R(x,y, 3 等 表示 。 

用 谓词 表示 命题 ， 必 须 包 括 个 体 词 和 谓词 两 个 部 分 。 例 如 ， 在 “小 李 是 大 学 生 ” 中 ， 
“小 李 ”“ 大 学 生 ” 都 是 个 体 词 ,“ 是 大 学 生 ” 是 谓词 。 在 “9 大 于 4” 中 ,“9” 和 “4” 都 
是 个 体 词 ,“ 大 于 ”是 谓词 。 

准确 地 讲 , 谓词 P(x), O(x, y) 等 是 命题 形式 而 不 是 命题 。 因为 既 没 有 指定 谓词 符号 P、 
@ 的 含义 , 而 且 个 体 词 x、y 也 是 个 体 变 项 而 不 代表 某 个 具体 的 事物 ， 从 而 无 法 确定 P(X)、 
Q(x, yy) 的 真 值 。 仅 当 赋 予 谓词 确定 含义 ， 并 且 个 体 词 取 定 为 个 体 常 项 时 ， 命 题 形式 才 化 
为 命题 。 如 P(X) 表示 “x 是 素数 ”， 那 么 P(7) 是 命题 ， 真 值 为 T，QO(x, y) 表 示 “x 等 于 y”， 
那么 Q(4, 5) 是 命题 ， 真 值 为 F。 

有 时 将 P(3)、Q(2, 3) 这 样 不 包含 个 体 变 项 的 谓词 称 作 零 元 谓词 ， 当 赋予 谓词 确定 含 
义 时 零 元 谓词 为 命题 。 因 而 可 将 命题 看 成 是 特殊 的 谓词 。 

【 例 3.1】 将 下 列 命 题 在 一 阶 逻 辑 中 用 零 元 谓词 符号 化 ， 并 讨论 其 真 值 。 

(a) 8 是 素数 。 

(b) 如 果 3 大 于 4， 则 2 大 于 6。 

解 . (a) 设 一 元 谓词 PQ) 为 “x 是 素数 ”， 则 “8 是 素数 ”可 符号 化 为 零 元 谓词 P(8)， 
真 值 为 假 。 

(b) 设 二 元 谓词 G(x, yy) 为 x 大 于 y*， 则 “如 果 3 大 于 4， 则 2 大 于 6” 符号 化 为 零 
元 谓词 G(3, 4) 全 G(2. 6)， 由 于 G(3, 4) 为 假 ， 所 以 该 命题 为 真 。 


3.1.2 量词 


用 来 表示 个 体 数量 的 词 是 量词 (quantification)， 给 谓词 加 上 量词 称 作 谓 词 的 量化 ， 
可 看 作 是 对 个 体 词 所 加 的 限制 、 约 束 的 词 ， 但 不 是 对 数量 一 个 、 二 个 、 三 个 等 的 具体 描 
述 ， 而 是 讨论 两 个 最 通用 的 数量 限制 词 。 

定义 3.3 符号 “VY” 称 作 全 称 量词 (universal quantification), 读 作 “所 有 的 x”“ 任 
意 x ”或 “一 切 x”， 含义 相当 于 自然 语言 中 的 “任意 的 ”“ 所 有 的 ”“ 一 切 的 ”“ 每 一 个 ” 
“ 凡 ” 等 。(Vx)P(Y) 意 指 对 论 域 D 中 的 所 有 个 体 都 具有 性 质 P。 命题 (Vx)P(x) 当 且 仅 当 对 
论 域 中 的 所 有 Xx 来 说 P(X) 均 为 真 时 方 为 真 。 

定义 3.4 符号 “3” 称 作 存在 量词 (existential quantification)， 读 作 “ 存 在 x”, 含 
义 相 当 于 自然 语言 中 的 “ 某 个 ”“ 存 在 >”“ 有 的 ”“ 至 少 有 一 个 "”“ 有 些 ” 等 。(3x)P(X) 意 指 
对 论 域 刀 中 至 少 有 一 个 个 体 具 有 性 质 已。 

【 例 3.2】 假设 个 体 x 的 论 域 是 全 总 个 体 域 ,“ 一 切 事物 都 是 运动 的 ”可 以 形式 化 描 
述 为 (vx)(x 是 运动 的 )。 车 以 P(r) 表 示 “x 是 运动 的 ”， 则 可 写作 (vx)(P(x))， 或 简写 成 
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(Vx)P() 或 VxP(x)。 

【 例 3.3】 假设 个 体 x 的 论 域 是 全 总 个 体 域 ,“ 有 的 事物 是 水 果 ” 可 以 形式 化 描述 为 
(3x)(x 是 水 果 )。 若 以 200) 表 示 “x 是 水 果 ”， 那 么 这 句 话 就 可 写成 Ge)O00， 或 简写 成 
(xz)OGo) 或 3xOCo)。 


3.2 ”谓词 公式 及 分 类 


与 命题 逻辑 类 似 ， 可 以 对 谓词 逻辑 公式 进行 分 类 。 
定义 3.5 谓词 到 辑 中 的 谓词 公式 ( well formed formula， 简 记 为 wff ) 递归 地 定义 


(1 ) 命题 常 项 、 命 题 变 项 和 原子 谓词 公式 (不 含 联结 词 的 谓词 ) 是 谓词 公式 。 

(2 ) 如 果 4 是 谓词 公式 ， 则 ~4 也 是 谓词 公式 

(3) 如 果 4 和 B 是 谓词 公式 ,， 则 由 逻辑 联结 词 联结 4 和 BB 的 符号 串 也 是 谓词 公式 ， 
如 (4 信 B)、(4VB)、(4 二 B)、(4<>B) 竺 

(4) 若 4 是 谓词 公式 ， 且 4 中 无 Vx 及 4x 出现， 则 (VX)4(x)、(3X)4(X) 也 是 谓词 公式 。 

(5) 只 有 有 限 次 地 应 用 (1) ~ (4) 构成 的 符号 串 才 是 谓词 公式 

谓词 公式 也 称 为 合式 公式 ， 简 称 公 式 。 

【 例 3.4】 ~p、~PG, 人 CO)、(VD(FO)G0)、(39UE) 坟 (VD)FG, 都 是 合式 
公式 ， 而 (3x)(Vx)F(x) 不 是 合式 公式 。 

类 似 于 命题 逻辑 中 对 命题 公式 进行 的 真 值 指派 ， 可 以 对 谓词 逻辑 公式 赋予 不 同 的 
解释 。 

定义 3.6 谓词 公式 的 一 个 解释 ( interpretation ) 由 下 面 4 部 分 组 成 : 

(1) 非 空 的 论 域 DD。 

(2 ) DD 中 一 部 分 特定 元 素 。 

(3 ) D 上 一 些 特定 的 函数 。 
(4) D 上 一 些 特定 的 谓词 。 
注 : 
(a) 解释 规定 了 相应 的 个 体 常 项 、 个 体 变 项 、 函 数 符号 和 谓词 符号 的 具体 意义 以 及 
个 体 变 项 的 取 值 范围 。 

(b) 如 果 两 个 解释 的 4 个 组 成 部 分 中 至 少 有 一 部 分 不 同 ， 则 这 两 个 解释 是 不 同 的 。 

(c) 一 个 公式 可 以 用 不 同 的 解释 给 定 含 义 ， 一 个 解释 可 以 对 应 多 个 不 同 的 公式 。 

【 例 3.5】 谓词 公式 Gxz)P(Wo, 2) 的 解释 1 为 : 论 域 刀 是 正 整数 集合 ，2 是 一 个 特定 
的 整数 ， 函 数 ftx)=4x， 谓 词 P(x, y) 表 示 x<y， 那 么 在 解释 1 下 该 命题 是 假 命题 。 

解释 2 为 : 论 域 也 为 实数 集 ，2 是 一 个 特定 的 实数 ， 函 数 ftx)=x， 谓 词 Px, yy) 表示 
x=y， 那 么 在 解释 2 下 该 命题 是 真 命题 。 

类 似 于 命题 逻辑 ， 也 可 以 对 谓词 逻辑 公式 进行 分 类 。 

定义 3.7 设 4 为 一 个 谓词 公式 ， 若 4 在 任何 解释 下 真 值 均 为 真 ， 则 称 4 为 普遍 有 
效 的 公式 或 逻辑 有 效 式 《logically valid formula)。 若 4 在 任何 解释 下 真 值 均 为 假 ， 则 称 
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4 为 不 可 满足 的 (unsatisfiable》 公 式 或 矛盾 式 ; 若 至 少 存 在 一 个 解释 使 4 为 真 ， 则 称 4 
为 可 满足 的 〈satisfiable) 公式 。 

注 : 逻辑 有 效 式 一 定 是 可 满足 式 ， 反 之 不 然 。 

【 例 3.6】 (YIV~PCD) 和 (Yx)PG) 一 PO) 都 是 普遍 有 效 公式 ，(Yx)(PCJ) 人 ~PGCD) 
和 (YoPCDIAGy)~PO) 都 是 不 可 满足 公式 。 例 3.5 中 的 谓词 公式 是 非 普 遍 有 效 的 可 满足 
公式 。 

谓词 逻辑 的 判定 问题 指 的 是 谓词 逻辑 任 一 公式 的 普遍 有 效 性 的 判定 问题 。 若 说 谓词 
逻辑 是 可 判定 的 ， 就 要 求 给 出 一 个 可 行 的 方法 ， 使 得 对 任 一 谓词 公式 都 能 判定 是 否 是 普 
遍 有 效 的 。 

在 命题 逻辑 中 ， 一 个 公式 是 否 是 重 言 式 是 很 容易 验证 的 一 一 至 少 可 以 使 用 真 值 表 列 
出 该 公式 在 所 有 真 值 指派 下 的 真 值 。 但 是 对 于 谓词 逻辑 的 判定 问题 ， 情 况 大 相 径 庭 ， 对 
此 有 如 下 重要 结论 。 

定理 3.1 〈 丘 奇 -图 灵 (Church-Turing) 定 理 ) 谓 词 迪 辑 是 不 可 判定 的 (undecidability 
of first-order logic)。 即 : 对 任 一 谓词 公式 而 言 ， 没 有 一 个 可 行 的 方法 判明 它 是 否 是 普 Y 
有 效 的 。 

注 : 但 是 谓词 逻辑 的 某 些 子 类 是 可 判定 的 ， 下 面 就 主要 介绍 这 些 可 判定 的 子 类 。 

定义 3.8” 设 命题 公式 4o 含 命题 变 项 pl, py, …, pn， 用 nn 个 谓词 公式 41, 42,…, An 
分 别处 处 代 换 Pu pz,…, pn， 所 得 公式 4 称 为 4o 的 代 换 实例 

【 例 3.7】 PPO) 全 0OG 和 (Yz)PO) 一 (GO00 都 是 命题 公式 p=>d 的 代 换 实例 。 

定理 3.2 命题 公式 中 的 重 言 式 的 代 换 实例 都 是 逻辑 有 效 式 , 在 谓词 公式 中 可 仍 称 为 
重 言 式 ; 命题 公式 中 的 矛盾 式 的 代 换 实例 都 是 矛盾 式 。 

证 明 . 设 命题 公式 4o 含 命题 变 项 pi, py, …, pn, 若 ho 为 重 言 式 , 则 不 论 pi, pz,，…, pn 
的 真 值 如 何 ，46 的 真 值 总 为 T。 而 对 于 谓词 公式 41, 42,…, 4,， 无 论 在 何 种 解释 下 ， 它 
们 的 真 值 也 都 是 或 者 为 了 或 者 为 F， 故 用 41, 42，…, 4 分 别处 处 代 换 pi, pz,…, pn 后 所 
得 的 代 换 实例 的 真 值 也 总 为 工 。 

同 理 可 证 明 ， 了 矛盾 式 的 代 换 实例 仍 为 矛盾 式 。 口 

【 例 3.8】 判断 以 下 公式 类 型 。 

(a) (YVx)PG) 一 (xz)PGo)。 

(b) (YoPO 一 (YoDG7)OCo) 一 (Yxz)PCD)。 

(c) ~(CPeo) 一 CCo)) 人 人 CC)。 

(Cd) (YoGy)Oco) 一 Go(Y7)OCc)。 

解 . (a) 是 逻辑 有 效 式 ， 意 指 如 果 论 域 D 中 所 有 个 体 都 具有 性 质 P， 则 一 定 至 少 有 
一 个 个 体 具 有 性 质 P。 

(b) 是 逻辑 有 效 式 ， 是 命题 逻辑 中 重 言 式 p=(g 一 站 的 代 换 实例 。 

(c) 是 不 可 满足 式 ， 是 命题 逻辑 中 矛盾 式 ~(p=>g) 人 d 的 代 换 实例 。 

(d) 不 是 逻辑 有 效 式 也 不 是 不 可 满足 式 ， 是 可 满足 式 : 假设 论 域 是 正 整数 集合 ， 当 
谓词 Oo. 表示 “x=y” 时 ，(VX)(3y)O(x, 为 真 ，(3X)(Vy)Q(x, 为 假 ， 蕴 涵 式 为 假 ， 当 
谓词 Q(x,y) 表 示 “x 二 y” 时 ，(YVX)(3y)QOG,y) 为 真 ，(30)(Vy)QOG, 为 真 ， 蕴 涵 式 为 真 。 
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定义 3.9 设 4 为 谓词 公式 , B 为 4 中 的 一 个 连续 的 符号 事 ,， 且 B 为 谓词 公式 ， 则 
称 B 为 4 的 子 公 式 (sub formula)- 

定义 3.10 设 4 为 一 个 谓词 公式 ，(VX)P(x) 或 (3x)P(x) 为 公式 4 的 子 公式 ,此 时 紧 跟 
在 Vv、3 之 后 的 x 称 为 量词 的 指导 变 项 或 作用 变 项 ，P(x) 称 为 相应 量词 的 作用 域 或 辖 域 
(scope)， 即 为 量词 所 约束 的 范围 。 在 辖 域 中 x 的 一 切 出 现 均 称 为 约束 出 现 ， 受 指导 变 项 
所 约束 。 所 有 约束 出 现 的 变 项 称 为 约束 变 项 (bounded variable); 在 4 中 除了 约束 变 项 
外 出 现 的 变 项 均 称 为 自由 变 项 (free variable)， 不 受 指导 变 项 的 约束 。 

注 : 若 公 式 中 无 自由 变 项 ， 公 式 即 为 命题 。 

【 例 3.9】 (a) (Vx)R(x, yy) 中 ，R(x,y) 是 (vx) 的 辖 域 ,x 是 约束 变 项 ，y 是 自由 变 项 。 

(b) (Vx)P(Y)V Ox,y) 中 ，P(Y) 是 (vx) 的 辖 域 ，P@x) 中 的 x 是 约束 变 项 ，O(x, yp) 中 的 x 
和 yy 是 自由 变 项 。 

(Cc) (G30)((Vy)P(x,y)) 中 ，P(x,y) 是 (Vy) 的 辖 域 ，(YVy)P(x,y) 是 (3x) 的 辖 域 , x、y 都 是 约 
束 变 项 。 

(Cd) (Yxj(GD)LG, 二 (YE 人 ) 中 ，(Ym) 的 辖 域 是 (Gy)Zo y) 坟 (Vy)Hlx, y))，(3y) 
的 辖 域 是 L(x, y)，(vy) 的 辖 域 是 Hx, y)，L, 和 Hx, y) 中 的 x 都 受 (vx) 约 束 ，LGx, 人 中 
的 y 受 (3y) 约 束 ，H(x,y) 中 的 y 受 (vy) 约 束 ， 这 两 者 是 不 同 的 。 


3.3 ”自然 语言 形式 化 


命题 逻辑 表达 问题 的 能 力 仅 限于 联结 词 的 使 用 ， 而 谓词 逻辑 由 于 变 项 、 谓 词 、 量 词 
的 引入 具有 比 命题 逻辑 强 得 多 的 表达 问题 的 能 力 ， 已 成 为 描述 计算 机 所 处 理 的 知识 的 有 
力 工具 。 

其 中 首要 的 工作 就 是 问题 本 身 的 形式 化 描述 。 类 似 命题 逻辑 ， 将 一 个 用 自然 语言 描 
述 的 命题 表示 成 谓词 公式 的 形式 ， 称 为 谓词 逻辑 中 的 自然 语言 形式 化 。 

基本 方法 如 下 : 

(1) 要 将 问题 分 解 成 一 些 原子 命题 和 逻辑 联结 符 。 

(2) 分 解 出 各 个 原子 命题 的 个 体 词 、 谓 词 和 量词 。 

(3) 按照 合式 公式 的 表示 规则 翻译 出 自然 语句 。 

【 例 3.10】 将 下 述 语句 翻译 为 谓词 公式 ， 使 用 全 总 个 体 域 。 

(a) 所 有 的 素数 都 是 整数 。 

(b) 有 的 素数 是 奇数 。 

(c) 并 非 所 有 整数 都 是 素数 。 

(d) 没有 奇数 是 偶数 。 

(e) 所 有 的 素数 或 者 是 奇数 ， 或 者 等 于 2。 

(f) 存在 一 个 奇数 ， 比 所 有 整数 都 大 。 

(g) 存在 唯一 的 偶 素 数 。 

(h) 至 多 有 一 个 偶 素 数 。 

(i) 哥 德 巴 灰 《〈Goldbach) 猜想 : 每 一 个 大 于 2 的 偶数 都 可 以 表示 为 两 个 素数 的 和 。 


Ne/ 离散 数学 及 应 用 (第 己 版 ) 


解 . 令 谓词 Po 表示“x 是 整数 ”，QO(x) 表 示 “x 是 奇数 ”，R(x) 表 示 “x 是 偶数 ”，S(x) 
表示 “x 是 素数 ”，E(x,y) 表 示 “x=y”，G(x, yy) 表示 “x>y”。 

(a) 这 句 话 可 以 形式 化 为 (vx)(S(Y) 志 P(x))。 

需 注意 的 是 这 句 话 不 能 形式 化 为 (vx)(SCY) 八 P(x))， 这 个 公式 的 意思 是 说 ， 对 宇宙 间 
所 有 的 事物 x 而 言 ，x 既是 素数 又 是 整数 。 

一 般 地 讲 ,“ 所 有 的 A 是 B”“ 是 A 的 都 是 B”“ 一 切 A 都 是 B” 这 类 语句 的 形式 描 
述 只 能 使 用 “二 >” 而 不 能 使 用 “人 入”。 

(b) 这 人 句 话 的 形式 化 描述 应 为 (3x)(S() 八 CC))。 

需 注意 的 是 不 能 使 用 (3x)(S(x) 二 E(x))， 一 般 地 讲 ,“ 有 的 A 是 B” 这 类 语句 的 形式 化 
描述 只 能 使 用 “ 人 ”而 不 能 使 用 “之 ”。 

(c) 这 句 话 可 以 形式 化 为 ~(vVx)(P(x) 过 5S(x)); 也 可 以 把 这 句 话 理解 为 “有 的 整数 不 是 
素数 ”这 时 应 形式 化 为 (3x)(P() 信 ~S(x))。 它 们 都 是 正确 的 ， 其 理由 将 在 3.4 节 中 阐述 。 

(d) 这 人 旬 话 可 以 形式 化 为 ~(3x)(E() 八 RC))。 也 可 以 把 这 句 话 理解 为 “所 有 的 奇数 都 
不 是 偶数 ”或 者 “所 有 的 偶数 都 不 是 奇数 ”， 这 时 应 形式 化 为 (va(OG) 僵 -RD) 或 者 
(Yxz)GRa 僵 -GD)， 它 们 都 是 正确 的 。 

(e) 这 句 话 可 以 形式 化 为 (Vx)(CSCD) 一 (ECc 2)VOGCD)。 

(f) 这 句 话 的 含义 是 “存在 一 个 个 体 x， 它 是 奇数 ; 而且 ， 对 于 任意 个 体 ， 如 果 它 
是 整数 ， 那 么 一 定 有 J<xr”， 因 此 可 以 形式 化 为 xz)(OODA(Y)(PO) 一 GD7)))。 

(g) 这 句 话 的 含义 是 “存在 一 个 个 体 x， 它 既是 偶数 又 是 素数 ， 而且， 如果 还 有 个 
体 》 也 是 既是 偶数 又 是 素数 ， 那 么 一 定 有 zy”， 因 此 可 以 形式 化 为 Gxz)(SoJARGD)A 
(Yy7)(S0O) 人 ARO) 一 Eee ))。 

(h) 这 句 话 和 (g) 的 区 别 在 于 允许 不 存在 偶 素 数 ， 因 此 在 形式 化 后 也 是 不 同 的 ， 应 
该 表示 为 (Yx)(CSCDARGD) 一 (Y7)GCS0O) 人 ARO) 一 Eee)))。 这 铝 话 也 可 以 理解 为 “不 存在 不 相 
等 的 两 个 个 体 ， 它 们 都 既是 偶数 又 是 素数 ”， 可 形式 化 为 ~(3x)(3y)(S() 八 RQ) 人 SO) 作 
RO)AN~EC, »)). 

(i) 形式 化 为 (Vx)(R(Y) 八 G(x, 2) 坟 (3y)Gz)(5@) SG) A EG y+2)))。 

【 例 3.11】 假设 论 域 是 整数 集 ， 将 下 述 语句 翻译 为 谓词 公式 ， 并 判断 其 真 值 。 

(a) 至 少 存在 一 个 偶数 ， 且 至 少 存在 一 个 奇数 。 

(b) 至少 有 一 个 整数 既是 偶数 又 是 奇数 。 

(c) 对 于 任 一 个 整数 而 言 ， 它 或 者 是 偶数 ， 或 者 是 奇数 。 

(d) 所 有 整数 都 是 偶数 或 者 所 有 整数 都 是 奇数 。 

(e) 对 于 任 一 个 整数 而 言 ， 都 存在 比 它 小 的 整数 。 

(f) 存在 一 个 整数 ， 满 足 任何 整数 都 大 于 它 。 

解 . 令 谓 词 P(x) 表 示 “x 是 奇数 ”"，Q(x) 表 示 “x 是 偶数 ”，E(x, yy) 表示 “x=y”，G(x, y) 
表示 “x>y”。 

(a) 这 句 话 可 以 形式 化 为 (3x)P(x) 八 (3x)OE()， 是 真 命题 。 

(b) 这 人 句 话 可 以 形式 化 为 (3x)(P() 八 Q(x))， 是 假 命题 。 

(c) 这 句 话 可 以 形式 化 为 (Vx)(P(x)V Q(x))， 是 真 命题 。 


(d) 这 人 句 话 可 以 形式 化 为 (vx)P(x)V (vx)O(x)， 是 假 命题 。 

(e) 这 句 话 可 以 形式 化 为 (vx)(3y)G(x, y)， 是 真 命题 。 

(f) 这 人 句 话 可 以 形式 化 为 (G3y)(vx)G(x, y)， 是 假 命题 。 

上 述 例子 说 明 GoPoAGooo 和 (GeCeOAOcoD)、(CYaCPeJIVOcoD) 和 (YaPODV 
(VX)EC)、(vVXD)(3y)GGC,y) 和 (3y)(Yx)G(x, yy) 含义 不 同 。 这 些 都 是 容易 混淆 的 ， 须 注意 加 以 
区 别 。 

【 例 3.12】 ”假设 论 域 是 全 总 个 体 域 ， 将 下 述 语句 翻译 为 谓词 公式 。 

(a) 没有 人 可 以 永生 不 死 。 

(b) 天 下 乌鸦 一 般 黑 。 

(c) 金子 一 定 内 光 ， 但 闪光 的 不 一 定 是 金子 。 

(d) 所 有 的 大 学 生 都 会 说 英语 ， 有 一 些 大 学 生 会 说 法 语 。 

解 . 

(a) 设 P(X) 表示 “x 是 人 ”Q(x) 表 示 “x 会 死 ”。 原 语句 可 表示 成 ~(3x)(P(x) 八 ~QO(%))。 

(b) 设 F(X) 表 示 “x 是 乌鸦 ”，G(x, y) 表 示 “x 与 y 一 般 黑 ”。 原 语句 可 表示 成 (Vx)(Vy) 
(FX) 和信 FE) 坟 GG, 人 ), 或 者 ~(3X)(3y)(F() 八 FY) 八 ~G, y)) 一 一 即 不 存在 个 体 x、y 都 是 乌 
鸦 但 不 一 般 黑 ， 这 两 句 话 含义 是 相同 的 。 

(c) 设 Gx) 表示“x 是 金子 ” L(x) 表示 “x 会 闪光 ”， 原 语句 可 表示 成 (VX)(G(x) 坟 L(x)) 
人 (LO) A~GO)). 

(d) 设 So 表示 “x 是 大 学 生 ”，E(x) 表 示 “x 会 说 英语 ”，F(x) 表 示 “x 会 说 法 语 ”， 
原 语句 可 表示 成 (Vx)(S(x) 坟 E(x)) 八 (3X)(S@) 八 FY))。 

如 果 引 入 二 元 谓词 C(x, yy) 表示 “x 可 以 说 y 这 种 语言 ” 那么 原 句子 也 可 以 表示 为 
(YX)(S(W) 过 C(x, 英语)) 八 (3X)(S() 信 Cx, 法 语 ))。 

【 例 3.13】 假设 论 域 是 实数 集 ， 将 下 述 语 句 翻译 为 谓词 公式 。 

(a) 函数 x) 趋向 于 a 时 的 极限 值 是 b。 

(b) 函数 tr) 在 点 xo 处 连续 。 

(c) 任意 两 个 实数 之 间 都 存在 一 个 有 理 数 。 

解 . 

(a) 原 语句 可 表示 成 (Vs)j(s>0 僵 G8)(S>0 人 (Ya)(xz-al<s 一 JrCoD-i<s)7)。 

(b) 原 语句 可 表示 成 (ve)(s>0 二 (38)(8>0 八 (Vo)(lx-xol<8 坟 | (0)-f xo)|<8)))。 

(c) 设 P(x) 表 示 “x 是 有 理 数 "， 则 原 语句 可 表示 成 (vO)(Vy)((>y) 壤 (32)(PC) 八 >z) 
人 \(2>»)). 

此 例 中 采用 了 易于 理解 的 谓词 表示 形式 。 

总 结 上 述 各 例 ， 可 以 得 到 以 下 规律 : 

(a)“ 所 有 的 A 是 B”“ 是 A 的 都 是 B”“ 一 切 A 都 是 B” 应 形式 化 为 (Vx)(4(x)=> 
BOD)。 

(b)“ 有 的 A 是 B” 应 形式 化 为 G3x)(4(x) 八 BG))。 

(c)“ 所 有 的 A 都 不 是 B”“ 是 A 的 都 不 是 B”“ 一 切 A 都 不 是 B” 应 形式 化 为 
(VD)(40) 过 ~B()) 或 者 ~(3x)(4(x) 八 BG))。 
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(d)“ 有 的 A 不 是 B” 应 形式 化 为 Gx)(4(x) 八 ~B()) 或 者 ~(vVx)(4(x) 志 BG))。 

Ce)“ 只 有 一 个 A” 应 形式 化 为 (3x)(4(x) 八 (Vy)(4(y)=>Equal(x, y)))。 

(人 “车 存在 A 则 唯一 ”应 形式 化 为 (Vx)(4C0 志 (Vy)(40) 壤 Equal(x 几 )))。 

(g)“ 所 有 的 A 和 B 都 具有 关系 C” 应 形式 化 为 (vx)(Vy)(4@x) 八 BG) 过 CGx,y))。 

(h)“ 任 何 一 个 A 都 存在 一 个 B 与 之 对 应 满足 性 质 C” 应 形式 化 为 (Vx)(4() 过 
(HW)BO A CCE, »))» 


3.4 ”谓词 逻辑 的 等 值 演算 


如 例 3.12 (b) 所 示 ， 有 些 命题 的 形式 化 表述 可 能 不 止 一 种 ， 但 它们 的 含义 都 是 相同 
的 。 因 此 需 在 谓词 逻辑 中 也 引入 “等 值 * 的 概念 。 
定义 3.11 设 4、B 是 两 个 谓词 公式 若 4<3B 是 普遍 有 效 的 公式 ， 则 称 4 与 等 
值 ， 记 作 4=B。 
注 : 类 似 于 命题 逻辑 ， 两 个 谓词 公式 4、 等 值 当 且 仅 当 在 任何 解释 下 ，4 和 8B 的 
真 值 都 相同 。 
相 比 命题 敢 辑 , 量词 和 谓词 的 引入 使 得 谓词 演算 应 用 更 广泛 , 特别 是 在 计算 机 科学 、 
人 工 智能 等 领域 ， 谓 词 逻辑 是 表示 知识 、 实 现 推理 的 有 力 工 具 。 
类 似 于 命题 逻辑 ， 谓 词 罗 辑 的 等 值 演算 仍 是 以 基本 等 值 式 为 基础 ， 应 用 等 值 演算 规 
则 逐步 推演 。 
谓词 逻辑 中 的 基本 等 值 式 主要 分 两 类 : 其 一 是 从 命题 公式 移植 来 的 等 值 式 ， 即 命题 
逻辑 中 基本 等 值 式 的 代 换 实例 ， 如 (YxJFGo 一 GyGO)=~(YOFODV(GD)GOD 和 ~((VFGOD 
VG)GO)) =~(YnDFeDIA~(G)GO) 等 : 男 一 类 是 谓词 逻辑 所 特有 的 等 值 式 , 与 量词 有 关 。 
定理 3.3 〈 消 去 量词 等 值 式 ) 设 论 域 D={a1, qa2,…, am} 是 有 限 集合 ， 有 
(a) (VA)A(xX) = A(a1) N\A(a2)N\*…… N\A(am). 
(b) (0)40) =A(a)V Aa2) VV Alan). 
注 : 这 一 组 等 值 式 表明 对 于 有 限 论 域 而 言 ， 全 称 量词 与 合 取 式 相对 应 ， 存 在 量词 则 
对 应 于 析 取 式 。 
【 例 3.14】 设 论 域 D={a, b,c}， 消 去 下 面 公式 中 的 量词 。 
(a) (Vx)(POJVOCD)。 
(b) (VO)POE) OO) 
(¢) (VRCy). 
解 . 
(a) (Vo)(PO)V OW)) 
=(P(a)V O(a)) NM (P(6)V Q(B)) A (PO)V Qo)) 
(b) (VO)PE SO) 
=(P(a)=>)00) A PO A P00)) 
= (CPOVG)O0D)ACPOVGD)20)ACPCVGD)2o7) 
=(~P(a) A\~P(b)A~P(O))V (3)G0) (分 配 律 ) 
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=(~P(a)N\~P(b)A~P(O) V (G(A)V G(b)V G(O)) 
(c) (VRCy) 
= (3xrGRcCoARGcCDDARGCc)) 
=(R(a,a)N\R(a,b)N\R(a,c))V (R(b,a)N\R(b,b)AN\R(b,c))V (R(c,a) \R(c,b) A R(c,o)) 
或 者 
(VV) RCOGy) 
=((Vy)R(ay)V ((Vy)R(D,y)) V (Vy)R(cy)) 
= (R(a,a)N\R(a,b)N\R(a,c))V (R(b,a) N\R(b,b)N\R(b,c))V (R(c,a) MN\R(c,b) NR(c,o)) 
定理 3.4 (量词 否定 等 值 式 / 德 。 摩根 律 ) 设 4(x) 是 含 x 自由 出 现 的 公式 ， 则 
(a) ~(vVx)A(x)(3x)~A(Y). 
(b) ~Gn4CD)=(Vz)~400D。 
即 ,“ 不 是 论 域 中 所 有 个 体 都 具有 性 质 4” 和 “ 论 域 中 至 少 存在 一 个 个 体 不 具有 性 质 
A” 二 者 含义 是 完全 相同 的 ,“ 论 域 中 所 有 个 体 都 不 具有 性 质 4” 和 “ 论 域 中 不 存在 具有 
性 质 4 的 个 体 ” 二 者 含义 也 是 完全 相同 的 。 
当 论 域 D={a1, qz, …, am} 是 有 限 集合 时 ， 有 
~(A(ay) N\A(a) N\AN\A(am)=~(vAAG)(I)-ACR)~Aa) V ~A(ay) VV ~Alan) 
~(A(an)V A(a) VV Alam)=~(3N)AC(VA)~ACR)-Aa) N\~A(a2) NN\~A(am) 
即 是 命题 逻辑 中 德 。 摩 根 律 的 表现 形式 。 
定理 3.5 (量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 ) 设 4(x) 是 含 x 自由 出 现 的 公式 ， 谓 词 公式 
B 中 不 含 x 的 出 现 ， 则 有 
(a) (YOAV B)(VO)AW) VB。 
(b) (WAG)V BAW) VB 
(c) (YAOAW A BY)AW AB. 
(d) (WAG) ANB A NB 
证 明 . 仅 证 明 (a)， 余 者 类 似 。 
(a) 假设 在 某 一 解释 了 下 ，(Vx)(4(x)VB) 为 真 ， 于 是 对 任 一 xeD 有 A(x)VB 为 真 。 
如 果 B 为 真 ， 则 (Vx)4(x)VB 为 真 。 
如 果 B 为 假 ， 则 对 于 任 一 xeD 有 4(x) 为 真 ， 于 是 (Vx)4(x) 为 真 ， 于 是 (Vx)4(x)VB 
为 真 。 
假设 在 某 一 解释 了 下 ，(vx)(4(x)VB) 为 假 ， 于 是 存在 xeD 使 得 4(x)VB 为 假 ， 则 B 
和 4(x) 取 值 都 为 假 。 于 是 和 (vx)4(x) 都 为 假 ， 即 (Vx)4(x)VB 为 假 。 口 
定理 3.6 〈 量 词 分 配 等 值 式 ) 设 4(x)、B(x) 是 含 x 自由 出 现 的 谓词 公式 ， 则 有 
(a) (Vx)CdoDABCD(CYx)d4CD)A(Yz)BGCD)。 
(b) GWAC)V BE A V GV) BO). 
证 明 . 仅 证 明 v 对 人 入 的 分 配 律 。 假 设 在 某 一 解释 了 下 (Vx)(4(x) 八 B(x)) 为 真 ， 于 是 对 任 
一 xeD 有 A(x) 八 B(x) 为 真 ， 即 4(x) 为 真 且 B(x) 也 为 真 ， 从 而 (Vx)4(x) 八 (VX)B(X) 为 真 。 
反 过 来 , 如 果 (Yx)4(x) 八 (vx)B(x) 在 一 某 解释 了 下 为 真 ， 则 (Vx)4(x) 和 (Vx)B(x) 均 为 真 ， 
于 是 对 任 一 xeD 有 4(x) 和 B(x) 均 为 真 ， 即 (Vx)(4(x) 八 B(Y)) 为 真 。 
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3 对 V 的 分 配 律 可 类 似 证 明 。 口 
注 : 

(a) 以 上 两 等 值 式 的 成 立 ， 实 际 上 也 反映 了 全 称 量 词 Y 与 合 取信 的 对 应 ， 存 在 量词 3 
与 析 取 VV 的 对 应 ， 以 及 合 取 八 、 析 取 V 这 两 种 运算 都 满足 结合 律 、 交 换 律 。 

(b) Vv 对 V 不 满足 分 配 律 ，3 对 人 入 不 满足 分 配 律 。 即 (Vx)(Vy)(4(x)VBG@) 与 
(VD)(4C)VB()) 不 等 值 ，(3X)(37)(4() 信 BQ) 与 x)(4C) 八 BQ(V)) 不 等 值 ( 可 参看 例 3.11)。 

定理 3.7 设 4(x,y) 是 含 xX、y 自由 出 现 的 谓词 公式 ， 则 有 

(a) (Vx)(V)4Cc y=(vVI)VA)AG, y). 

(b) (WAC, yAC, y). 

这 组 等 值 式 的 证 明 将 在 3.6 节 中 作为 例题 给 出 〈 例 3.24)。 

注 : 这 组 等 值 式 表明 相同 量词 与 排列 的 次 序 无 关 ， 但 是 对 于 不 同 量词 ， 不 能 随意 更 
换 次 序 ， 即 (Vx)(3y)4(x, 与 Gy)(vX)4(x, y) 不 等 值 ( 可 参看 例 3.11)。 

定义 3.12 在 仅 含有 联结 词 ~-、 八 、V 的 谓词 公式 4 中 ,将 V 换 成 八 ， 将 八 换 成 V， 
将 全 称 量 词 V 换 作 存 在 量词 3， 将 存在 量词 3 换 作 全 称 量词 W， 若 包含 了 和 T 工 亦 相 互 取代 ， 
所 得 谓词 公式 称 为 4 的 对 偶 式 (dual)， 记 作 4"。 

谓词 逻辑 中 的 对 偶 依然 满足 。 

定理 3.8 〈 对 偶 原理 ) 设 4、 为 两 个 仅 含 有 联结 词 ~、 八 、V 的 n 元 谓词 公式 ， 若 
4=B， 则 4*=B”。 

例如 ， 由 ~(Yx)PGoD)=(Gxz)~PGo 可 得 ~(3x)PCD)=(Va)~PGoD)。 

谓词 逻辑 包括 以 下 3 条 等 值 演算 规则 。 

定理 3.9 (置换 规则 ) 设 U4) 是 含 谓词 公式 4 的 公式 ，U(B) 是 用 谓词 公式 B 取代 
Gd) 中 的 4 (不 一 定 是 每 一 处 ) 之 后 得 到 的 谓词 公式 ， 若 4=B， 则 Cd)=GB)。 

谓词 逻辑 中 的 置换 规则 与 命题 逻 辑 中 的 置换 规则 形式 上 完全 相同 , 只 是 在 这 里 4、B 
是 谓词 公式 。 

同一 个 个 体 变 项 符号 ， 如 例 3.9 (b) 的 公式 (vx)P(x)V E(x,y) 中 的 x 既 有 约束 出 现 又 
有 自由 出 现 ， 容 易 引 起 概念 上 的 混淆 。 为 避免 这 种 情况 ， 引 入 了 下 面 的 代替 规则 和 换 名 
规则 ， 使 得 同一 个 个 体 变 项 符号 在 一 个 公式 中 只 呈现 一 种 形式 ， 要 么 为 约束 出 现 ， 要 么 
为 自由 出 现 ， 同 时 使 不 同 的 量词 所 约束 的 个 体 变 项 不 同名 ， 便 于 计算 机 处 理 。 

定理 3.10 (代替 规 则 ) 将 谓词 公式 4 中 某 个 自由 出 现 的 个 体 变 项 的 所 有 自由 出 现 
改 成 4 中 未 曾 出 现 的 某 个 个 体 变 项 符号 , 其 余部 分 不 变 , 记 所 得 谓词 公式 为 4', 则 4=4'。 

定理 3.11 〈 换 名 规则 ) 将 谓词 公式 4 中 某 量词 的 指导 变 项 及 其 在 辖 域 内 的 所 有 约束 
出 现 改 成 该 量词 辖 域内 未 曾 出 现 的 某 个 个 体 变 项 符号 ， 其 余部 分 不 变 ， 记 所 得 谓词 公式 
为 4， 则 4=4'。 

即 (VX)4(x)=(Vy)40)，(3X)4(x)=(3y)4(y)。 这 是 不 难 理解 的 ， 因 为 在 同一 论 域 D 上 ， 
“对 一 切 个 体 x, x 具有 性 质 P” 同 “对 一 切 个 体 y，y 具有 性 质 P” 这 两 者 除 变 项 x 和 y 
的 区 别 外 并 无 差异 ， 从 而 (Vx)4(x) 与 (vy)4(y) 有 相同 的 真 值 。 

表 3.1 对 于 代替 规则 和 换 名 规则 进行 了 比较 。 
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表 3.1 代替 规则 和 换 名 规则 的 比较 
任 一 谓词 公式 
自由 变 项 
对 公式 中 出 现 的 所 有 同名 的 自由 变 项 
进行 改名 
公式 中 未 曾 出 现 的 某 个 个 体 变 项 符号 


与 原 公 式 等 值 


换 名 规则 


指导 变 项 及 其 在 辖 域内 的 所 有 约束 出 现 
对 指导 变 项 及 其 量词 辖 域 中 出 现 的 约束 变 项 
处 进行 改名 

新 的 变 项 符号 应 是 该 量词 辖 域内 未 曾 出 现 的 


改名 方式 


改名 限制 
改名 结果 


【 例 3.15】 将 公式 (VD)FG6y,z) 过 (3y)GGey,z) 化 为 与 之 等 值 的 公式 ， 使 其 没有 既是 约 
束 出现 又 是 自由 出 现 的 个 体 变 项 符号 。 
解 . (VA)F(p2) (3y)G(y2) 
=(V)F(, 2) (3y)G(,y7) ( 换 名 规则 》 
=(VI)F(,y,2) (3v)G, v7) ( 换 名 规则 》 
或 者 
(VOFY 2) SY) G2) 
= (VX)F(,1,2) (3y)G(%,y7) (代替 规则 ) 
= (VX)FG,1,2) Sy)G 2) (代替 规则 》 


使 用 这 两 类 基本 等 值 式 和 上 述 3 条 规则 ， 可 以 进行 谓词 逻辑 的 等 值 演算 。 
【 例 3.16】 ”证明 以 下 等 值 式 成 立 。 

(a) (VO(VY)(AC)V BO))=(VAAC)V (VO)BY). 

(b) (A SB VIAY) SN) BY) 

(0c) (VWIPO)SOON VIPW SOO)). 


解 . 

Ca) (VOY (AG) VBO)) 
= (vA)(A()V (Vy)BO)) (量词 辖 域 收缩 等 值 式 ) 
=(vVO)AC)V (Vy)BOY) (量词 辖 域 收缩 等 值 式 ) 
= (VO)AW) V (VOB) ( 换 名 规则 ) 

(b) Go 一 BOD) 
= (3o0C4C)VBGCD) (置换 规则 ) 
= (3x)~A()V (3x)B(x) (量词 分 配 等 值 式 ) 
=~(VX)A(X)V (7)B(Y) 〈 德 。 摩 根 律 ) 
=(Vxr)4(00) 一 (Gxz)BCD) (置换 规则 》 


(ce) (VOW)POEO0) = (VW)-POV O00) = (VHPO)V (39)O0) 
(VIPOEO0)) = VHPAIV OO) = (VHPOOV (4y)O0) 

即 (Vx)(3y)(P() 过 80)) 和 (3y)(vVx)(P() 二 8007)) 都 与 同一 个 谓词 公式 等 值 。 

下 面 证 明 例 3.12 (b) 的 两 种 形式 化 描述 等 值 。 

【 例 3.17】 设 Fo 表示 “zx 是 乌鸦 ”G(x, yy) 表示 “x 与 了 一 般 黑 “天 下 乌鸦 一 般 


AN/ 
\®@ 
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黑 ” 可 表示 成 (vO)(Vy)(FQ) 人 FG)=>GG 芒 ， 或 者 -GoGy(ECJAFOJA-GG 功 ) 一 妈 
不 存在 个 体 x、y 都 是 乌鸦 但 不 一 般 黑 ， 下 面 证 明 这 两 个 谓词 公式 是 等 值 的 : 
~) FO AFO) A -GG 1) 

(VF A FO A -GG 功 

= (VIO)(FO A FO NG ») 

= (VF A FONV GC») 

= (VIONFO) FO) SG ») 


3.5 前 束 范 式 


在 命题 巡 辑 中 ， 我 们 研究 过 命题 公式 的 规范 的 、 标 准 的 形式 ， 即 范式 。 在 谓词 逻辑 
中 ， 谓 词 公式 也 有 与 之 相对 应 的 范式 。 

定义 3.13 设 4 为 一 个 谓词 公式 ， 如 果 满 足 

(1) 所 有 量词 都 位 于 该 公式 的 最 左边 。 

(2 ) 所 有 量词 前 都 不 含 否定 词 

(3 ) 量词 的 辖 域 都 延伸 到 整个 公式 的 末端 
则 称 4 为 前 束 范式 《prenex formal form) 

前 束 范式 的 一 般 形式 为 

Qix1 Ox Onxn M(xX1, Xz, ,Xn) 

其 中 Qi:(1 志 i 和 <n) 为 v 或 3，Q1 x 0;x2… Qn xn 称 为 前 束 ，M 为 不 含量 词 的 公式 ， 称 作 公 
式 的 基 式 或 母 式 。 

【 例 3.18】 (v2)(Vy)~(P(Y) 过 O07))、(VX)Gy)RG, yy)、S(x,») 都 是 前 束 范式 , 而 -(Yx)RGe 
攻 和 (Vx)P(x)V (vx)Q(x) 都 不 是 前 束 范式 。 

下 面 给 出 求 前 束 范式 的 基本 方法 : 

(1) 消去 谓词 公式 中 的 联结 词 SS、 心 。 

(2) 将 谓词 公式 中 的 否定 词 ~ 右 移 。 

(3 ) 将 谓词 公式 中 的 量词 左 移 (使 用 量词 分 配 等 值 式 、 量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 )， 
必要 时 将 变 项 改名 。 

【 例 3.19】 求 (v2)PGx,y)<>~(vy)Q(x, yy) 的 前 东 范 式 。 

解 . 可 按 下 述 步骤 实现 : 

(VOPG, y) (VY) ») 

=((VOPG, y=~(Vy)OG, y) A COG, DSOPE JI) (消去 联结 词 属 ) 
(OPE, WV ~(VI)OG IT) A -~(VI OG, WV (VPC ») (消去 联结 词 全 ) 
(~(V2)P(z, y)V ~(V) OGG, 0) A (~~(Vv)OG, v)V (Vw)Pw, y)) ( 换 名 规则 》 
=((32)-PG, y)V (IW)~OG, WO) A (VOG, VV (Vw)Pw, ID (~ 内 移 ) 
=(32)(~P(, y)V ~O(x, 2) A\((vv)OG, v)V (Vw)Pw, y)) 〈 量 词 分 配 等 值 式 ) 
=(32)(~P(z, y)V ~O(x, 5) 人 (YY)CYw)(Oc v)V Pw, y)) (量词 左 移 ) 
= (32)(VV)(Vw)((P(z, y)V ~ 2) A (QR, v)V Pw »))) (量词 左 移 ) 


= (3z)(Vy)(Vw)SG y, 2, v, w) 
注 : 使 用 以 上 步骤 ， 可 求 得 任 一 公式 的 前 束 范式 。 由 于 每 一 步 变 换 都 保持 等 值 性 ， 
所 以 ， 所 得 到 的 前 束 范式 与 原 公式 是 等 值 的 。 这 里 的 S(x,y, z, v, w) 便 是 原 公式 的 母 式 。 
由 于 前 束 中 对 量词 的 次 序 排列 没有 约束 ， 如 (Vv)(vw) 也 可 以 写成 (VYw)(vv)， 以 及 对 
母 式 没有 明确 的 限制 ， 自 然 其 前 束 范式 并 不 唯一 ， 如 上 例 的 前 束 范式 也 可 以 是 
Gz)(Vw)(VvGSGC y, 2, v, w) AP) 
其 中 可 以 是 任 一 不 含量 词 的 普遍 有 效 的 公式 。 
事实 上 ， 有 如 下 定理 。 
定理 3.12 前 束 范式 存在 定理 ) 任 一 谓词 公式 都 存在 与 之 等 值 的 前 束 范式 ， 但 其 
前 束 范式 并 不 唯一 。 
【 例 3.20】 求 下列 公 式 的 前 束 范式 。 
(a) (VA)F(x) 人 ~(3x)G(x). 
(b) (GoFoDA~(Yxz)GOD)。 
(Ce) (VDPG 二 (GOG. DVIRG. 2). 
解 . 
(a) (Vx)FoDA~(GxzGOD) 
=(VxFoOA(CVOD~GOD) 
= (CC)A~GGD) (量词 分 配 等 值 式 ) 
(b) (GoFoA~(Yxz)GOoD 
= (FE) A ~GK) 
= (FO) A dy)~GO) ( 换 名 规则 》 
= (4)(3y)F) A~GO)) (量词 辖 域 扩 张 等 值 式 ) 
Cc) (VE)P, yO 一 (Yz)RGC 2)) 
=~(VX)PG, y)V (3)OG, pV (VE)RG, 2)) 
= (3x)~P(x, y)V (Vy) ~OG, pV (v2)RG, 2)) 


= (Go~Pe VV (VY)VE)(~OR, y) V RE, 3) (量词 辖 域 扩张 等 值 式 ) 
= (dW)~Plu, v)V (VY)(~OG, y) V RC, 2)) (代替 规则 、 换 名 规则 ) 
= (GO(YDCVz)CPCo vy) V ~OG, y)V RC, 2)) (量词 辖 域 扩张 等 值 式 ) 


3.6 ”谓词 逻辑 的 推理 


与 命题 逻辑 推理 相同 ， 谓 词 逻辑 推理 也 是 由 某 些 给 定 的 前 提出 发 ， 根 据 一 些 基本 的 
推理 规则 推导 出 相应 结论 的 过 程 ， 因 而 ， 谓 词 逻 辑 推 理 的 形式 与 命题 逻辑 推理 的 形式 是 
一 致 的 。 

在 谓词 逻辑 中 ， 从 前 提 厂 , 三 …, 本 ,出 发 推出 结论 C 的 推理 形式 结构 ， 依 然 采 用 如 
下 的 蕴涵 式 形 式 : 

(AA*…AH) SC 
车 上 式 为 逻辑 有 效 式 ， 则 称 推理 正确 ， 称 C 为 前 提 五 , 瑟 , …, 本 ,的 逻辑 结论 或 有 效 结 
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论 ; 否则 称 推理 不 正确 。 于 是 ， 在 谓词 逻辑 中 判断 推理 是 否 正 确 便 归结 为 判断 上 式 是 否 
为 逻辑 有 效 式 的 问题 。 

由 于 在 谓词 逻辑 中 不 能 使 用 真 值 表 法 ， 又 不 存在 判别 4=>B 是 否 普遍 有 效 的 一 般 方 
法 ， 从 而 使 用 基本 推理 公式 及 推理 规则 是 谓词 逻辑 的 基本 推理 演算 方法 。 

除 命题 逻辑 中 基本 推理 公式 的 代 换 实例 外 ， 还 有 一 些 谓词 逻辑 所 特有 的 、 与 量词 相 
关 的 推理 公式 。 

定理 3.13 (基本 推理 公式 ) 以 下 蕴涵 式 都 是 普遍 有 效 公 式 。 

(a) (vOPC)IV (VOOM Sv)PO)V O00)). 

(b) (GoComAOo) 人 一 GoPoAGzOoD。 

(ce) (Yx)CPC0 一 CO) 一 (VDPOD 一 (Yxz)CCD)。 

(d) (vo)(PW)>O0) PHC)). 

(e) (PAV ION) VIPSON)). 

(CD (VO)PO)EO) SIP OV YO). 

(g) (vO)PO)EON) PE) EI ON)). 

(h) (vO)PE)EO A VCRO) SIPEO RY). 

(iD (VPO) SO AP(O) S00). 

0) (VIVIPE, yOVIPE, y). 

(k) (VP, VI NP »)» 

(D) (VWYPE, yy)PC, y). 

至 此 , 可 以 总 结 一 下 , 两 个 量词 的 公式 有 下 列 8 种 情况 : (Vx)(Vy)P(x, y)、(vVy)(VX)P(x， 
DD) WHAVOPG, y) IIIPE, y)、 (VO)PE, (VIIPE, y)、 WI)P, »)、 
(3x)(3y)P(x, y)。 它 们 之 间 的 关系 等 价 与 缠 涵 关系 如 下 可 参看 图 3.1)。 


(VA)(VY)PG, ») (Vy)(vA)P(x, ») 
9 | 


(vO)PY, ») 9 © (vy)P, y) 


(VAAN)PGE, ») Q O (vA)PG, ») 
OO 二 
Gy)Gx)Peoc y) (opGy)Po,y) 
3.1 定理 3.13 用 图 


定理 3.14 ”以 下 谓词 公式 都 是 普遍 有 效 公式 。 
Ca) (VVIPE, yAVIVOP, »). 

Cb) (VOIPE, WVIPC, y)。 

(Cc) (VOPE, VV PC, »). 

Cd) VOPE, VV)PE »)。 

Me) FHPE, SVIP »). 

(DD IWPE, WPE »). 
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(g) (VP DW PC, y). 
(h) (WIPE, VAP, 人。 
在 图 3.1 中 未 出 现 的 有 向 边 表示 两 者 之 间 没 有 必然 联系 。 
例如 ， 假 设 论 域 D 限定 为 正 整 数 集合 ， 解 释 1 中 谓词 P(x, ») 表 示 x=y， 解 释 2 中 谓 
词 P(x,y) 表 示 xxy=y， 解 释 3 中 谓词 P(x, y) 表 示 x>y， 解 释 4 中 谓词 P(x, 人 表示 x 和 7。 
那么 在 解释 1 下 命题 (vx)(3y)P(x,y) 为 真 ， 命 题 (4x)(vVy)P(x, yy) 为 假 。 
在 解释 2 下 命题 (vx)(3y)P(x, yy) 为 假 ， 命 题 (3x)(vVy)P(x, y) 为 真 。 
在 解释 3 下 命题 (3y)(vx)P(x,y) 为 真 ， 命 题 (3x)(vVy)PG, y) 为 假 。 
在 解释 4 下 命题 (3y)(vx)P(x, yy) 为 假 ， 命 题 (3x)(Vy)PG, y) 为 真 。 
而 谓词 逻辑 所 使 用 的 推理 规则 除 命题 逻辑 的 推理 演算 中 用 到 的 6 条 基本 推理 规则 
外 ， 还 包括 4 条 有 关 量 词 的 消去 和 引入 规则 。 
(a) 全 称 量 词 消去 规则 (Universal Specification, US)， 也 称 作 全 称 举 例 规则 : 
(VDP() 坟 PGE) 或 (v2D)PC) 坟 P(a) 
其 中 y 是 论 域 中 的 任 一 个 体 。 意 指 如 果 所 有 的 xeD 都 具有 性 质 P， 那 么 DD 中 任 一 个 体 y 
或 特定 个 体 a 必 具有 性 质 P。 
该 规则 使 用 的 条 件 如 下 : 
(1) 第 一 式 中 ， 取 代 x 的 y 应 为 任意 的 不 在 P(x) 中 约束 出 现 的 个 体 变 项 。 
(2) 第 二 式 中 ，a 为 任意 个 体 常 项 。 
(3) 用 y 或 a 去 取代 P(x) 中 自由 出 现 的 x 时 ， 必 须 对 x 的 所 有 自由 出 现 进行 取代 。 
(b) 全 称 量词 引入 规则 (Universal Generalization, UG)， 也 称 作 全 称 推广 规则 : 
PO) 一 (Yx)PGCD 
其 中 y 是 论 域 中 任 一 个 体 。 意 指 如 果 任 一 个 体 yeD 都 具有 性 质 P， 那 么 D 中 所 有 个 体 x 
都 具有 性 质 P。 
该 规则 使 用 的 条 件 如 下 : 
(1) 无 论 PO) 中 自由 出 现 的 个 体 变 项 y 取 何 值 ，PO) 应 该 均 为 真 。 
(2) 取代 自由 出 现 的 y 的 x 不 能 在 PO) 中 约束 出 现 。 
(c) 存在 量词 消去 规则 (Existential Specification, ES)， 也 称 作 存在 举例 规则 : 
(xzPeo) 一 Po) 
其 中 a 是 论 域 中 的 一 个 个 体 常 项 。 意 指 如 果 论 域 D 中 存在 某 个 体 具有 性 质 P， 那 么 必 有 
特定 个 体 a 具有 该 性 质 P。 
该 规则 使 用 的 条 件 如 下 : 
(1) a 是 使 P 为 真 的 特定 的 个 体 常 项 。 
(2) a 不 能 在 PC) 中 出 现 。 
(3) P() 中 没有 其 他 自由 出 现 的 个 体 变 项 。 
(4) a 在 推导 中 未 曾 使 用 过 。 
(d) 存在 量词 引入 规则 (Existential Generalization, EG)， 也 称 作 存 在 推广 规则 : 
PRO 一 GoPGD 
其 中 a 是 论 域 中 的 一 个 个 体 常 项 。 意 指 如 果 有 个 体 常 项 a 具有 性 质 P, 那么 (3x)P(x) 必 真 。 
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该 规则 使 用 的 条 件 是 如 下 : 

(1) a 是 特定 的 个 体 常 项 。 

(2) 取代 a 的 x 不 能 在 Po 中 出 现 。 

使 用 推理 规则 的 推理 演算 过 程 如 下 : 

(1) 将 以 自然 语句 表示 的 推理 问题 形式 化 ， 转 换 为 谓词 公式 。 

(2) 若 不 能 直接 使 用 基本 的 推理 公式 则 消去 量词 。 

(3) 在 无 量词 下 使 用 规则 和 公式 进行 推理 。 

(4) 引入 量词 ， 得 到 相应 结论 。 

而 且 ， 在 谓词 逻辑 的 推理 过 程 中 要 特别 注意 如 下 两 点 : 

(1) 在 对 带 量词 的 谓词 公式 进行 推理 证 明 时 ， 在 既 需 要 消去 存在 量词 又 需要 消去 全 
称 量词 时 ， 一 般 要 先 使 用 存在 量词 消去 规则 ， 再 使 用 全 称 量词 消去 规则 。 

(2) 使 用 US、UG、ES、EG 规则 时 ， 量 词 的 辖 域 都 必须 延伸 到 整个 公式 的 末端 。 
换言之 ， 在 含有 多 个 量词 的 谓词 推理 中 ， 使 用 消去 规则 应 该 按照 从 左 到 右 的 顺序 ， 而 引 
入 规则 的 使 用 应 该 按照 从 右 到 左 的 顺序 。 

【 例 3.21】 分 析 下 述 推理 的 正确 性 。 


(a) (1) (YaGy)GG. y) (前 提 引 入 ) 
(2) (3y)G0y, ») (全 称 量词 消去 ) 
(b) (1) (3x)G(x, y) (对 任意 给 定 的 y 都 成 立 ) 
(2) (VOWG, 7) (全 称 量词 引入 ) 
(c) (1) (4x)O() (前 提 引 入 ) 
(2) (3x)~QO(x) (前 提 引 入 ) 
(3) O(a) ((1) 存在 量词 消去 ) 
(4) ~Q(a) ((2) 存在 量词 消去 ) 
(5) QO(a) 人 \~Q(a) ((3) (4) 合 取 ) 
(6) (3x)(O() A~O0)) (存在 量词 引入 ) 
(d) (1) (vx)(3y)G(x, »y) (前 提 引 入 ) 
(2) (3y)GGx, y) (全 称 量词 消去 ) 
(3) G(x, a) (存在 量词 消去 ) 
(4) (Vx)G(x, a) (全 称 量词 引入 ) 
(5) (VVOGE, ») (存在 量词 引入 ) 


解 . 在 下 面 的 讨论 中 都 假定 论 域 是 整数 集 ， 谓 词 Co 表示 “x 是 偶数 ”G(x, y) 表 示 


« » 


(a) 前 提 (1) 意 为 "对 于 任 一 个 整数 而 言 ， 都 存在 比 它 小 的 整数 "， 它 是 真 命题 ， 但 
是 结论 (2) 意 为 “存在 整数 y， 使 得 J>y7”， 是 假 命题 ， 这 个 推理 是 不 正确 的 。 问 题 在 于 
(2) 违反 了 全 称 量词 消去 规则 的 使 用 条 件 1)， 使 用 了 约束 变 项 y 取代 x。 

(b) 结论 (2) 明显 不 正确 ， 事 实 上 (2) 已 经 不 是 谓词 公式 了 。 问 题 在 于 〈2) 违反 
了 全 称 量词 引入 规则 的 使 用 条 件 (2)， 使 用 了 约束 变 项 x 取代 y。 
(c) 前 提 (1) 和 (2) 意 为 “存在 一 个 偶数 ”及 “存在 一 个 不 是 偶数 的 整数 ”， 都 是 


>y 
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真 命题 ， 但 是 结论 (6) 明显 是 假 命 题 ， 因 此 这 个 推理 是 不 正确 的 。 问 题 在 于 (4) 违反 
了 存在 量词 消去 规则 的 使 用 条 件 (4)， 使 用 了 在 推导 中 曾 使 用 过 的 a。 

(d) 前 提 (1) 意 为 “对 于 任 一 个 整数 而 言 ， 都 存在 比 它 小 的 整数 ”， 它 是 真 命题 ， 
结论 (5) 意 为 “存在 一 个 整数 ， 满 足 任何 整数 都 大 于 它 ” 是 假 命题 ， 推 理 不 正确 。 问 
题 在 于 (3) 违反 了 存在 量词 消去 规则 的 使 用 条 件 (3)，(3y) 的 辖 域 G(x, y) 中 存在 自由 变 
项 x。 

下 面 从 语义 上 来 解释 这 个 错误 推理 的 原因 : (vx)(3y)G(x, y) 推 演出 (3y)G(x, y)， 继 而 
推演 出 G(x, a)， 但 不 能 再 推演 出 (vx)G(x, a)。 因 为 推演 出 的 G(x, aq) 成 立时 ， 个 体 a 是 依 
赖 于 x 的， 不 是 所 有 的 x 对 同一 个 a 都 有 G(x, a) 成立， 于 是 不 能 再 推演 出 (Vx)G(x, a)。 

【 例 3.22】 分 析 下 述 推 理 的 正确 性 。 


(1) (VAPO) S000) (前 提 引 入 ) 

(2) (GoPGo (前 提 引 入 ) 

(3) P(O=0(0) ((1) 全 称 量词 消去 ) 
(4) P(O ((2) 存在 量词 消去 ) 
(5) OU ((3) (4) 假 言 推理 ) 
(6) (3x)00) (存在 量词 引入 ) 


解 . 由 前 提 (1) 和 “2) 得 到 结论 (6) 是 一 个 正确 推理 ， 整 个 推理 过 程 从 表面 上 看 
也 是 正确 的 。 但 是 仔细 分 析 一 下 会 发 现 ， 步骤 (4) 违反 了 存在 量词 消去 规则 的 使 用 条 件 
(4)， 使 用 了 在 推导 中 曾 使 用 过 的 c。 从 语义 上 讲 ， 步 骤 (3) 中 的 c 可 以 为 任意 个 体 常 
项 ， 不 见得 就 恰恰 是 使 P 为 真 的 特定 的 个 体 常 项 ， 因 此 步骤 (4) 不 一 定 成 立 。 
实际 上 ， 只 要 把 步骤 (3) 和 步骤 (4) 的 次 序 调换 一 下 ， 就 得 到 了 正确 的 推理 过 程 。 
这 也 就 是 前 面 强调 的 在 谓词 逻辑 的 推理 过 程 中 要 特别 注意 的 两 点 中 的 第 一 点 一 一 一 般 要 
先 使 用 存在 量词 消去 规则 ， 再 使 用 全 称 量词 消去 规则 。 
【 例 3.23】 构造 下 述 各 推理 的 证 明 : 
(a) 前 提 : (vA)(G(x)V HY)), (Yo)~G() 
结论 : (3x)H(x) 
(b) 前 提 : GmPO) 一 (VzOGoD 
结论 : (v2)CP() 二 800?) 
( 注 : 此 即 定 理 3.13 中 的 基本 推理 公式 (e)。) 
(c) 前 提 : (3)PC) 坟 (VDPE)V OO)SRE), (AO)PC) 
结论 : 3x)GyY)(RC) 八 RG)) 
(d) 前 提 : (v2)(P@) 志 Q(x)) 
结论 : (Vx)PCO) 坟 (v2)E00) 
( 注 : 此 即 定 理 3.13 中 的 基本 推理 公式 (c)。) 


解 . 

(a) (1) (vx)(G(x)V Hx)) (前 提 引 入 ) 
(2) G(a)V Hla) (全 称 量词 消去 ) 
(3) (VD-GGD) (前 提 引 入 ) 
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(4) ~G(a) 

(5) H(a) 

(6) (3x)H(x) 

(1) (GoPoo) 一 (YoOGD) 
(2) (YA)PE)S00) 
(3) (WW)(PO=>00)) 
(4) PG) 一 OO) 

(5) (VO)PC) O00) 


(b 


St 


(é 


WE 


(2) GPa 
(3) (VxjCPoVOG) 一 RD) 

(4) P(O 

(5) P(O)V O(c)=SR(O) 

(6) P(e)V O(c) 

(7) R(O 

(8) (3x)RCY) 

(9) Gy)RO) 

(10) (RARO) 

(11) WR ARO) 

(1) (vo)(P()—>00)) 

(2) Po 二 0OG) 

(3) (VPC 

(4) P(x) 

(5) Ox) 

(6) (vx)O) 

【 例 3.24】 证 明定 理 3.7， 即 

(a) (VEO(VY)AG, y) = (Vy)(VX)AC, »). 
(b) (WAC, y) = VW) AC, y). 
证 明 . 


(d 


(a) 证 明 (YVx)(Vy)4(x,y) 过 (Vy)(VX)4(x,y) 是 逻辑 有 效 式 : 


CD VO)AG YD) 
(2) (Vy)AG,y) 

(3) A(x,y») 

(4) (Vx)A(x,y) 

(5) (vy)(ve)AG, ») 


(1) (PPA)ISVOIPE)V OSRY)) 


(全 称 量词 消去 ) 
((2) (4) 析 取 三 段 论 ) 
(存在 量词 引入 ) 
(前 提 引 入 ) 

((1) 置换 ) 
(全 称 量词 消去 ) 
(全 称 量词 消去 ) 
(全 称 量词 引入 ) 
(前 提 引 入 ) 
(前 提 引 入 ) 

((1) (2) 分 离 ) 
((2) 存在 量词 消去 ) 
((3) 全 称 量词 消去 ) 
((4) 附加 律 ) 

((5) (6) 分 离 ) 
((7) 存在 量词 引入 ) 
((7) 存在 量词 引入 ) 
((8) (9) 合 取 ) 
((10) 置换 ) 
(前 提 引 入 ) 
(全 称 量词 消去 ) 
(附加 前 提 引 入 》 
(全 称 量词 消去 ) 
((2) (4) 分 离 ) 
(全 称 量词 引入 ) 


(前 提 引 入 ) 

((1) 全 称 量词 消去 ) 
((2) 全 称 量词 消去 ) 
((3) 全 称 量词 引入 ) 
((4) 全 称 量词 引入 ) 


类 似 可 证 明 (Vy)(Vx)4(@, y=>(VD)(Vy)4@, 是 逻辑 有 效 式 ， 因 此 (VO)(Vy)4(x, y) = 


(Vy)(VOAG, 了)。 


(b) 的 证 明 类 似 可 得 。 


口 
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【 例 3.25】 在 谓词 逻辑 中 构造 以 下 推理 的 证 明 。 

(a) 所 有 的 人 都 是 要 死 的 ， 苏 格拉 底 是 人 ， 所 以 苏 格 拉 底 是 要 死 的 。 

Cb) 所 有 的 素数 都 是 整数 ， 所 有 的 整数 都 是 有 理 数 ， 所 以 所 有 的 素数 都 是 有 理 数 。 
(c) 有 的 病人 喜欢 所 有 的 医生 ， 没 有 一 个 病人 喜欢 某 一 庸 医 ， 所 以 没有 医生 是 庸 医 。 
(d) 任何 人 如 果 他 喜欢 步行 ， 则 他 就 不 喜欢 乘 汽车 ， 每 个 人 喜欢 乘 汽车 或 者 喜欢 骑 


自行 车 ， 有 的 人 不 喜欢 骑 自 行车 ， 因 此 有 的 人 不 喜欢 步行 。 


解 . 
(a) 将 以 自然 语句 表示 的 推理 问题 形式 化 ， 转 换 为 谓词 公式 。 令 PC 表示 “x 是 人 ”， 


CGOD 表 示 “x 会 死 ” 则 得 到 如 下 推理 形式 : 


前 提 ， (Ya(PG9 一 CCD)，R 苏 格拉 底 ) 
结论 : 2( 苏 格拉 底 ) 


之 后 进行 谓词 逻辑 推理 : 

(1) (vo)(P()—>00)) (前 提 引 入 ) 

(2) P( 苏 格拉 底 )=>Q( 苏 格拉 底 ) (全 称 量词 消去 ) 
(3) P( 苏 格拉 底 ) 〈 前 提 引 入 ) 

(4) Q( 苏 格拉 底 ) ((2) (3) 分 离 ) 


(b) 令 P(x) 表 示 “x 是 素数 ”，QO(x) 表 示 “x 是 整数 ”，R(x) 表 示 “x 是 有 理 数 ”， 得 到 


如 下 推理 形式 : 


前 提 : (vO)(PE)>QO0))， (YO(QO() RO)) 
结论 (V2)(P() 过 RO)) 


之 后 进行 谓词 逻辑 推理 : 

(1) (vo)(P()=>00)) (前 提 引 入 ) 

(2) P(x)—=>0(x) ((1) 全 称 量词 消去 ) 
(3) (vO)(OW) RE)) (前 提 引 入 ) 

(4) OO 一 RGD) ((3) 全 称 量词 消去 ) 
(5) PCO 一 RD ((2) (4) 假 言 三 段 论 ) 
(6) (vo)(PO)SRO)) ((5) 全 称 量词 引入 ) 


(c) 令 PCY) 表示 “x 是 病人 ”，QO(x) 表 示 “x 是 庸 医 ”，D(x) 表 示 “x 是 医生 ”，L(x, y) 


表示 “x 喜欢 y”， 则 得 到 如 下 推理 形式 : 


前 提 : (G39PO)ACINADOSLE DD) (VPINOO SL »))) 
结论 : (YxCDO) 一 -CCD) 


推理 过 程 如 下 : 

(1) POAVIDO ELE, »))) (前 提 引 入 ) 

(2) P(OA(V)CDO) 一 Tc JI) ((1) 全 称 量 词 消 去 ) 
43) (Yo 一 (VD)(COO) 一 -Ze 人 ) (前 提 引 入 ) 

(4) PO)(OW)=~L(c. ») ((3) 全 称 量词 消去 ) 
(5) Po) ((2) 化 简 ) 


(6) (vy) POL ») ((2) 化 简 ) 
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(7) DY)SL(c, y) 

(8) (vy)(O0)—>~L(c.») 
(9) O00)—>~L(c, y) 

(10) L(c,y)—>~00) 
(11) DY)—>~00) 

(12) (Vy)(DO)=~00) 
(13) (Yx)CDO) 僵 ~OCD)) 


((6) 全 称 量词 消去 ) 
((4) (5) 分 离 ) 

((8) 全 称 量词 消去 ) 
((9) 置换 ) 

((7) (10) 假 言 三 段 论 ) 
((11) 全 称 量词 引入 ) 
((12) 换 名 规则 ) 


(d) 令 W(x) 表 示 “x 喜欢 步行 "B(x) 表 示 “x 喜欢 乘 汽车 ”K(x) 表 示 “x 喜欢 骑 自 


行车 ” 则 得 到 如 下 推理 形式 : 
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前 提 : (vO)(WE)S~BC), (VOBCOV KC)), W)CKO) 
结论 : GoOCFeD) 


推理 过 程 如 下 : 
(1) GDCKCD) (前 提 引 入 ) 
(2) ~KO ((1) 存在 量词 消去 ) 


(3) (VCBCDIVKGCD) (前 提 引 入 ) 

(4) B(c)VK(c) ((3) 全 称 量词 消去 ) 
(5) BO ((2) (4) 析 取 三 段 论 ) 
(6) (V(FOD 一 ~BCD) (前 提 引 入 ) 

(7) We)=~B(c) ((6) 全 称 量词 消去 ) 
(8) ~Jo) ((5) (7) 拒 取 式 ) 
(9) (3o(~TFD) ((8) 存在 量词 引入 ) 


将 下 列 命题 用 0 元 谓词 表示 。 

(a) 天 安 门 位 于 北京 。 

(b) 小 李 不 是 教师 ， 而 是 运动 员 。 

(c) 苗 苗 非常 聪明 和 美丽 。 

(d) x 和 e 都 是 无 理 数 。 

(e) 俞 伯 牙 和 钟 子 期 是 好 朋友 。 

(f) c 属于 集合 4 或 者 集合 B。 

(g) 乐 乐 既 熟 悉 C++ 语言 ， 又 熟悉 Java 语言 。 

(h) 鱼 我 所 欲 也 ， 熊 掌 亦 我 所 欲 也 。 

(i) 3 大 于 2，4 大 于 3， 所 以 4 大 于 2。 

令 谓 词 Odd(x) 表 示 “x 是 奇数 ”，Even(x) 表 示 “x 是 偶数 ” Prime(x) 表 示 “x 是 素数 ”， 
Equal(x, y) 表 示 “x=y”，Greater(x, y) 表 示 “x>y”。 将 以 下 各 式 译 为 汉语 ， 并 判断 其 
真 值 。 

(a) Prime(6)。 
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(b) (YaoO-OddCD。 

(¢) (Gx)Greater(S,2)。 

(d) (vx)(3y)(Greater(y, x) 八 Prime(y)). 

(e) (AW)(3y)(Equal(x, y+2) 八 Prime(x) 人 Prime(y)). 

(f) (Vx)(vVy)(V2)((Equal(z, x+y) 人 Odd(x) 八 Odd(y))—>Even(:)). 

令 谓 词 Odd(x) 表 示 “x 是 奇数 ”，Even(x) 表 示 “x 是 偶数 ”，Prime(x) 表 示 “x 是 素数 ”， 
Equal(x, yy) 表示 “x=y” Greater(x, y) 表 示 “x>y”。 利 用 谓词 公式 翻译 下 列 命 题 。 
(a) 有 不 是 奇数 的 素数 。 

(b) 存在 奇数 x、y 和 偶数 z 使 得 x 与 y 的 和 大 于 x 与 2 的 和 。 

(c) 对 于 任意 的 整数 x、y， 存 在 整数 z 使 得 x+z=y。 

(d) 存在 大 于 10 000 的 偶数 。 

(e) 没有 最 大 的 素数 。 

(f) 存在 介 于 2 和 6 之 间 的 整数 。 

(g) 只 存在 唯一 的 奇数 1。 

将 下 列 命 题 用 谓词 表示 出 来 ， 使 用 全 总 个 体 域 。 

(a) 人 都 生活 在 地 球 上 。 

(b) 有 的 人 长 着 金色 头发 。 

(c) 并 不 是 所 有 的 实数 都 能 表示 成 分 数 。 

(d) 没有 能 表示 成 分 数 的 无 理 数 。 

(e) 任意 的 偶数 x 与 ?都 有 大 于 ]1 的 公 因子 。 

(f) 存在 奇数 x 与 ?， 它 们 没有 大 于 1 的 公 因子 。 

(g) 说 所 有 乌龟 比 所 有 兔子 跑 得 都 快 是 不 对 的 。 

Ch) 说 有 的 乌龟 比 所 有 兔子 跑 得 都 快 是 正确 的 。 

Ci) 一 切 反 动 派 都 是 纸老虎 。 

(J) 没有 不 透风 的 墙 。 

(k) 有 位 老师 又 可 爱 又 聪明 。 

(1) 人 固有 一 死 ， 或 轻 于 鸿毛 ， 或 重 于 泰山 。 

(m) 尽管 有 些 人 是 勤奋 的 ， 但 并 非 所 有 人 都 勤奋 。 

(Cn) 不 存在 又 不 好 好 学 习 又 能 拿 到 好 成 绩 的 学 生 。 

(0) 直线 a 和 4b 平行 当 且 仅 当 4a 与 5 不 相交 。 

(p) 所 有 老师 和 有 些 学 生 总 是 准时 到 达 教室 。 

(q) 只 有 一 个 北京 。 

Cr) 世界 上 没有 两 个 完全 一 样 的 鸡蛋 。 
(s) 不 是 所 有 人 都 一 样 高 。 

(t) 任何 金属 都 可 以 溶解 在 某 种 液体 中 。 
(u) 有 一 种 液体 可 以 溶化 任何 金属 。 
(Vv) 凡 世 间 事 ， 预 则 立 ， 不 预 则 废 。 
(w) 凡是 敌人 赞同 的 我 们 就 要 反对 ， 凡 是 敌人 反对 的 我 们 就 要 赞同 。 
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(x) 凡 对 顶 角 都 相等 ， 但 是 相等 的 两 个 角 未 必 都 是 对 项 角 。 
(y) 不 是 所 有 的 男生 都 比 任何 一 名 女生 成 绩 好 ， 但 是 至 少 有 一 名 男生 成 绩 超过 所 有 
女生 。 
(z) 过 平面 上 两 相 异 点 ， 有 且 仅 有 一 条 直线 。 
假设 论 域 是 实数 集 ，{f(x)} 是 一 个 函数 序列 , f(x) 为 一 个 函数 , 将 函数 序列 {f(x)} 
在 区 间 (a,5) 内 收敛 于 f(x) 的 定义 “对 任意 s>0,xe(a,b) 都 存在 正 整 数 N， 使 得 对 任 
意 n>N 有 |f(x) 一 (x)|<s ”翻译 为 谓词 公式 。 
假设 论 域 是 实数 集 ，{f(x)} 是 一 个 函数 序列 , f(x) 为 一 个 函数 , 将 函数 序列 {f(x)} 
在 区 间 (a,5) 内 一 致 收敛 于 了 (x) 的 定义 “对 任意 as>0， 都 存在 正 整数 W， 使 得 n>N 时 
对 所 有 xe(a， 2 有 | 帮 Go 一 大 CO < ”翻译 为 谓词 公式 。 
给 定 解释 7 为: 给 定论 域 D=Z ,f(x,y)=xty， 谓 词 F(x,y) 表 示 x=y，a=2。 求 下 列 各 
公式 在 解释 了 下 的 真 值 。 
(a) (3X)FO (x, x), a)。 
(b) (vOFG (x, a), x)。 
Cc) (VCV)GEUGC ao) 一 FUO a), *)). 
(Cd) (Yx(V7)Gz)FU Ce ,3)。 
(e) (Gx)(YV7)(Vz)FUO。 2), *)。 
试 给 出 解释 了 使 得 在 解释 了 下 (vx)(P(x)=>QO()) 和 (vx)(P(X) 八 O()) 具 有 不 同 的 真 值 。 
试 给 出 解释 了 使 得 在 解释 了 下 (3x)(O(x) 八 P(x)) 和 (Gx)(O(x) 过 P(x)) 具 有 不 同 的 真 值 。 
指出 下 述 公 式 的 指导 变 项 、 辖 域 、 自 由 变 项 和 约束 变 项 。 
(a) (Vx)(P() AN OW) NIN)RO). 
(b) (HNPE) RE, »)). 
Cc) (A)PAA VI DO SLE, y))). 
(d) (AFA)EGO)EWIA LC. y, 5)。 
(e) (Vx)P(x, y, 2)V ((3W)O, Wu)S (3w)O0, w))。 
证 明 以 下 两 个 公式 都 不 是 逻辑 有 效 式 。 
(a) (Vx)(P(X)V OC))S(VOPE)V (VA) ON). 
(b) (0)PO) A OW PY A OW) 
判断 下 列 公式 的 类 型 ， 是 普遍 有 效 的 给 出 证 明 ， 不 是 普遍 有 效 的 举 出 反例 。 
Ca) (Yxz)POD) 一 (Yx)PeD)V(GD)GO))。 
(b) (GoOPo) 一 GOc0) 全 Go 一 CCD)。 
Cc) (VP 一 (YoPCD)。 
(Cd) ~-((vVIAW SB Nx)BO). 
(e) (VIPC, VWIPC, 人。 
将 公式 (vx)(PQ() 过 Ox, IJ) 人 ARGC yp) 中 的 约 东 变 项 改名 ， 判 断 以 下 结果 哪个 是 正 
确 的 : (vy)(P0)>Q@, ARG »), (VIPOSOG, PARG, y), (va)PE) SO 
y)ARG, y) 
设 个 体 域 为 {a, b,c}， 试 消去 下 列 命题 中 的 量词 。 
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(a) (YVzPCooD) 一 Go)OGoD)。 

(b) (PO)V (Vy)O0)). 

(ce) (YV)GmOECc y). 
3.15 ”将 下 列 公式 化 为 与 之 等 值 的 公式 ， 使 其 没有 既是 约束 出 现 又 是 自由 出 现 的 个 体 变 

项 符号 

(a) (VE)PG, y)V (3y)QOC. y. 7) 

(b) (VOPE, y)V (4p)Q, y, 7) 

(Cc) VPOISRE, LG, ») 

(d) (PG, WVy)OG, VIRE, 了 )。 
3.16 设 4() 是 含 x 自由 出 现 的 公式 ， 谓 词 公式 B 中 不 含 x 的 出 现 ， 证 明 : 

(a) (vx)(4(x)=>B)(3x)4() SB.。 

(b) God 一 DB)=(Vz40) 一 B。 

(c) (Vm)(B 一 4(00D))=B 一 (Vx)4C0D)。 

(d) (3x)(B—>A(x))=B=(37)A(Y). 
3.17 证明 下 列 各 等 值 式 。 

(a) (3AW A BO A A I) BY). 

(b) ~(GxGdeDJAFeCYOCD 一 ~FoD)。 

(Ce) (VCVJCPOJ 一 OO)=GnPGJ 一 (VD)00)。 

(d) GV)PO) SO0)(V)PE) SN)O0). 

Ce) ~(VIANPGD)V OG) A ROG)V SGI)) 

=3)VINPEDV OF) SRGD) A Sey)) 

CD -VAIS ANDALE A~He.2), 

(g) GINPES) SO V REA) S52) 
=((VAVAPES) SI OCD V VIDROD) SE S02)). 
((VIPOIA VO A IR V (VPOE) A VIO A I)SO)) 
=(VX)(PO) A OM) A IR VSCD)。 

4 IPOV DP A IG PEO) A PY)). 
3.18 ”以 下 哪个 公式 与 (Vx)(4(x)4B(x)) 等 值 ? 

(VIA VIIBO), VIAITIIBO), AN YB), WA TB 
3.19 将 下 列 公式 化 为 等 价 的 前 束 范式 。 

(a) (VODFGO) 一 (Gxz)GCD)。 

(b) (Gx)Foo) 一 (YVx)GGCD)。 

(c) (Yo 一 GOc. 7)。 

(d) (YmDFeoc) 一 (也 )GO)) 一 (Yxz)ErcD)。 

(e) ~((vVx)(3y)P(a, x, y) 人 \ (Vx)O, D)) 一 ROD)。 

(f) (4x)Px, y) (Vz)O(). 

(g) (VVINVIPE, y, 2 NIWOG, Ww) w))). 

(h) VIPSINAPO ECOWEEN V (VPE))). 


(h 
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3.20 ”假定 论 域 是 整数 集 ， 谓 词 Po 表示 “x 是 4 的 倍数 ”，CGoD) 表 示 “x 是 2 的 倍数 ”， 
G(x, 表示 “x>y”。 判断 下 述 推理 是 否 正 确 ， 如 果 不 正 确 ， 请 指出 错误 的 原因 。 


3:21 


(a) (1) GoGG. 5) 
(2) GG3, 5) 
(b) (1) (3x)G(x, a) 
(2) Gla, a) 
(e) CLY (IGG, a) 
(2) (3x)(37)G, x) 
(d) (1) (vA)P()—>00)) 
(2) P(4)=003) 
(ey (1) (VDPOSOW 
(2) PO)—=00) 
(f) (1) Po) 一 OO) 
2) (WPA) 
(g) (1) (YoGyGG y) 
(2) (3y)G(z, y) 
(3) Gz, 5) 
(4) (Vz)G(z, b) 
(5) G(b, b) 
(6) (Vx)G(x, x) 
利用 推理 规则 作 推理 演算 ， 构 造 以 下 推理 形式 的 证 明 。 
(a) 前提: (vx)(~P() 志 80)), (Ya)~CGD 
结论 : P(a) 
(b) 前 提 : (Vx)(P(x) 志 0) 
结论 : (vx)P() 志 0 
(c) 前提: (YX)(P()V QO)), (VO) (Ot) SS~RO)) 
结论 : (3X)(R() 过 P(X)) 
(d) 前 提 : (vO)(PE) 坟 (OC) 人 RE))), (GO)(PCO A SE)) 
结论 : (3X)(RGC) 八 S(x)) 
(e) 前提: (VD)PG,y) 
结论 : (vO)Gy)G3z)(PGx, 7) 信 PG, z)) 
(f) 前 提 : (Vvx)P()V (vA)O() 
结论 : (vO)(PC)V O09) 
(g) 前 提 : (v2)(G() 坟 HW))，~(30)(FO) A HY)) 
结论 : GODFo 全 Go-GOD 
(h) 前 提 : (Yo 一 MD) 
结论 : (Ya(Y)GODIANe MO A Na, ») 
(i) 前 提 : (Vx)(P()V QO) 


(前 提 引 入 ) 
存在 量词 消去 ) 
前 提 引 入 ) 
存在 量词 消去 ) 
前 提 引 入 ) 
存在 量词 引入 ) 
前 提 引 入 ) 
全 称 量词 消去 ) 
前 提 引 入 ) 
全 称 量词 消去 ) 
前 提 引 入 ) 
存在 量词 引入 ) 
(前 提 引 入 ) 
(全 称 量词 消去 ) 
(存在 量词 消去 ) 
(全 称 量词 引入 ) 
(全 称 量词 消去 ) 
(全 称 量词 引入 ) 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
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结论 : (v2)P()V (3x)E() 
3.22 ”在 谓词 逻辑 中 构造 以 下 推理 的 证 明 。 
(a) 大 熊猫 都 产 在 中 国 ， 欢 欢 是 大 熊猫 ， 所 以 ， 欢 欢 产 在 中 国 。 
(b) 所 有 的 狮子 都 是 凶猛 动物 ， 有些 狮子 不 喝 咖 啡 ,所 以 有 些 凶 猛 动物 不 喝 咖啡 。 
(c) 所 有 叫 得 好 听 的 鸟 都 是 色彩 鲜艳 的 ， 没 有 大 鸟 以 蜂蜜 为 主食 ， 不 以 蜂蜜 为 主 
食 的 乌 色 彩 是 暗淡 的 ， 所 以 叫 得 好 听 的 鸟 是 小 鸟 。 
(d) 每 个 不 努力 的 学 生 都 考 不 上 研究 生 ， 小 王 考 上 了 研究 生 ， 因 此 小 王 如 果 是 学 
生 就 一 定 是 努力 的 学 生 。 
(e) 学 院 的 学 生 不 是 本 科 生 就 是 研究 生 ， 有 的 学 生 是 高 才 生 ， 乐 乐 不 是 研究 生 但 
是 高 才 生 ， 从 而 如 果 乐 乐 是 学 院 的 学 生 必定 是 本 科 生 。 
(f) 除了 汤 勺 以 外 我 没有 一 样 东 西 是 不 锈 钢 做 的 ， 你 送 给 我 的 礼物 都 是 有 用 的 ， 
我 的 汤 勺 没 用 ， 所 以 你 送 给 我 的 礼物 不 是 不 锈 钢 做 的 。 
(g) 每 个 喜欢 吃素 的 人 都 不 喜欢 吃 肉 ， 每 个 人 或 者 喜欢 吃 肉 或 者 喜欢 吃 青菜 ， 有 
的 人 不 喜欢 吃 青菜 ， 所 以 有 的 人 不 喜欢 吃素 。 
(h) 每 个 程序 员 都 编写 过 程序 ， 木 马 是 一 种 程序 ， 有 的 程序 员 没有 编写 过 木马 ， 
因此 有 些 程序 不 是 木马 。 
(i) 书柜 里 面 的 每 本 书 都 是 名 作 ， 写 出 名 作 的 人 是 天 才 ， 某 个 不 出 名 的 人 写 的 书 在 
书柜 里 ， 因 此 某 个 不 出 名 的 人 是 天 才 。 
0) 不 存在 不 能 表示 成 分 数 的 有 理 数 ， 无 理 数 都 不 能 表示 成 分 数 。 所 以 ,无 理 数 都 
不 是 有 理 数 。 
(k) 有 理 数 和 无 理 数 都 是 实数 ， 虚 数 不 是 实数 。 因 此 ， 虚 数 既 不 是 有 理 数 也 不 是 
无 理 数 。 


“关系 ”是 一 个 基本 而 且 普 遍 的 概念 , 例如 实数 之 间 存 在 相等 关系 和 小 于 关系 , 集合 
的 子 集 之 间 存 在 相等 关系 和 包含 关系 ， 在 学 生 和 课程 之 间 存 在 选课 关系 ， 比 赛 双方 间 存 
在 胜 负 关系 ， 人 与 人 之 间 存 在 朋友 关系 ， 等 等 。 

关系 理论 的 产生 可 追溯 到 1914 年 ， 最 早出 现在 豪 斯 多 夫 (Hausdorff，1868 一 1942) 
的 名 著 Grundziige der Mengenlehre (英语 译文 为 Basics of Set Theory，1914) 的 序 型 理 
论 中 。 

本 章 主 要 介绍 关系 的 定义 、 关 系 的 表示 方法 、 关 系 的 运算 、 关 系 的 性 质 、 关 系 的 闭 
包 、 等 价 关 系 和 集合 的 划分 、 相 容 关系 与 集合 的 覆盖 以 及 关系 在 计算 机 中 的 表示 方法 。 


4.1 关系 及 其 表示 


4.1.1 有 序 对 与 笛 卡 儿 积 


例如 , 4 名 学 生 { 张 , 白 , 宋 , 方 } 有 3 门 课程 {离散 数学 , 数据 结构 , 计算 机 网 络 } 可 供 
选择 ， 可 以 使 用 什么 样 的 数学 结构 来 表示 学 生 选 课 的 情况 ? 集合 可 能 是 一 个 选择 ， 例 如 
{ 张 ， 离散 数学 }。 

再 考虑 另 一 个 问题 : 他 们 4 人 进行 单 循环 羽毛 球赛 ， 希 望 使 用 一 种 数学 结构 来 表示 
各 场 比赛 的 胜 负 关系 。 如 果 使 用 集合 ， 由 于 各 个 元 素 是 无 序 的 ， 因 此 { 白 , 方 } 和 { 方 , 白 } 
事实 上 是 同一 个 集合 ， 表 示 的 是 参与 比赛 的 双方 ， 而 无 法 体现 出 胜 负 关系 。 

所 以 ， 需 要 在 数学 结构 中 体现 出 序 (order)。 

定义 4.1 由 两 个 对 象 a、b 按照 一 定 次 序 组 成 的 二 元 组 称 为 一 个 有 序 对 或 序 偶 
(ordered pair)， 记 作 (a, b),， 其 中 4a 是 它 的 第 一 元 素 或 第 一 坐标 , b 是 它 的 第 二 元 素 或 第 
二 坐标 。 

【 例 4.1】 在 平面 直角 坐标 系 上 ， 每 一 个 点 的 坐标 〈 例 如 (3.-4)) 就 是 一 个 有 序 对 。 

注 : (a) 与 集合 不 同 ， 有 序 对 的 元 素 要 考虑 先后 次 序 ， 即 通常 (a, b)z(b, a)。 

(b) 有 序 对 (a, 5b) 和 (c, 四 相等 当 且 仅 当 a=c 且 b=q。 

(c) 有 序 对 (a, 5b) 中 的 两 元 素 可 以 来 自 同一 集合 ， 也 可 以 来 自 不 同 的 集合 ， 若 干 个 有 
序 对 也 可 以 组 成 集合 。 

【 例 4.2】 已 知 (2,x+5)=(3y-4,y)， 求 x、y。 

解 . 解 方 程 3y-4=2, x+5= 得 到 y=2, x 一 3。 
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定义 4.2 设 4、 妃 为 两 个 集合 ， 定 义 它 们 的 笛 卡 儿 积 (Cartesian product ) 4xB 为 
AxB={(a,b)laeA EbeB} 
它 也 称 作 直 积 (direct product)。 
简 言 之 , 集合 4 和 B 的 笛 卡 儿 积 即 为 4 的 所 有 元 素 和 B 的 所 有 元 素 两 两 组 成 的 所 有 
有 序 对 的 集合 。 
笛 卡 儿 积 具 有 如 下 性 质 : 
(a) 车 4 或 B 中 有 一 个 为 空 集 ， 则 4xB 就 是 空 集 ， 即 4xC=CxB=G。 
(b) 第 卡 儿 积 不 满足 交换 律 ， 即 一 般 来 讲 4xB#zBx4。 
【 例 4.3】 平面 直角 坐标 系 就 是 笛 卡 儿 积 良 x 民 ， 这 也 是 这 个 定义 命名 的 来 历 。 
【 例 4.4】 已 知 集合 4={0, 1}, B={a, b,c}, C= 名 ,计算 4xB,，Bx4, AxC, 4x 有 (4)。 
解 . AxB= {(0,a), (0,b), (0,0), (1,4), (1,5), (1,0)} 
Bx4 = {(a,0), (b,0), (c.0), (a,1), (6,1), (c,1)} 
4xC= 纪 
AxFA) = {(0, @), (0, {0}), (0, {1}), (0, {0,1}), (1, @), (1, (0 (1, 1 (1, {0,1})} 
【 例 4.5】  { 张 , 白 , 宋 , 方 }x{ 离 散 数学 , 数据 结构 , 计算 机 网 络 }={( 张 , 离散 数学 ), 
( 张 , 数据 结构 ), ( 张 , 计算 机 网 络 ), ( 白 , 离散 数学 ), ( 白 , 数据 结构 ), ( 白 , 计算 机 网 络 ), ( 宋 ， 
离散 数学 ), ( 宋 , 数据 结构 ), ( 宋 , 计算 机 网 络 ), ( 方 , 离散 数学 ), ( 方 , 数据 结构 ), ( 方 , 计算 
机 网 络 )}， 表 示 所 有 可 能 的 选课 情况 。 
定理 4.1 若 4、B 都 是 有 限 集 ， 则 4xB 也 是 有 限 集 ， 且 |4xB|=|4|x|B|。 
证 明 . 假设 4|=m, |B|=n, 根据 负 卡 儿 积 的 定义 ,考虑 4xB 中 的 每 一 个 元 素 (a, 5) 的 产 
生 方式 : 第 一 元 素 有 m 种 选择 ， 而 第 二 元 素 有 n 种 选择 ， 由 乘法 原理 得 到 有 序 对 共 mX 
人 口 
定理 4.2 第 卡 儿 积 对 于 并 或 交 运 算 满 足 分 配 律 ， 即 车 4、B、C 都 是 集合 ， 则 
(a) Ax(BNC) = (4xB)nCdxC)。 
(b) Ax(BUO = (dxB)UCxC)。 
(c) (BnCx4= (Bxd)m(Cxd)。 
(d) (BUCx4= (BxA)U (CxA). 
证 明 . 
(a) 假设 (x,y)e4x(B8NC)， 则 xe4，yeBNC， 由 交集 的 定义 有 yeB 且 yeEC。 于 是 (x， 
e(4xB) 目 (x, y)e(4xC)， 即 (x,y)e(4xB)N(4xC)， 继 而 得 到 4x(BNOc(4xB)N(4xC)。 
反 过 来 , 假设 (x, y)e(4xB)NM(4xO), 则 (x, y)eAxB B(x, y)eAdxC, BT xed, yeB HyeC, 
1 交集 的 定义 有 yeBNC， 于 是 (x, y)e4x(BNC)， 继 而 有 (4xB)N(4xC)c4x(BNC)。 
故 : 4x(BnC) = (4xB)N(4xCO)。 
(b) ~ (d) 的 证 明 与 之 类 似 。 口 
对 于 笛 卡 儿 积 的 概念 可 以 进一步 推广 。 
定义 4.3 m 个 集合 41, 42, …, Am 的 笛 卡 儿 积 定义 为 
A1xA2x***xAn{(a1, 92,°%*, Am) | aiEAi, =1, 2, *…, m} 
它 的 元 素 (q1, 4q2,…, am) 称 为 一 个 有 序 m 元 组 ,或 简称 m 元 组 。 
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注 : 当 41,42,，…, 4m=4 时 ，41x42x…x4m 也 记 作 4"。 
【 例 4.6】 及 x 及 x 及 就 是 空间 直角 坐标 系 ， 其 中 每 一 个 点 都 是 一 个 有 序 3 元 组 。 


4.1.2 ”二 元 关系 的 定义 


实际 的 选课 情况 只 是 笛 卡 儿 积 { 张 , 白 , 宋 , 方 }x{ 离 散 数 学 , 数据 结构 , 计算 机 网 络 } 
的 一 部 分 。 在 羽毛 球 比赛 的 例子 中 ，{ 张 ， 白 , 宋 , 方 }x{ 张 , 白 , 宋 , 方 } 也 不 表示 所 有 场 
次 的 胜 负 关系 。 例 如 不 可 能 出 现 ( 张 , 张 )， 也 不 可 能 同时 出 现 ( 张 , 白 ) 和 ( 白 , 张 )。 
因此 在 笛 卡 儿 积 的 基础 上 还 需要 定义 关系 。 

定义 4.4 假设 4、B 是 集合 ，A4xB 的 子 集 RR 称 为 4 到 B 的 一 个 二 元 关系 ， 简 称 为 
关系 ( relation ). 当 (a, bp)eR 时, 称 a 与 b 具 有 关系 R(aisrelated to bbyR), 记 为 aRb; 
若 (qa, b)gR， 则 称 a 与 b 不 具有 关系 RR 如 果 A=B 则 称 RR 为 4 上 的 一 个 二 元 关系 。 

【 例 4.7】 选课 关系 R= {( 张 ,数据 结构 ). ( 张 ， 离散 数 学 ), ( 白 , 数据 结构 ), ( 方 , 计算 
机 网 络 )}c{ 张 , 白 , 宋 , 方 }x{ 离 散 数学 ， 数 据 结构 ， 计 算 机 网 络 } 。 

【 例 4.8】 单 循 环 羽毛 球赛 的 胜 负 关 系 :{( 张 ， 白 ), ( 宋 , 张 ), ( 张 , 方 ), ( 白 , 宋 ), ( 方 ， 
白 ), ( 宋 , 方 )}。 

【 例 4.9】 设 集合 4={0, 1}, B={1, 2,3}, R={(0, 2)}, Rs=4xB, Rs=@,， Rs={(0, 1)}, 
则 RI、R2、R3、Rs 都 是 从 4 到 B 的 关系 ，Rs 和 R4 也 是 4 上 的 关系 。 

【 例 4.10】 假设 4 是 任 一 个 集合 ， 则 可 定义 如 下 关系 : 

(a) 4 上 的 空 关系 ， 即 空 集 @。 

(b) 4 上 的 恒 等 关系 : Ly={(a, a)laeA}。 

(c) Gd) 上 的 包含 关系 : R={(x,y)lx, ye8C) 且 xcy}。 

【 例 4.11】 假设 4 是 非 零 整数 集 N" 的 任 一 子 集 ， 则 可 以 定义 4 上 的 整除 关系 为 

DG yh yed Hxby} 
假设 B 是 实数 集 恨 的 任 一 子 集 ， 则 可 以 定义 上 的 小 于 或 等 于 关系 为 
La-{(x, yb, yeB HB x<y} 

(类 似 地 ， 可 定义 4 上 的 倍数 关系 以 及 B 上 的 大 于 或 等 于 关系 、 小 于 关系 、 大 于 关 
系 等 。) 

例如 ，4={1,2,3}, 则 De={(1, 1), (1,2), (1 3), (2, 2), (3, 3)}, Le={(1, 1), (1, 2), (1, 3), 
(2, 2), (2, 3), (3, 3)}。 

【 例 4.12】 设 4cZ, nn 为 一 个 正 整 数 ， 则 可 定义 4 上 的 “ 模 n 同 余 ” 关 系 尺 如 下 : 

R={(x,y) |x, yeA Hx=y (mod n)} 


【 例 4.13】 

(a) R={(x,y)lx, ye 民 ,x+4y=2} 代 表 了 平面 直角 坐标 系 中 的 一 条 直线 。 

(b)C={(x, pye 玉 ,Hb 一 1} 是 平面 直角 坐标 系 中 点 的 横 、 纵 坐标 之 间 的 关系 ，C 
中 所 有 点 恰好 构成 坐标 平面 上 的 单位 圆 。 

(c) R={(x, DJ)Pye RR,y>2x, x>0, xty<4} 代 表 了 平面 直角 坐标 系 中 的 一 个 三 角形 (不 
含 边界 )。 

(d) N 上 的 关系 R={(x, py), ye N ,x>0, y>0, x+y<4}={(1, 1), (1, 2), (2, 1)} 表 示 平 面 


育 
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角 坐 标 系 中 的 一 个 三 角形 内 部 的 整 点 。 
定义 4.$ 假设 4、B 是 集合 ，RCA4xB 是 4 到 B 的 一 个 二 元 关系 。 
(a ) 只 的 定义 域 (domain) 为 集合 Dom(R)={alae4, 存在 beB 使 得 (a, b)eR}, 即 R 
中 所 有 有 序 对 的 第 一 元 素 构成 的 集合 。 
(b ) RR 的 值 域 (range) 为 集合 Ran(R)={blbeB, 存在 aeA 使 得 (a,b)eR}， 即 RR 中 所 
有 有 序 对 的 第 二 元 素 构成 的 集合 。 
(c) 对 于 4 中 任 一 元 素 x， 可 定义 x 的 像 集 (image) 为 R(X)={yeBlxRy} 
(d) 对 于 和 4 的 任 一 子 集 41， 可 定义 A1 的 像 集 为 R(41)={yeBlxRy 对 某 xe 41 成 立 }， 
即 R(4)=[JR(z); 且 定 义 R(@)=@ 
xc 
【 例 4.14】 假设 R={(1, 1), (1 2), (1,4 ), (2, 1), (3, 2), (3, 4)} 是 定义 在 集合 4={1, 2, 3, 4} 
上 的 关系 ， 则 : Dom(R)={1, 2, 3}，Ran(R)={1, 2,4}，R(2)={1}，R(3)={2, 4}，R({2, 3}}= 
{1;2;4}s 
定理 4.3 ”假设 4、B 是 集合 ,RS 是 4 到 B 的 二 元 关系 , 若 对 于 所 有 ae4 都 有 R(a)=S(a) 
成 立 ， 则 R=5。 
证 阴 . 对 于 任意 (a, b)eR 有 beR(a)=S(a), 因此 (a, b)eS。 于 是 RCS。 类似 地 可 证 明 SCR， 
从 而 R=5。 口 
定义 4.6 假设 4、B 是 集合 ，RCAxB 是 4 到 B 的 一 个 二 元 关系 ，CcA， 则 定义 关 
系 在 集合 C 上 的 限制 (restriction of Rto C ) 为 集合 {(a,b)|(a,b)eR 且 aeC}, 记 之 为 
Rlc. 
可 以 将 “关系 ”概念 扩展 为 多 元 。 
定义 4.7 假设 A1, 42,…, Am 是 集合 ，A41x42x…xAm 的 子 集 民 称 为 41, 42，…, Am 的 
一 个 m 元 关系 
【 例 4.15】 一 条 学 生 信息 记录 事实 上 就 是 一 个 多 元 关系 , 如 {李白 (姓名 ), 12100188 
(学 号 ) ,中 国文 学 (专业 ) ,3 班 (班级 ) }; 而 选课 信息 也 是 一 个 多 元 关系 , 如 {李白 ( 姓 
名 ) , 12100188 (学 号 ) , 男生 体育 一 一 击剑 (课程 名 称 ) ,李靖 (授课 教师 ) }; 课程 信 
息 、 教 师 信 息 也 是 多 元 关系 。 
此 时 关系 也 可 以 表示 为 二 维 表 的 形式 ， 如 表 4.1 至 表 4.4 所 示 。 
表 4.1 学 生 信息 
姓 名 学 号 EE 
祖冲之 12101001 数学 1 班 
苏东坡 12103102 中 国文 学 3 班 
施 耐 庵 12103033 中 国文 学 3 班 


马 钧 12102022 自动 化 技术 2 班 


公 输 班 12102024 机 械 制造 2 班 
李白 12103188 中 国文 学 3 班 
秦 九 韶 12101002 数学 1 班 
墨 惟 12102026 机 械 制 造 2 班 
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表 4.2 教师 信息 


教师 姓名 开设 课程 
李靖 男生 体育 一 一 击剑 
李靖 军事 理论 

张 良 军事 理论 


司马 迁 中 国 古 代 史 


表 4.3 课程 信息 


课 程 名 授课 教师 上 课时 间 上 课 地 点 


男生 体育 一 “击剑 李靖 体育 声 

军事 理论 张 良 周三 第 四 大 节 301 

军事 理论 李靖 302 

中 国 古 代 史 司马 迁 208 

中 国 古代 史 司马 迁 208 

: | | : 

表 4.4 选课 信息 

学 生 姓 名 学 生 学 号 授课 教师 
李白 12103188 男生 体育 一 一 击剑 李靖 
李白 12103188 张 良 
苏东坡 12103102 司马 迁 
施 硬 诺 12103033 司马 迁 

; | | 


而 这 就 是 关系 数据 库 模 型 的 理论 基础 。 

1970 年 IBM 公司 的 研究 员 科 德 (E.F.Codd) 发 表 了 题 为 4 Relation Model of Data for 
Large Shared Data Banks 的 论文 ， 首 次 提出 了 数据 库 系统 的 关系 模型 ， 并 因此 获得 1981 
年 的 图 灵 奖 。1977 年 BM 公司 研制 的 关系 数据 库 的 代表 系统 System R 开始 运行 ， 其 后 
又 进行 了 不 断 的 改进 和 扩充 ， 出 现 了 基于 System R 的 数据 库 系 统 SQL/DB。 当 前 流行 的 
数据 库 管 理 系 统 产 品 大 都 是 关系 型 数据 库 ， 数 据 库 领域 的 研究 工作 也 大 都 以 关系 方法 为 
基础 。 

关系 数据 库 的 操作 语言 称 为 关系 代数 语言 ， 对 关系 进行 代数 运算 。 关 系 代数 语言 的 
代表 是 ISBL (Information System Base Language) 语言 。 

关系 代数 的 运算 对 象 是 关系 ， 除 传统 的 并 、 差 、 交 和 笛 卡 儿 积 等 运算 外 ， 还 包括 选 
择 、 投 影 、 连接 和 除法 等 专门 的 关系 运算 , 例如 在 例 4.15 中 通过 表 4.1 一 表 4.4 来 得 到 李 
白 需 要 在 什么 时 间 、 要 到 何 处 去 上 课 。 
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4.1.3 二 元 关系 的 表示 


采用 集合 的 方式 表示 一 个 关系 主要 存在 两 点 不 足 : 不 利于 计算 机 进行 处 理 ， 不 够 直 
观 。 因 此 关系 还 有 其 他 3 种 主要 的 表现 形式 。 
1. 关系 矩阵 
设 全 [aa，…, am}，B={b1, by,…, bn}， RR 是 从 4 到 B 的 关系 ， 则 可 定义 RR 的 关系 
和 矩阵 为 一 个 mxn 的 布尔 矩阵 Mg = [ry]mwm， 其 中 
1 if(a,b)eR 
3. if(a,,b)¢R 


万 


注 : 
(a) 关系 矩阵 表示 法 只 适合 4、B 为 有 限 集 的 情况 。 

(b) 关系 矩阵 适合 表示 从 4 到 B 的 关系 或 者 4 上 的 关系 。 

Cc) 用 矩阵 表示 关系 ， 便 于 用 代数 方法 研究 关系 的 性 质 ， 进 行 关系 的 运算 ， 也 便于 
用 计算 机 进行 处 理 。 

【 例 4.16】 假设 R={(1, 1), (1, 2), (1, 4), (2. 1), (3, 2), (3, 4)} 是 定义 在 集合 4={1.2,3,4} 
上 的 关系 ， 则 R 的 关系 矩阵 为 


L 
0 
于 
0 


SO oood 


1 
0 
1 
0 


【 例 4.17】  { 张 , 白 , 宋 , 方 } 到 {离散 数学 , 数据 结构 ,计算 机 网 络 } 的 选课 关系 
R={( 张 ,离散 数学 ), ( 张 , 数据 结构 ), ( 白 , 数据 结构 ), ( 方 , 计算 机 网 络 )} 的 关系 矩阵 为 
| 
mlo 
i mt 
001 
【 例 4.18】 空 关 系 的 关系 矩阵 元 素 全 部 为 0， 恒 等 关 系 的 关系 矩阵 是 单位 矩阵 。 
2. 关系 图 (directed graph， 或 digraph) 
若 4={q1, 4q2,…, am}，R 是 4 上 的 关系 ， 则 RR 的 关系 图 的 画 法 如 下 : 
(1) 对 4 中 每 个 元 素 ， 画 一 个 圆 形 ， 并 在 圆 形 中 标明 该 元 素 ， 称 为 关系 图 的 顶点 


(vertice)。 


(2) 如 果 (az qj)e R， 则 从 顶点 qi 向 顶点 好 画 一 个 箭头 ， 称 一 个 
为 有 向 边 或 简称 边 (edge)， 若 ora 则 称 这 条 边 为 自 环 (cycle)。 sq 

注 : 关系 图 表示 法 只 适合 表示 有 限 集合 4 上 的 关系 。 

【 例 419】 假设 RD 0.27 0 和 0. DG.2) G, 4 GCC 


是 定义 在 集合 4={1, 2, 3, 4}》 上 的 关系 ， 则 R 的 关系 图 如 图 4.1 


定 4.1 例 4.19 用 图 
所 示 。 
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3. 示意 图 (和 关系 图 不 同 ) 

若 4-{au am am}，B={bi, bz,…, bn}，R 是 从 4 到 B 的 关系 ， 则 示意 图 的 画 法 
如 下 : 

(1) 左右 两 个 椭圆 分 别 列 出 集合 4、B 的 所 有 元 素 。 

(2) 如 果 (ai, b) 属 于 关系 R， 则 从 左边 的 元 素 ai; 向 右边 的 元 素 方 画 一 个 箭头 。 

【 例 4.20】 选课 关系 R={( 张 , 数据 结构 ), ( 张 , 离散 数学 ). 
( 白 , 数据 结构 ), ( 方 , 计算 机 网 络 )} 的 示意 图 如 图 4.2 所 示 。 

注 : 示意 图 表示 法 只 适合 4、B 为 有 限 集 的 情况 。 

假设 4={a1, az,…, am}，B={b1, b2,…, bn},，R 是 从 4 到 B 
的 关系 , 则 RR 的 定义 域 和 值 域 也 可 以 从 关系 矩阵 和 关系 图 中 看 
出 : 图 4.2 例 4.20 用 图 

(a) 车 Mx 的 第 i 行 中 含有 1, 则 aieDom(R); 车 Mx 的 第 j 列 中 含有 1, 则 bjeRan(R)。 

(b) 若 尺 的 关系 图 中 的 顶点 qi 至 少 发 出 一 条 有 向 边 ， 则 aieDom(R); 若 至 少 有 一 条 
有 向 边 指向 顶点 方 ， 则 bjeRan(R)。 

例如 ， 从 例 4.16 和 例 4.19 中 可 以 看 出 Dom(R)={1, 2, 3}，Ran(R)={1, 2, 4}。 


4.2 ”关系 的 运算 


关系 的 运算 可 以 由 已 有 关系 产生 新 的 关系 , 关系 运算 是 关系 理论 的 主要 手段 和 工具 。 
4.2.1 关系 的 基本 运算 


首先 关系 是 一 种 集合 ， 因 而 集合 的 交 、 并 、 补 、 差 运算 对 关系 也 适用 。 

定义 4.8 假设 4、B 是 两 个 集合 ，ae4, beB，R、S 为 4 到 B 的 两 个 关系 。 

(a) 尺 与 S 的 交 (intersection) 关系 RNS 定义 为 : (qa, bp)eRNS 当 且 仅 当 (a, bp)eR 且 
(a, b)eS, 

(b)R 与 $ 的 并 (union) 关系 RUS 定义 为 : (a,b)eRUS 当 且 仅 当 (a,b)eR 或 (a, 5b) 
ES。 

(c) 及 的 补 (complement) 关系 及 定义 为 : (a.D)e 素 当 且 仅 当 (a.D)eR。 

(d)R 与 S$ 的 差 (difference) 关系 R-S 定 义 为 : (q,b)eR-S 当 且 仅 当 (a, b)eR 且 (a, 5b) 
£5 

另 一 方面 ， 关 系 是 一 种 特殊 的 集合 ， 因 而 它 又 有 不 同 于 通常 集合 的 运算 : 关系 的 逆 
和 关系 的 复合 。 

定义 4.9 假设 4、B 是 两 个 集合 , R 为 4 到 B 的 关系 , 则 尺 的 逆 (inverse ) 关 系 R1 
定义 为 


R={(b, a)lbeB, aeA , (a, b)eR}CBxA 
简 言 之 ， 尺 的 逆 关 系 是 由 将 尺 中 每 个 有 序 对 的 元 素 顺序 交换 构成 的 。 
定理 4.4 假设 4、B 是 集合 ，R、5 为 4 到 B 的 关系 ， 则 
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(a) Dom(R)=Ran(R), Dom(R)=Ran(R ). 

(b) (RDm=R。 

(ce) (aR) =-Ra。 

(d) 车 RCS, 则 RICS7。 

(e) 车 RCS,， 则 ScR。 

(f) (RNS)=R"NS! H(RUS)'=R1US, 

证 明 . 只 证 明 (a) 和 (b)， 其 余 类 似 可 证 。 

(a) 若 xeDom(R)， 则 存在 ye4， 使 得 (Ce. JJ)EeRL， 即 0 x)eR， 于 是 xeRan(R)， 从 
而 Dom(R -CRan(R)。 类 似 可 证 明 Ran(R)cDom(R)。 故 有 Dom(R-D=Ran(R)。 

类 似 地 可 证 明 Dom(R)=Ran(R-)。 

(b) 若 (x, ye(R"') 1'， 由 逆 的 定义 有 GQy, x)eR"'， 即 (x, yeR。 

类 似 可 证 明 ， 若 (x, y)eR， 即 (x, y)e(R 1 。 故 (RD 一 R。 口 

定义 4.10 假设 4、B、C 是 集合 , R 为 4 到 B 的 关系 ,S$S 为 到 CC 的 关系 ， 则 SoR 
表示 4 到 CC 的 一 个 关系 : 

SoR={(a, cj) aeA, ceC, 存在 beB 使 得 (a, b)eR 且 (b,c)eS} 

称 为 RR 和 5 的 复合 ( composition ) 关系 或 合成 关系 。 

【 例 4.21】 ”实数 集 民 上 小 于 等 于 关系 的 逆 是 大 于 等 于 关系 ; 正 整 数 集 上 整除 关系 
的 逆 是 倍数 关系 。 

【 例 4.22】 ”假设 集合 4={1, 2, 3, 4}，R={(1, 1), (1, 2), (1, 4), (2, 1), (3, 2), (3, 4)} 和 
5S={(1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 4), (4, 4)} 是 定义 在 4 上 的 关系 ， 则 

R={ (1,3), (2,2), (2,3), (2,4), (3,1), (3,3), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4) } 

R={(1, 1), (2, 1), (4, 1), (1, 2), (2, 3), (4, 3)} 

RMS={(1, 2), (2, 1)} 

RUS={(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 4), (3, 2), (3, 4), (4, 4)} 

SR={(1, (L213) DC YGD)6,2D6; 

ReS={(1, 1), (1, 2), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 4)} 

注 : 一 般 来 讲 关 系 的 复合 不 满足 交换 律 ， 即 SeR ReS。 

【 例 4.23】 假设 R={(i, 站 2itj6} 和 S={0， 及 |3j+=10} 是 实数 集 恨 上 的 关系 。 若 (i, 
及 eSeR ， 则 存在 je 恨 使 得 2itj=6 且 3j+ 记 10， 即 6 六 大 8， 于 是 SeR={(i, 月 | 6 天 大 8} 。 

【 例 4.24】 R={( 张 , 数据 结构 ), ( 张 , 离散 数学 ), ( 白 , 数据 结构 ), ( 方 , 计算 机 网 络 )}， 
S={( 数 据 结构 ,逸夫 楼 ), (数据 结构 ,一 教 ), (离散 数学 , 一 教 ), (计算 机 网 络 ， 四 教 )}。 

SeR={( 张 逸夫 楼 ), ( 张 , 一 教 ), ( 白 , 逸夫 楼 ), ( 白 , 一 教 ), ( 方 , 四 教 )}， 表 示 各 人 的 上 
课 地 点 。 此 例 表 明 也 可 以 利用 关系 的 示意 图 来 计算 关系 的 复合 ， 如 图 4.3 所 示 。 

定理 4.5 (关系 复合 运算 的 保 序 性 ) 假设 4、B、C 为 集合 ，R1、Rs 为 4 到 B 的 关 
系 ，S1、Ss 为 B 到 C 的 关系 ，RiCR2，SiCSs， 则 SieRiCS2°R2。 

定理 4.6 假设 4、B、C 为 集合 , R 为 4 到 B 的 关系 ,5S 为 B 到 C 的 关系 ， 则 对 于 
和 4 的 任意 子 集 41 有 (SeR)(41)=S(R(41))。 


4.3 例 424 用 图 


【 例 4.25】 R={( 张 ,数据 结构 ), ( 张 , 离散 数学 ), ( 白 , 数据 结构 ), ( 方 , 计算 机 网 络 )}， 
S=-{( 数 据 结构 ,逸夫 楼 ), (数据 结构 ,一 教 ), (离散 数学 ,一 教 ), (计算 机 网 络 ， 四 教 )}。 

(SeR)( 白 )={ 人 逸夫 楼 ， 一 教 } 表 示 该 同学 需要 去 逸夫 楼 和 一 教 上 课 ; 另 一 方面 ， 
有 ( 白 )={ 数 据 结 构 }，S( 数 据 结构 )={ 锡 夫 楼 ,一 教 }。 

定理 4.7 设 R 为 4 到 B 的 关系 ， 则 R=Rels=ls°R。 

证 明 . 对 任意 xe4， 有 15°R(x)=1s(R(X))=R(x) 及 ReL(x)=R(L4(X))=R(x)， 由 定理 4.3 即 
得 结论 。 口 

定理 4.8 ”假设 4、B、C、DD 为 集合 ,， R 为 4 到 B 的 关系 ,SI、S; 为 B 到 C 的 关系 ， 
T 为 C 到 DD 的 关系 ， 则 

(a) (S1U 5S,)°R= (SioR)U (SR)。 

(b) (SinS)oRc (S1°R)N(S2°R)。 

(c) Te(S1U 5,)= (TS1)U (T°S,)。 

(d) Te(S1NS5;) c (Te:S)N(T:S,)。 

证 明 . 只 证 明 (a) 和 (b)。 

(a) 若 (qa, c)e(S1U 5,)?PR， 则 由 复合 运算 的 定义 ， 存 在 beB， 使 得 (a, b)eR 且 (2， 
CO)eSiUS;。 若 (b,c)eS1， 则 (a,c)eSieR; 若 (b, c)eS,， 则 (a, c)eS2e*R。 总 而 言 之 有 (S1U 
S$2)°RE(S1°R) U (S2°R). 

反之 ， 对 于 任意 (a, c)e(S1R)U(S2eR)， 若 (a, c)eS1oR 则 存在 beB， 使 得 (a, bi)eR | 
(b1, c)eSiCS1U S,， 于 是 (a, c)e(S1U Ss)*R; 若 (a, c)eSzeR 则 存在 beB， 使 得 (a, bs)eR | 
(bz, c)eSsCS1U Ss,， 于 是 (a, c)e(S1U S)oR。 总 而 言 之 有 (SieR) U (SR)c(S1U S2)°R。 

综合 以 上 两 点 即 得 (S1U S>)*R = (S1°R)U (S2°R)。 

(b) 若 (a cj)s(SinsS)*R， 则 存在 beB， 使 得 (a, b)eR 且 (b, c)eSiNMS,， 从 而 (b, cj)sSi 
且 (b, c)eS,。 于 是 (a, c)e(S1eR)N(S2oR)， 继 而 得 到 (S1NmS,)e:RC(S1oR) 站 (SR)。 吾 

关系 的 运算 和 关系 的 矩阵 表示 有 如 下 联系 。 

定理 4.9 假设 4、B、C 为 有 限 集合 ，R、T 为 4 到 B 的 关系 ,5 为 B 到 C 的 关系 ， 
则 

(a) Meann=Mr\ Mr 

(b) Mirun=MrV Mr 

(ec) Mi = Ma. 

(d) Mi = Ma. 


巴 


名 


(Ce) MenrMROMs。 
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证 明 . 只 证 (e)， 其 余 由 定义 即 得 。 
(e) (MrxOM9(i, 站 =1 当 且 仅 当 存 在 使 得 Mx(i, 有 =1 且 Ms (k, 站 1， 即 (i, eR 且 (k, 
四 eS。 而 由 复合 的 定义 ， 存 在 使 得 (i, 有 eR 且 (k, 站 eS 当 且 仅 当 (i,j)eS® R， 即 Me (i, 


ND-1。 


口 


【 例 4.26】 假设 集合 4={1, 2, 3, 4}, R=-{(1,1), (1,2), (1.4). (2,1), (3,2), (3,4)} 和 5={(1,2); 
(1,3), (2,1), (2,2), (2,4), (4.4)} 是 定义 在 4 上 的 关系 ， 则 


| | 0 1 10 | 
i 0 .00 | | 
a | > |0000 | 
0000 0 00 1 0000 


这 与 例 4.22 的 结果 是 相符 的 。 
定理 4.10 《复合 运算 的 结合 律 ) 假设 4、B、C、DD 均 为 非 空 集合 ,， R 为 4 到 B 的 
关系 ，$ 为 B 到 C 的 关系 ,7 为 C 到 DD 的 关系 ， 则 


Te(SoR) = (TS)°R。 


证 明 . 当 4、B、C、D 均 为 有 限 集合 时 ， 可 使 用 关系 矩阵 这 一 工具 来 证 明 : 


Mars:n (MrOMS)OMr, Mrsr=MrOMsSOMD 


由 定理 1.28，(MrOMs)O©Mr=MrO(MsO©M7)， 于 是 Te(SeR) = (TeS)"R。 
当 4、B、C、 DD 不 全 为 有 限 集合 时 ， 通 过 定义 也 易 证 明定 理 的 结论 。 口 
定理 4.11 假设 4、B、C 为 非 空 集合 , R 为 4 到 B 的 关系 , S 为 B 到 C 的 关系 ， 则 


(SoR)! = RioS 


证 了 明 . 对 于 一 般 情形 ， 可 以 使 用 定义 4.10 证 明 。 
当 A4、B、C 为 有 限 集合 时 ， 由 定理 1.29 有 


下 
Ms =(Mse =(MaOM =MI OM = Ms OM = Mes 


因此 ，(SR)- = R loS-1。 | 
可 以 将 定理 4.4 和 定理 4.11 的 结果 总 结 为 表 4.5。 


表 4.5 定理 4.4 和 定理 4.11 的 结果 


Rlcs-! 


(RNS)=R"NS 


(RUS) =R US 
(SeR) 1= RS 


(R) = 三 


4.2.2 关系 的 圳 和 道路 
对 于 集合 4 上 的 关系 R， 可 定义 的 军 。 
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定义 4.11 设 R 为 集合 4 上 的 关系 , 77 为 自然 数 ， 则 尽 的 于 次 过 (power ) 有 到 可 递 
归 地 定义 为 
R=I 
R=R™ oR n=1,2,3, 

注 : 对 于 4 上 的 关系 R, 计算 放 就 是 n 个 R 的 复合 。 由 定义 可 知 ， 对 于 4 上 的 任何 
关系 及 都 有 R= 及 R'=R。 

定理 4.12 ”对 于 任何 自然 数 m、n 有 

Ro RR 
证 明 . 使 用 数学 归纳 法 。 
(a) 对 于 任意 给 定 的 me N ， 施 归纳 于 n: 车 n=0， 则 有 
R"°R'=R"°L=R"=R™" 
假设 RroeR"=R”" 成立 ， 则 有 
R"oR™!=R"o(R"R)=(R"°R")°R=R™™™"! 

所 以 对 一 切 m,ne N 有 RR"=R”™"。 

(b) 对 于 任意 给 定 的 me N ， 施 归纳 于 n: 若 n=0， 则 有 

(R™”)=L=R=R™ 
假设 (R")'=R”™， 则 有 
(R™)™ =(R™)'oR"=(R™)°R"=R™"=R™") 

所 以 对 一 切 m,ne N 有 (R”)"=R™。 百 

【 例 4.27】 假设 集合 4={1, 2, 3, 4}，R={(1,1), (1,2), (1,4), (2,1), (3,2), (3,4)} 是 定义 在 
4 上 的 关系 ， 求 RR 的 1~4 次 究 的 关系 矩阵 。 


解 . 
0 i | 
i ‘00 0 i We 
M, = ， M ,= 
| ® |i G0 
0000 0000 
i | Nn | 
1 i | Wi 
HM ,= 六 
i | 0 | 
0000 iD 


下 面 从 关系 图 的 角度 来 看 关系 的 寡 ， 首 先 需 要 定义 道路 。 

定义 4.12 假设 4 为 集合 ,a, pe4, 集 合 4 上 关系 尺 中 从 a 到 也 长 为 刀 的 道路 (path ) 
是 指 4 上 的 有 限 序列 AX: qa, Xi,X2,，…, Xn1, b， 满 足 

(1) aRxi。 

(2) xiRxin, li<n-2。 

(3) x sRb。 

注 : 长 度 为 n 的 道路 包含 ntl 个 顶点 (允许 重复 )。 


【 例 4.28】 在 图 4-4 所 表示 的 关系 中 , a, b,c, © 


qd,f.e,b 是 长 为 6 的 道路 , e, b, qd,f.h,g,e, b,c 是 长 


为 


8 的 道路 。 四 
定义 4.13 假设 4 为 集合 ，a, be4， 集合 4 


上 关系 及 中 从 a 到 思 的 一 条 道路 (path ) 是 指 4 (e) (2) 
上 的 有 限 序 列 XA: az xX2,，…, xn1,b， 其 中 n>0 称 
为 该 道路 的 长 度 ( length )，a 称 做 该 道路 的 起 点 ， © 人 


b 称 做 该 道路 的 终点 。 若 qa=p， 则 称 之 为 回路 


4.4 例 4.28 用 图 


(circuit )。 


下 述 定 理 建立 了 关系 的 窘 运算 和 “长 为 n 的 道路 ”概念 之 间 的 关系 。 
定理 4.13 设 尺 为 集合 4 上 的 关系 ，qa, be4， 则 存在 RR 中 从 a 到 5b 长 为 n 的 道路 当 


且 仅 当 (a, b)eR”。 


证 阴 . 由 定义 易 得 。 口 
类 似 地 ， 可 以 定义 关系 R”。 
定义 4.14 设 尺 为 集合 4 上 的 关系 ，a, be4， 则 aR”b 当 且 仅 当 存 在 R 中 从 a 到 b 


的 一 条 道路 。 


路 ， 


则 


RR 


【 例 4.29】 在 图 4.4 中 ，aR”bp，eR”h， 但 是 (g, a)¢gR”。 
定义 4.15 ”假设 石 : a, x,X2，…, Xn1,b 和 到: b,y1,y2,，…, ym1,C 是 关系 情 中 的 两 条 道 
则 定义 石和 五 的 复合 (composition) 为 道路 ax xz X41 DJ 7， ym-1, Co 


定理 414 设 R 为 集合 4 上 的 关系 , 则 有 =[jJ 到 =RURURU…。 
i=1 
证 明 。 假 设 a,be4 且 aR”b， 则 由 定义 存在 及 中 从 a 到 b 的 道路 x。 设 的 长 度 为 
aR"b, 于 是 Re CUR 
i=1 


反 过 来 ， 对 于 任意 (a.5) e[jR ， 必 存在 整数 使 得 (a,5)e Re 。 由 定理 413， 存 在 


Ph 从 a 到 5 长 为 的 道路 ,于 是 (a.b)e R"。 因 此 R"C Re ,继而 (JR'=RUR*U-…cR*。 


定理 4.15 假设 R 是 有 限 集合 4 上 的 关系 ，|4|j=n， 则 
R=RURURUUR" 
证 明 . 分 两 部 分 证 明 : 
(a) 显然 有 RURURU…UR'CR=RURURU…。 
(b) 下 面 证 明 可 cRURURU…UR。 
车 aR”*b， 则 存在 R 中 从 a 到 5 的 道路 x: a,xi,x2,，…, Xm1;b 其 中 mm 三 1。 若 m-1>n， 


则 由 饮 人 梨 原 理 ， 必 定 存在 顶点 入 ，i， 使 得 x=xy〈 如 图 4.5 所 示 )。 


于 是 可 以 得 到 更 短 的 道路 严 a, xXx，…, Xi Nn1，…, Xm b， 其 长 度 为 m-(j-)。 
因此 总 可 以 假定 道路 中 间 经 过 的 顶点 各 异 ， 且 m-1<n。 


口 
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4.5 ”定理 4.15 用 图 1 


若 m-1<n， 则 定理 4.15 成 立 。 
若 m-1=n， 则 存在 k， 使 得 1k 和 m-1, a=xk 或 b=xx; 不 失 一 般 性 ， 假 定 a=xk。 则 
图 4.6 知 ， 存 在 更 短 的 道路 x': a, xxm,，…, b， 其 长 度 不 超过 n。 


G 9- 一 


图 4.6 定理 4.15 用 图 2 
因此 ， 存 在 从 a 到 请 的 道路 xz， 其 长 度 不 超过 n， 即 (a, DeRURIURIU…UR', 口 


4.3 关系 的 性 质 


在 集合 4 上 可 以 定义 很 多 不 同 的 关系 ， 但 很 多 时 候 对 我 们 具有 实际 意义 的 只 是 其 中 
的 一 部 分 ， 它 们 一 般 都 具有 一 些 特殊 的 性 质 。 本 节 将 讨论 关系 的 性 质 及 相关 问题 。 


4.3.1 关系 性 质 的 定义 和 判断 


定义 4.16 假设 RR 为 集合 4 上 的 关系 。 

(a ) 如 果 (a, qa)eR 对 于 所 有 ae4 成 立 , 则 称 尺 是 自 反 的 (reflexive), 或 称 R 满 足 自 
反 性 。 

(b ) 如 果 (a, a)gR 对 于 所 有 ae4 成 立 ， 则 称 RR 是 非 自 反 的 (irreflexive), 或 称 情 满 
足 非 自 反 性 。 

(c ) 如 果 对 于 任意 qa, beA4, 若 (a, Db)eR 必然 有 (b, a)eR, 则 称 RR 是 对 称 的 (symmetric)， 
或 称 及 满足 对 称 性 。 

(d) 如 果 对 于 任意 a, be4， 若 (a. b)eR 必然 有 (b, a)gR， 则 称 R 是 非 对 称 的 
(asymmetric)， 或 称 尺 满足 非 对 称 性 。 

(e) 如 果 对 于 任意 a, be4， 若 (a, b)eR 且 (b, qa)eR 必然 有 a=-p， 则 称 尺 是 反对 称 的 
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(Cantisymmetric)， 或 称 尺 满足 反对 称 性 。 


(f) 如 果 对 于 任意 a, b, ce4， 若 (a, b)eR 且 (b, c)eR 必然 有 (qa, c)sR， 则 称 尽 是 传递 
的 〈transitive)， 或 称 尺 满 足 传递 性 。 
注 : (a) R 是 非 对 称 的 男 一 等 价 定义 是 : 对 于 任意 a, be4，(a, b)eR 和 (b, a)eR 不 同 
时 成 立 : 
vavbl((a, b)eR—>(b, a)¢R) 
= Vavb(~(a, b)eRV (b, a)¢R) 
= Vavb((a, D)¢RV (b, a)¢R) 
=~3adb((a, b)eRA\(b, a)eR) 
(b) R 是 反对 称 的 男 一 等 价 定义 是 ， 对 于 任意 a, be4， 若 (a, b)eR 且 a #6 则 必然 有 
(b, a)¢R: 
vavb((a, b)eRA\(b, a)eR—>a=b) 
= Vavb(~((a, b)eRA(b, a)eR)Va=b) 
= Vavb(~(a, b)eRV~(b, a)eRVa=b) 
= Vavb(~((a, b)eRAM\az#b)V~(b, a)eR) 
= Vavb((a, b)eRM\az#b—>(b, a)¢R) 
(c) 若 关系 及 是 非 对 称 的， 一 定 是 反对 称 的 。 
简 言 之 ， 假 设 尺 为 集合 4 上 的 关系 ， 则 
(a) RR 满 足 自 反 性 : va(a,aesR。 
(b) RR 满足 非 自 反 性 : Va (a, a)¢gR。 
(c) RR 满足 对 称 性 : Vavb ((a, b)eR—(b, a)eR)。 
(d) R 满 足 非 对 称 性 : vavb ((a, b)eR 志 (b, a)eR)， 
或 Vavb((a, b)¢RV (b, a)¢R), 
或 ”~3a3b((a, b)eRAN\(b, a)eR)。 
(e) 及 满足 反对 称 性 : vavb ((a, b)eR 人 \(b, a)eR=>b=a)， 
或 “vavb ((a, b)eRN\azb=(b, a)¢R), 
或 ”~3a3b((a, b)eRA(b, a)eRANazb). 
(f) R 满足 传递 性 : VavbVvce ((a, b)eRA(b, c)eR—(a, c)eR)。 
【 例 4.30】 设 集合 4= {a, b,c}，R1、R,、Rs 和 R4 是 4 上 的 关系 ， 其 中 
Ri= {(a, b), (b, a), (c, O)}, Rs={(a, a), (a, b), (b, 0), (c, b)} 
Rs={(b, a), (b, 0)}, Rs={(a, a). (b, b). cc. (a, b). (b, ©), (c, a)} 
则 : 
Ri 不 具有 自 反 性 ， 不 具有 非 自 反 性 ， 具 有 对 称 性 ， 不 具有 非 对 称 性 ， 不 具有 反对 称 
性 ， 不 具有 传递 性 。 
Rs 不 具有 自 反 性 ， 不 具有 非 自 反 性 ， 不 具有 对 称 性 ， 不 具有 非 对 称 性 ， 不 具有 反对 
称 性 ， 不 具有 传递 性 。 
Rs 不 具有 自 反 性 ， 具 有 非 自 反 性 ， 不 具有 对 称 性 ， 具 有 非 对 称 性 ， 具 有 反对 称 性 ， 
具有 传递 性 。 
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Rs 具有 自 反 性 , 不 具有 非 自 反 性 , 不 具有 对 称 性 , 不 具有 非 对 称 性 ， 具有 反对 称 性 ， 
不 具有 传递 性 。 

注 : 由 ~vavbvc((a, b)eR 人 \(b, c)sR 一 (a. c)sR)=3a3dbac((a, b)eRA(b, c)eRA\(a, co)¢R) 
可 知 ， 关 系 RR 不 具有 传递 性 当 上 且 仅 当 存 在 有 序 对 (a, b)eR 且 (b, c)eR 但 是 (a, c)gR。 而 在 
Rs 中 没有 出 现 这 种 情况 ， 因 此 Rs 具有 传递 性 。 

【 例 4.31】 假设 4 是 任 一 集合 ， 则 4 上 的 恒 等 关 系 具有 自 反 性 、 对 称 性 、 反 对 称 
性 、 传 递 性 ，4 上 的 空 关系 满足 非 自 反 性 、 对 称 性 、 非 对 称 性 、 反 对 称 性 、 传 递 性 。 

【 例 4.32】 设 4 为 RR 的 一 个 非 空 子 集 ， 则 4 上 的 小 于 或 等 于 关系 “三 ”是 自 反 、 
反对 称 和 传递 的 : 

(1) 对 于 任意 xse4， 都 有 xs<x 成 立 ， 因 而 满足 自 反 性 。 

(2) 对 于 任意 x,ye4， 若 x<y 且 yx 则 必然 有 x=y， 因 而 满足 反对 称 性 。 

(3) 对 于 任意 x,y,ze4， 若 x<y 且 yz 则 必然 有 x 硅 z， 因 而 满足 传递 性 。 

【 例 4.33】 设 4 为 恨 的 一 个 非 空子 集 ， 则 4 上 的 小 于 关系 “<” 是 非 自 反 、 非 对 称 、 
反对 称 和 传递 的 : 

(1) 对 于 任意 xe4， 都 有 x<x 不 成 立 ， 因 而 满足 非 自 反 性 。 

(2) 对 于 任意 x,ye4， 若 x<y 则 一 定 没有 ?<x 及 一 定 有 xz， 因而 满足 非 对 称 性 、 
反对 称 性 。 

(3) 对 于 任意 x,y,ze4， 若 x<y 且 y<z 则 x<z， 因 而 满足 传递 性 。 

【 例 4.34】 设 4 为 尺 的 一 个 非 空子 集 ， 则 4 上 的 不 等 于 关系 “和” 是非 自 反 和 对 称 
的 ， 但 不 是 传递 Xx#y 及 地 = 并 不 能 得 到 好 =。 

【 例 4.35】 对 于 任意 集合 S$，KS) 上 的 包含 关系 Cc 满足 自 反 性 、 反 对 称 性 、 传 递 性 ， 
KS) 上 的 真 包含 关系 c 满 足 非 自 反 性 、 非 对 称 性 、 反 对 称 性 和 传递 性 。 

【 例 4.36】 设 4 为 N' 的 一 个 非 空子 集 ， 则 

(a) 4 上 的 整除 关系 “|” 是 自 反 、 反 对 称 和 传递 的 。 

(b) 4 上 的 “ 模 n 同 余 ” 关 系 具有 

(1) 自 反 性 : a 二 a(mod n)。 

(2) 传递 性 :a 三 bp(mod n) 且 b 三 c(mod n) 则 必然 有 a 三 c(mod n)。 

(3) 对 称 性 : 若 a 三 bp(mod n) 则 b 三 a(mod n)。 

【 例 4.37】 

(a) 单 循环 篮球 联赛 中 的 “打败 ”关系 具有 非 自 反 性 、 非 对 称 性 、 反 对 称 性 ， 且 一 
般 不 具有 传递 性 。 

(b) 双 循 环 足球 联赛 中 的 “打败 ”关系 具有 非 自 反 性 ， 一 般 不 具有 非 对 称 性 、 反 对 
称 性 、 传 递 性 。 

(c) 平面 上 三 角形 的 “相似 ”关系 满足 自 反 性 、 对 称 性 、 传 递 性 。 

(d) 学 生 的 “同班 ”关系 满足 自 反 性 、 对 称 性 、 传 递 性 。 

(e) 设 4 与 都 是 n 阶 矩 阵 ， 如 果 存 在 n 阶 可 逆 矩 阵 P， 使 得 PA4P=B， 则 称 4 与 
B 相似 。 和 矩阵 的 相似 关系 满 是 自 反 性 、 对 称 性 、 传 递 性 。 

定理 4.16 设 R 为 集合 4 上 的 关系 ， 则 
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(a) R 具 有 自 反 性 当 且 仅 当 LcR。 

(b) 尺 具 有 非 自 反 性 当 且 仅 当 RnZ=G。 

(c) R 具 有 对 称 性 当 且 仅 当 R=R-。 

(d) R 具 有 非 对 称 性 当 且 仅 当 RNR =@g。 

(e) R 具 有 反对 称 性 当 且 仅 当 RNR Tcl。 

(f) R 具 有 传递 性 当 且 仅 当 RCR。 

证 明 . 

(a) 假设 1c R， 则 对 于 任意 ae4， 由 于 (a, a)el4， 有 (a, a)eR， 因此 R 具 有 自 反 性 ; 

反 过 来 ， 如 果 尺 具有 自 反 性 ， 则 对 于 任意 的 as4 有 (a, a)eR， 因 此 I CR。 

(b) 证 明 过 程 与 (a) 类 似 。 

(c) 假设 R= R11， 则 对 于 任意 a, be4， 若 (a, b)eR 则 (a, b)eR"'=R， 即 (b, a)eR， 因 
此 RR 具有 对 称 性 。 

反 过 来 ， 假 设 尺 具有 对 称 性 。 对 于 任意 a, be4， 若 (a, b)eR"! 则 由 定义 有 (b, a)eR， 
由 尺 的 对 称 性 有 (ao, 5)eR， 从 而 RSR; 若 (a, b)eR 则 由 RR 的 对 称 性 有 (b, a)eR， 即 (a, 
b)eR1， 从 而 RCR-1。 综 合 这 两 者 得 到 R=R-!。 

(d)、(e) 的 证 明 与 (c) 类 似 。 

(人 ?假设 RCR。 若 (a, b)eR 且 (b, c)eR, 则 由 复合 运算 的 定义 有 (a, c)eR ,继而 (a, c)eR， 
于 是 尺 满 足 传递 性 。 

反 过 来 ， 假 设 尺 满足 传递 性 。 若 (a, c)eR 则 存在 be4， 使 得 (a, b)eR 是 (b, oc)eR, 于 
是 (a, c)eR， 即 得 RCR。 下 | 
定理 4.17 假设 集合 4 上 的 关系 尺 具 有 传递 性 ， 则 对 于 所 有 n 宇 1，R"CR 成 立 。 

证 明 ， 对 进行 归纳 : 
(1) n=]1 时 ，R!=RCR，n=2 时 ， 由 定理 4.16(D 有 RCR。 
(2) 假设 RER 成 立 ， 则 R =-RoRCRoRCR。 百 
而 关系 性 质 在 关系 矩阵 和 关系 图 上 的 反映 可 见 表 4.6。 
表 4.6 关系 性 质 在 关系 矩阵 和 关系 图 上 的 反映 


关 系 关系 矩阵 的 特点 关系 图 的 特点 
e 主 对 角 线 元 素 全 是 1， 即 对 于 所 有 六 | 和合 - 
自 反 关系 Mali. 1 每 个 项 点 都 有 自 环 
.二 。 | 主 对 角 线 元 素 全 是 0， 即 对 于 所 有 二 mo 
非 白 反 关 系 Mli. )=0 每 个 项 点 都 无 自 环 
对 称 关系 和 拢 阵 是 对 称 矩 阵 Ma = MR , 即 对 于 所 | 如 果 两 个 顶点 之 间 有 边 ， 一 定 是 一 对 方向 
有 i 户 Mae(i,))= Ma (j,i) 相反 的 边 
| 对 于 所 有 ij, 车 Ma(i, 站 1， 则 Mabj, | 两 顶点 之 间 至 多 存在 一 条 有 向 边 ， 每 个 项 
非 对 称 关系 | 方 0 点 都 无 自 环 
3 对 于 所 有 i,j， 若 i 且 Ma(i, 有 1， | 两 互 异 项 点 之 间 至 多 存在 一 条 有 向 边 ， 允 
反对 称 关系 | 则 MaC7 六 -0 许 存在 自 环 
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续 表 
关系 图 的 特点 
如 果 存 在 有 向 边 (i, 让 和 G, 月, 则 存在 有 向 边 
全 月 


保留 对 称 关系 的 有 向 图 中 的 顶点 ， 且 将 所 有 有 向 边 改 作 无 向 边 ， 其 结果 称 作 该 关系 


的 图 (graph)。 
【 例 4.38】 由 图 4.7(a) 所 示 的 对 称 关 系 相应 的 图 为 图 4.7(b)。 


(a) (b) 
图 4.7 例 4.38 用 图 


【 例 4.39】 判断 图 4.8 所 示 各 关系 的 性 质 。 


‘ELA 


图 4.8 例 4.39 用 图 


解 。 Ri 不 具有 自 反 性 ， 不 具有 非 自 反 性 ， 具 有 对 称 性 ， 不 具有 非 对 称 性 ， 不 具有 反 
对 称 性 ， 不 具有 传递 性 。 

已 不 具有 自 反 性 ， 不 具有 非 自 反 性 ， 不 具有 对 称 性 ， 不 具有 非 对 称 性 ， 不 具有 反对 
称 性 ， 不 具有 传递 性 。 

Rs 不 具有 自 反 性 ， 具 有 非 自 反 性 ， 不 具有 对 称 性 ， 具 有 非 对 称 性 ， 具 有 反对 称 性 ， 


RI 


具有 传递 性 。 
R4 具 有 自 反 性 ,不 具有 非 自 反 性 ， 不 具有 对 称 性 ,不 具有 非 对 称 性 ， 具 有 反对 称 性 ， 
不 具有 传递 性 。 


4.3.2 ”关系 运算 对 性 质 的 保持 


在 例 4.22 中 ， 关 系 尺 和 8 都 不 具有 对 称 性 ， 但 RNS 却 具 有 对 称 性 。 本 节 要 解决 的 
问题 就 是 : 4.2 节 介 绍 的 运算 中 ,哪些 可 以 保持 关系 的 哪些 性 质 , 哪些 性 质 有 可 能 因 哪 种 
运算 而 失去 ， 为 此 给 出 如 下 一 系列 定理 。 

定理 4.18 设 R 和 5 为 集合 4 上 的 关系 ， 则 

(a) 车 RR 是 自 反 的 ， 那 么 R1 也 是 自 反 的 。 

(b) 车 R 和 5 都 是 自 反 的， 那么 RNS、RUS 及 SoR 都 是 自 反 的 。 


第 4 章 二 元 关系 NA 
Te 


(c) R 是 自 反 的 当 且 仅 当 玉 是 非 自 反 的 。 

证 明 . 

(a) 车 RR 是 自 反 的 ， 由 定理 4.16(a) 有 ZcR; 于 是 由 定理 4.4(d),， I=I2cR， 
因而 R :也 是 自 反 的 。 

(b) 车 RR 和 5S 都 是 自 反 的 ， 则 由 定理 4.16(a) 有 LcR 是 cS， 于 是 CRNS 且 LcR 
US， 即 RNS 和 RUS 都 是 自 反 的 。 由 定理 4.5，Zs=L4eIxCSeR 知 SeR 也 是 自 反 的 。 

(c) R 是 自 反 的 当 且 仅 当 CR， 而 这 当 且 仅 当 及 Ni， 即 灵 是 非 自 反 的 。 口 

定理 4.19 设 R 和 5 为 集合 4 上 的 关系 ， 则 

(a) 若是 对 称 的， 那么 RL" 和 下 也 是 对 称 的 。 

(b) 车 RR 是 对 称 的 ， 那 么 严 也 是 对 称 的 。 

(c) 若 R 和 5 都 是 对 称 的 ， 那 么 RNS 和 RUS 也 是 对 称 的 。 

证 明 . 

(a) 车 是 对 称 的 , 则 由 定理 4.16(c) 有 R=R-, 于 是 RI=R=(RT ,以 及 由 定理 4.4(c) 
有 (RK) 二 R- = 殉 ， 故 RY 和 灵 也 是 对 称 的 。 

(b) 由 定理 4.11 易 得 (ER =(R 7"， 于 是 (RD -CR 一 刁 也 是 对 称 的 。 

(c) 车 R 和 5 都 是 对 称 的 ， 则 R=R- 上 且 5S=S7， 于 是 由 定理 4.4( 人 有 (RMS) =-RInS = 
RNS 及 (RU 5S) -=R1U SJ1=RUS。 可 知 RNS 和 RUS 也 是 对 称 的 。 口 

定理 4.20 设 R 和 5 为 集合 4 上 的 关系 ， 则 

(a) (RNSY'ER'NS", (RUSYOR"US", 

(b) 若是 传递 的 ， 那 么 R 也 是 传递 的 。 

(c) 车 R 和 5 都 是 传递 的 ， 那 么 RNS 也 是 传递 的 。 

证 明 . 

(a) 留 作 习题 。 

(b) 若 尺 是 传递 的 则 RCR， 且 由 定理 4.11 和 定理 4.4(d) 有 (R"1)=(R”) "TCR"1， 于 是 
R 也 是 传递 的 。 

(c) 车 R 和 5 都 是 传递 的 ， 则 RCR 且 SCS。 由 (a)，(RNS)YCR*NSCRNS， 故 RNS 

是 传递 的 。 口 
将 上 述 定理 总 结 如 表 4.7 所 示 。 


表 4.7 关系 运算 对 性 质 的 保持 
满足 以 下 关系 


及 和 3 满足 的 性 质 


自 反 性 
非 自 反 性 
对 称 性 
反对 称 性 
传递 性 
注 : 表 中 的 “x” 并 不 表示 “一 定 不 具有 ”而 是 表示 “不 一 定 具有 ”。 
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4.4 关系 的 闭 包 


关系 的 运算 能 够 生成 新 的 关系 , 但 从 表 4.7 中 可 以 看 到 运算 也 可 能 会 失去 一 些 性 质 ; 
另 一 方面 ， 有 的 关系 “先天 性 ”地 就 缺少 一 些 特定 的 性 质 。 因 而 希望 通过 给 关系 添加 一 
些 有 序 对 使 其 满足 特定 性 质 ， 而 又 希望 添加 的 有 序 对 尽 可 能 少 ， 以 使 得 新 的 关系 与 原 有 
关系 相差 不 大 。 于 是 引入 了 关系 的 闭 包 运 算 。 

定义 4.17 假设 RR 是 集合 4 上 的 关系 ， 若 存在 另 一 个 4 上 的 关系 R' ,使 得 

(1) R' 满 足 某 确定 的 性 质 。 

2 县 世 要 

(3 ) 对 于 任何 4 上 满足 该 确定 性 质 的 S， 如 果 有 ROCS，, 则 有 R'CS。 
则 称 R' 为 RR 的 (关于 该 性 质 ) 的 闭 包 (closure)， 

注 : 条 件 (1) 确定 了 新 关系 的 性 质 ， 条 件 (2) 确定 新 关系 是 在 原 关 系 的 基础 上 通 
过 添加 有 序 对 产生 的 , 条 件 (3) 确定 新 关系 是 包含 原 关 系 且 具备 该 性 质 的 “最 小 ” 集合 。 

一 般 将 关系 RR 的 自 反 闭 包 记 作 xr(R)， 对 称 闭 包 记 作 s(R)， 传 递 闭 包 记 作 KR)。 

定理 4.21 假设 R 是 集合 4 上 的 关系 ， 则 

(a) R 是 自 反 的 当 且 仅 当 x(R)=R。 

(b) R 是 对 称 的 当 且 仅 当 s(R)=R。 

(c) R 是 传递 的 当 且 仅 当 KR)=R。 

证 明 . (a) 若 尺 是 自 反 的 ， 则 

(1) R 是 自 反 的 。 

(2) RCR。 

(3) 对 于 任何 包含 及 的 自 反 关系 8 都 有 RCS 。 

因而 由 定义 可 知 r(R)=R。 

反之 ， 若 R=r(R)， 则 R 是 某 个 关系 的 自 反 闭 包 ， 其 必然 是 自 反 的 。 

(b) 和 ec) 的 证 明 方法 类 似 。 口 

下 面 给 出 关系 闭 包 的 构造 方法 。 

定理 4.22 ”假设 R 是 集合 4 上 的 关系 ， 则 r(R)=RUZ， 其 中 厂 是 4 上 的 恒 等 关 系 。 

证 明 . 设 R=RUL， 则 

(1) 由 于 Lc R'， 因 而 R' 是 自 反 的 。 

(2) 显然 有 RSR' 。 

(3) 对 于 4 上 任 一 满足 RScS 的 自 反 关系 S$， 由 定理 4.16(a) 知 4 cS， 于 是 
R'=RUL/ CSUS=S.。 

于 是 由 定义 知 R'=RUL 是 RR 的 自 反 闭 包 。 回 

定理 4.23 ”假设 R 是 集合 4 上 的 关系 ， 则 s(R)=RUR-。 

证 明 . 设 R=RUR"， 则 

(1) 由 于 (R)"=(RUR?) =R1U(R?) =R*UR=R'， 因 而 R' 是 对 称 的 。 
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(2) 显然 有 RCR'。 


(3) 对 于 4 上 任 一 满足 Rc 5S 的 对 称 关 系 S， 由 定理 4.16(c) 知 5=S”， 而 且 由 于 
ROS 有 R11cS (定理 4.4(d))， 故而 R=RUR"*CSUS*=5S。 

于 是 由 定义 知 R'=RUR" 是 RR 的 对 称 闭 包 。 加 

定理 4.24 设 R 为 集合 4 上 的 任意 二 元 关系 ， 则 


1(R)=R” -UR 


证 明 . 

(1) RER" 显 然 成 立 。 

(2) 车 aR”b 且 bR*c， 则 由 定义 ， 存 在 RR 中 从 a 到 5b 的 道路 和 从 5 到 c 的 道路 元 ， 
于 是 五 和 五 的 复合 即 为 从 a 到 ce 的 道路 ， 因 此 有 aR"c，R 具有 传递 性 。 

(3) 对 于 4 上 任 一 满足 Rc S 的 传递 关系 S， 由 其 满足 传递 性 及 定理 4.17 知 ， 对 于 
所 有 n 宇 1，S"CS, 于 是 Re-RURURU…cCSUSUSU…CS。 日 

【 例 4.40】 ”假设 集合 4={1, 2, 3, 4}，R={(1, 1), (1, 2), (1, 4), (2, 1), (3, 2), (3, 4)} 是 定 
义 在 4 上 的 关系 ， 则 

r(R)={(], 1), (1, 2), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (4, 4)} 
s(R)={(1, 1), (1, 2), 2, 1); (1; 4 (4 1 2, D), 0 2, 3, 2), (2, 3), (3; 4); (4; 3)} 
AR)={(1, 1), (1, 2), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 4), G3, 1), (3, 2), (3, 4)} 

关系 的 闭 包 运算 在 关系 图 的 表现 上 为 (假设 R 是 有 限 集 合 4 上 关系 且 |4|=n): 

(a) 每 个 顶点 如 果 没有 自 环 则 增加 自 环 ， 得 到 的 有 向 图 即 是 该 关系 自 反 闭 包 的 有 向 图 。 

(b) 在 该 关系 的 有 向 图 中 ， 如 果 有 顶点 i 到 顶点 j 的 有 向 边 且 i， 则 添加 (如 果 该 
图 中 不 存在 ) 有 向 边 G, i)， 得 到 的 有 向 图 即 是 该 关系 对 称 闭 包 的 有 向 图 。 或 者 保留 该 关 
系 的 有 向 图 中 的 顶点 ， 且 将 所 有 有 向 边 改作 无 向 边 ， 得 到 的 图 即 是 该 关系 对 称 闭 包 的 关 
系 图 ， 即 是 对 称 关系 的 图 。 

(c) 不 断 更 新 有 向 图 。 如 果 存 在 顶点 i 到 j 的 道路 ， 则 将 边 (i 站 添 加 到 有 向 图 中 (如 
果 该 图 中 不 存在 这 条 边 ), 直至 没有 新 的 有 向 边 可 添加 为 止 。 最 终 的 结果 即 是 该 关系 传递 
闭 包 的 关系 图 。 

关系 的 闭 包 运算 在 关系 矩阵 上 的 方法 为 :， 当 RR 是 有 限 集合 4 上 关系 且 |4|=n 时 ， 

Mn = MaV M,, 
Mw» =Me VM,,=MVMI 


s(R) R 


Mw = Me V Me V Ma VV Mi = Ma V (Me OMa)V-V (Ms) 


【 例 4.41】 假设 集合 4={1, 2, 3, 4}，R={(1, 2), (2, 4). (3, 1), (3, 3), (4, 2), (4, 3)} 是 定 
义 在 4 上 的 关系 ， 则 
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当 |4|=n 时 ， 可 以 采用 如 下 算法 计算 关系 传递 闭 包 的 矩阵 表示 ; 
传递 闭 包 构造 算法 TransitiveClosure ( Mx) 
输入 : Mr (R 的 关系 和 矩阵) 
输出 : C (KR) 的 关系 矩阵 ) 
1 CEM:, SM 
2 For ji=1 to n-l 
231 
法 Ce-CYS 
- 共 进 行 n-1 次 循环 ， 每 次 循环 中 有 一 次 布尔 积 运 算 、 一 次 并 运算 ， 共 用 +r 次 

元 素 的 布尔 操作 。 因 此 总 的 元 素 布尔 操作 次 数 为 ，(n-1)(m+n”)， 当 n 充分 大 时 ， 其 约 等 
于 mt。 

1960 年 ， 沃 舍 尔 (Stephen Warshall，1935 一 2006) 给 出 了 求 传递 闭 包 的 一 个 有 效 算 
法 。 该 算法 的 思路 是 : 考虑 n+1 个 矩阵 的 序列 天, 五，…, FY，WAi, 有 站 1 当 且 仅 当 在 存 
在 RR 中 一 条 从 x 到 尺 的 道路 ， 并 且 这 条 道路 除 起 点 和 终点 外 中 间 只 经 过 {x1, x2,，…, x 中 
的 顶点 。 则 琴 就 是 R 的 关系 矩阵 ， 而 瑟 对 应 及 的 传递 闭 包 。 

该 算法 的 理论 基础 是 : 一 条 除 起 点 和 终点 外 中 间 只 经 过 fx, z，…,x 时 中 的 顶点 的 从 
Xi 到 的 道路 分 为 两 种 可 能 (由 定理 4.15 的 证 明 过 程 ,可 
假定 该 道路 经 过 各 个 顶点 至 多 一 次 ): © 

(1) 不 经 过 xx (图 4.9 中 用 虚线 表示 )。 @ 所 

(2) 经 过 xx (图 4.9 中 用 实 线 表 示 )。 TS 

如 果 是 第 一 种 情况 ， 则 有 Wi 站 =1。 图 4.9 沃 舍 尔 算法 的 理论 基础 

如 果 是 第 三 种 情况 ， 则 可 以 把 道路 分 为 两 段 , 于 是 有 
1 P=W Mk, j=1。 
因此 WGi, 让 =1 当 且 仅 当 WG 让 1 或 WGi, 有 -Wk 六 1。 于 是 可 以 从 WM 
开始 ， 依 次 计算 瑟 、 瑟 …… 直 到 -Mim。 

【 例 4.42】 假设 集合 4={1,2, 3,4}，R={(1, 2), (2, 9, (3, 1), (3, 3), (4, 2), (4, 3)} 是 定 
义 在 4 上 的 关系 ， 则 
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沃 舍 尔 算法 的 伪 代 码 描述 如 下 : 


沃 舍 尔 算法 Warshall ( Max ) 输 入 : Mx (R 的 关系 矩阵 ) 
输出 : C(t(R) 的 关系 矩阵 ) 


CM 
For k=1ton 
For i=1ton 
For j=1ton 
h Cliy jectli, JIV (CIi;, KIAcCcIk; 力 ) 


ND RN RD N 


a 
ey 
oy 
共 需 要 2 次 元 素 的 布尔 操作 。 

活 合 尔 算法 在 有 向 图 上 的 操作 如 下 : 


For k=1ton 
如 果 存 在 边 (并 ，k) 和 (kKk，j) 则 将 边 (并 ，j) 添 加 到 有 向 图 中 


【 例 4.43】 集合 4={1, 2, 3, 4} 上 关系 R={(1,2), (2.4), (3.1), (3,3), (4,2), (4.3)} 的 传递 
闭 包 可 按 图 4.10 所 示 方 法 求 得 。 


Oo 好 好 hs 
we 7 Ly LY LY 
RR 的 关系 图 K=1 更 新 后 k=2 更 新 后 k=3 更 新 后 k=4 更 新 后 

即 最 终结 果 


4.10 例 4.43 用 图 


下 面 给 出 沃 舍 尔 算法 的 “ 纸 上 工作 法 ”( 假 设 R 是 有 限 集合 4 上 的 关系 且 |4|=n): 

对 于 大 从 1 到 n， 执 行 下 述 过 程 : 在 第 大 次 时 ， 第 大 行 不 为 0 元 素 所 在 列 画 直线 ， 
第 上 列 不 为 0 元 素 所 在 行 画 直线 ， 直 线 相交 位 置 如 果 为 0， 则 改 为 1。 

【 例 4.44】 假设 集合 4={1, 2. 3, 4}, R={(1,2), (2,4), (3,1), (3,3), (4,2), (4.3)} 是 定义 在 
44 上 的 关系 ， 则 “ 纸 上 工 作法 ”的 过 程 如 图 4.11 所 示 。 

“ 纸 上 工 作法 ”的 理论 依据 是 : 在 第 次 时 ， 第 k 行 第 j 列 不 为 0 则 表示 C[k j=1， 
第 大 列 第 i 行 不 为 0 则 表示 Cli, 月 =1， 第 i 行 直 线 及 第 j 列 直线 相交 位 置 为 C[i, 有 ]。 
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0 1 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 Or 
Apollo 1 
0 1 1 0 0 1 0 
R 的 关系 矩阵 有 1 
图 4.11 例 4.44 用 图 
关系 的 闭 包 具有 如 下 性 质 。 
定理 4.25 假设 R、S 是 集合 4 上 的 关系 且 RES， 则 
(a) r(R)Er(S)。 


(b) s(R)cs(S)。 
(c) KR)StS)。 
证 明 . 


(a) 由 于 x(5) 满 足 自 反 性 ， 而 且 REScr(S)， 因 此 由 自 反 闭 包 的 定义 有 r(R)cr(S)。 


(b) 和 “ec) 类 似 可 证 。 

定理 4.26 假设 R 是 集合 4 上 的 关系 ， 则 

(a) 如 果 尺 是 自 反 的 ， 那 么 SR) 和 KR) 都 是 自 反 的 。 
(b) 如 果 尺 是 对 称 的 ， 那 么 r(R) 和 KR) 都 是 对 称 的 。 
(c) 如 果 尺 是 传递 的 ， 那 么 r(R) 是 传递 的 。 


Mn 


口 


证 明 . (a) 由 于 尺 是 自 反 的， 由 定理 4.16(a), LCR, 于 是 LCRUR =s(R), LCRUR’ 


U…=f(R)， 即 s(R) 和 KR) 都 是 自 反 的 。 


Cb) 由 于 尺 是 对 称 的 ， 由 定理 4.16(@)，R=R。 于 是 (C(R) 站 =(RUZD=RTU 7=RU 


Lr(R)， 故 r(R) 是 对 称 的 。 


((R) (RUR UR) RI UR) =RIU(R URURU…=KR)， 故 KR) 是 对 


称 的 。 


(c) 车 x(R)=RUL 不 具有 传递 性 , 则 存在 (a, DeRUT (b,c)eRUL 使 得 (a, OERUL。 


首先 ， 很 明显 ， 若 a=b 或 b=c 则 上 式 不 成 立 。 


车 a#b 且 bzc 则 (a, b)eR, (b, c)eR， 由 RR 的 传递 性 得 (a, c)eR， 与 (a, c)gRUI4 矛 盾 。 


因此 假设 不 成 立 ，r(R)=RUL 具有 传递 性 。 
定理 4.27 设 R 是 集合 4 上 任 一 二 元 关系 ， 则 
(a) r(s(R))=s(r(R)). 

Cb) r((R))-ArR)). 


口 
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Cc) KGsCR))2sG(R))。 

证 明 . 只 证 明 (c)， 其 余 类 似 。 

由 闭 包 的 定义 RCs(R)， 因 此 由 定理 4.25 可 得 KR)ci(s(R))。 

而 且 由 于 s(R) 具 有 对 称 性 ， 由 定理 4.26，t(s(R)) 也 具有 对 称 性 。 

因为 s(K(R)) 是 KR) 的 对 称 闭 包 ， 由 定义 即 有 s(t(R))ci(s(R))。 口 


4.5 等 价 关 系 和 集合 的 划分 


例 4.31、 例 4.36、 例 4.37(c)~(e) 中 的 恒 等 关 系 、 模 同 余 关系 、 三 角形 的 相似 关系 、 
学 生 的 同班 关系 、 和 矩阵 的 相似 关系 等 都 满足 自 反 性 、 对 称 性 、 传 递 性 ， 事 实 上 它们 同属 
一 类 重要 的 关系 一 一 等 价 关系 。 

等 价 关 系 可 以 将 集合 中 具有 某 种 共同 性 质 的 元 素 归并 成 类 ， 从 而 将 对 元 素 的 研究 转 
化 为 更 简单 的 对 类 的 研究 。 


4.5.1 等 价 关系 、 等 价 类 和 商 集 


定义 4.18 假设 RR 是 非 空 集合 4 上 的 关系 ,如果 尺 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 ， 则 
称 尽 是 4 上 的 等 价 关 系 〈equivalence relation)。 

【 例 4.45】 集合 4={a, b, c} 上 的 关系 R={(a, a), (b, b), (c, oc), (cc b)} 和 5S={(a, a), 
(6b, bp), (c, c), (a, b), (b, a)} 都 是 等 价 关 系 ，RNS={(a, a), (5, b), (c, c)} 也 是 等 价 关 系 ， 而 RU 
S={(a a), (b, bp), (c, c), (a, b), (2. qa), (b,c), (c; 加 )} 则 不 是 等 价 关 系 。 

定理 4.28 ”假设 R、5 为 集合 4 上 的 两 个 等 价 关 系 ， 则 Rns 也 是 等 价 关 系 。 

证 明 . 由 表 4.7 即 得 。 百 

但 是 ， 一 般 来 说 ，RUS 由 于 不 一 定 具有 传递 性 ， 因 此 不 一 定 也 是 等 价 关 系 。 以 下 定 
理 给 出 了 将 RUS “扩充 ”为 等 价 关 系 的 方法 。 

定理 4.29 假设 R、S 为 集合 4 上 的 等 价 关 系 ， 则 包含 RUS 的 最 小 等 价 关 系 为 
(RUS)” 。 

证 明 . 

(1) 显然 有 RUSC(RUS)”。 

(2) (RUS) 实际 上 是 一 个 等 价 关系 : 由 表 4.7，RUS 具有 自 反 性 和 对 称 性 ， 由 定理 
426，(RUS -RUS) 也 具有 自 反 性 和 对 称 性 ， 而 且 (RUS7=((RUS) 明 显 具 有 传递 性 。 

(3) 任 何 包含 RUS 的 等 价 关系 了 必定 具有 传递 性 , 由 于 (RU 5)” 是 RUS 的 传递 闭 包 ， 


因此 (RUS)”cT。 口 
【 例 4.46】 
(a) 设 4 为 N* 的 一 个 非 空子 集 , n 是 一 个 正 整 数 ， 则 4 上 的 模 n 同 余 关系 是 一 个 等 


(b) 平面 上 三 角形 的 相似 关系 是 一 个 等 价 关 系 。 
〈c) 学 生 的 同班 关系 是 一 个 等 价 关系 。 
(d) 抑 阵 的 相似 关系 也 是 等 价 关系 。 
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【 例 4.47】 设 4={1,2,…,8}， 则 

(a) 4 上 的 模 3 同 余 关系 尺 是 一 个 4 上 的 等 价 关系 ，R 的 关系 图 如 图 4.12(a) 所 示 。 
(b) 4 上 的 模 2 同 余 关系 S 是 一 个 4 上 的 等 价 关 系 ，5 的 关系 图 如 图 4.12(b) 所 示 。 
(c) Rns 的 关系 图 如 图 4.12(c) 所 示 。 


图 4.12 例 4.47 用 图 


可 以 看 到 关系 图 4.12(a) 被 分 为 3 个 互 不 连通 的 部 分 {1, 4, 7}、{2, 5, 8} 和 {3, 6}， 每 间 
分 中 的 数 两 两 都 具有 关系 ， 而 不 同 部 分 中 的 数 之 间 则 不 具有 关系 。 事 实 上 ， 每 一 部 分 中 
的 所 有 数 构成 一 个 等 价 类 。 

定义 4.19 假设 R 是 非 空 集合 4 上 的 等 价 关 系 , 元 素 ae4， 集合 R(a) 称 为 a 所 在 的 
等 价 类 (equivalence class)， 也 记 作 [a]r 或 [a]; 集合 {R(a)lae4} 称 作 4 关于 R 的 商 集 
《quotient sets)， 记 作 4/R; a 称 作 R(q) 的 一 个 代表 元 ， 

【 例 4.48】 设 集合 4={1, 2,3}，A4x4 上 的 关系 尺 定义 为 : (1, Da, sla,3) 
(x J)R(u, ) 当 且 仅 当 xty=ut+v。 则 R 是 一 个 等 价 关 系 ， 
(AxAYR={{(1,1)}, {(1,2), (2,1)}, {(1,3), (2,2), (3,1)}, {(2,3), (3,2)}, 
{G3.3)}}， 如 图 4.13 所 示 。 Gulleals3 

【 例 4.49】 

(a) 在 集合 4={1, 2,…, 8} 上 的 模 3 同 余 关 系 尺 中 : 

R(1)=R(4)=RO)={1, 4, 7}, RO)=R(S)=R(8)={2, 5 8}, RG)=R(6)={3, 6} 

因此 尺 的 商 集 为 4R={ 4.7} {2, 5, 8}, {3, 6}}。 

(b) 集 合 4={1, 2,…, 8} 上 的 模 2 同 余 关系 8 的 商 集 为 4LS={{1 3, 5, 7}, {2, 4, 6, 8}}。 

〈c) 等 价 关系 RNS 的 商 集 为 4(RNMS)={{1, 7}, {2, 8}, {3}, {4}, {5}, {6}}。 


4.5.2 ”集合 的 划分 


【 例 4.50】 表 4.8 中 , 各 同学 之 间 的 同班 关系 构成 等 价 关 系 ， 其 等 价 类 是 {{ 祖 冲 之 ， 
秦 九 韶 }，{ 马 钧 ， 公 输 班 ， 墨 翟 }，{ 苏 东 坡 . 施 耐 询 , 李白 }}， 而 这 恰恰 是 将 所 有 同学 分 为 
3 个 班 的 结果 ， 事 实 上 它 称 作 集合 的 划分 。 

定义 4.20 设 总 为 非 空 集 合 ， 若 集合 LEE7Z(CBD 满 足以 下 条 件 : 

(1) 对 任意 4eZ 4 非 空 。 

(2 ) 对 任意 4.BeZ 若 4zB， 则 4nB=C。 


,Do2,2lo,3) 


图 4.13 例 4.48 用 图 


第 4 章 二 元 关系 EBD) 
第 4 一 和 人 加 一 


表 4.8 例 4.50 用 表 


姓 名 学 ”号 班 级 
祖冲之 12101001 1 班 
苏东坡 12103102 国文 学 3 班 
施 耐 鹿 12103033 国文 学 3 班 
马 多 12102022 2 班 
公 输 班 12102024 2 班 
李白 12103188 3 班 
秦 九 韶 12101002 数学 1 班 
黑 惟 12102026 2 班 
(国王 杰 
AelT 
则 称 卫 为 集合 于 的 一 个 划分 ( partition ) 或 分 划 。Ae77 称 为 卫 的 划分 块 (block )。 
【 例 4.51】 假设 集合 为 S={a, b, c, qd, e,fg}， 则 
Mm={ {a, b,c, e,f}, {a, 8} } 


m={ {a, b, 8}, {d, e,f}, {c} } 

都 是 5 的 划分 ， 而 

B=-{ {a,b, c,d, e}, {8} } 

mr {a,b, c,d, e}, {e,f, 8}} 

Ns={ {a, bc e, 8}, {4,f}, OS} 
都 不 是 8 的 划分 。 
【 例 4.52】 设 n 为 正 整数 ，4 产 {xkx=i (mod) n}，0i<n-1， 则 下 {40, 41,…, 4An1} 

就 是 也 的 一 个 划分 。 


4.5.3 等 价 关 系 与 划分 的 一 一 对 应 


首先 讨论 如 何 由 划分 构造 一 个 等 价 关 系 。 

定理 4.30 设 工 是 集合 4 的 一 个 划分 ， 定 义 4 上 的 关系 尽 为 aRb 当 且 仅 当 a 和 4b 
属于 同一 个 划分 块 ， 则 尺 是 4 上 的 一 个 等 价 关系 ， 称 作 由 下 决定 的 等 价 关系 。 

证 明 . 

(1) 着 ae4， 则 明显 地 a 在 自己 所 处 的 划分 块 中 ， 于 是 aRa， 因 而 RR 具有 自 反 性 。 

(2) 若 aRb， 则 a 与 2 处 于 相同 的 划分 块 ， 于 是 hbRa， 因 而 R 具 有 对 称 性 。 

(3) 若 aRb 且 bRce， 则 a 与 5b 处 于 相同 的 划分 块 ，b 与 c 处 于 相同 的 划分 块 ， 于 是 
aRc， 因 而 RR 具有 传递 性 。 

综 上 可 得 , 是 4 上 的 一 个 等 价 关系 。 日 

【 例 4.53】 例 4.52 中 的 x 决定 的 等 价 关 系 即 是 纪 的 模 n 同 余 关系 ， 其 商 集 记 作 
Z/nZ={0,1,…,n 一 ]}，7 了 表示 i 所 在 的 等 价 类 。 

由 此 可 得 出 由 集合 卫 的 划分 求 等 价 关系 的 方法 : 设 7 是 集合 并 的 一 个 划分 ， 则 
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决定 的 等 价 关 系 为 R= |【 (4x4)。 


【 例 4.54】 和 集合 4={a, b,c} 的 划分 {{a, 5}, {c}} 决 定 的 等 价 关 系 是 
{a, b}x{a, b} U {c}x{c}={(a, a), (a, b), (b, a), (b. b), (c, ©)} 

下 面 讨论 如 何 由 等 价 关 系 得 到 一 个 划分 , 从 而 建立 等 价 关 系 与 划分 之 间 的 一 一 对 应 。 

定理 4.31 设 R 是 4 上 的 一 个 等 价 关 系 ,， 令 a,be4， 则 aRb 当 且 仅 当 R(q)=R(D)。 

证 明 . 假设 R(a)=R(5b)。 则 由 R 具 有 自 反 性 有 beR(5b)。 于 是 beR(a)， 即 aRb。 

反 过 来 , 假设 aRb。 由 R 的 对 称 性 有 bRa, 于 是 aeR(b) 有 是 beR(a)。 对 于 任意 xeR(b)， 
因 R 具有 传递 性 ， 由 xeR(5) 及 beR(q) 可 得 xeR(a)。 因 此 R(5)cR(a)。 类 似 地 可 证 明 
R(a)cR(b)， 故 有 R(a)=R(b)。 各 

定理 4.32 设 R 是 4 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 则 554/R={R(q)lae4} 是 4 的 一 个 划分 ， 
而 且 RR 就 恰 是 由 殉 决 定 的 等 价 关 系 。 

证 明 . 

(a) 对 于 任意 ae4， 由 RR 的 自 反 性 有 aeR(a)， 即 Ra) 非 空 。 

(b) 假设 R(a)#R(b)， 断 言 : RonRC)=C。 

否则 ， 若 存在 ceR(A)NR(5)， 则 ceR(a) 且 ceR(b)， 即 aRc 有 日 bRc。 由 定理 4.31 有 
R(a)=R(c)=R(b)， 产 生 矛 盾 。 

因此 括 4/R={R(q)lae4} 是 4 上 的 一 个 划分 。 

而 且 由 定理 4.31，aRb 当 且 仅 当 a、b 属于 闫 4/R={R(q)lae4} 的 同一 个 划分 块 ， 因 
此 巧 决 定 的 等 价 关 系 就 是 R。 吾 

由 划分 与 等 价 关 系 的 一 一 对 应 ， 可 得 以 下 定理 。 

定理 4.33 设 Ri 和 尺 : 为 非 空 集合 4 上 的 等 价 关系 ， 则 Ri=R2: 当 且 仅 当 4/R1=4/R。 


*4.6 相 容 关系 与 集合 的 履 盖 


在 实际 问题 中 往往 有 些 关 系 不 具有 传递 性 ， 例 如 朋友 关系 、 父 子 关系 等 就 不 具有 传 
递 性 ， 本 节 介绍 一 种 应 用 广泛 的 新 的 关系 一 一 相 容 关系 。 
定义 4.21 设 下 是 非 空 集合 ，SESIKD-O， 如 果 [ 人 j4= 瑟 ， 则 称 8 是 集合 互 的 一 个 


Aes 


覆盖 《covering); 

【 例 4.55】 设 态 {1,2,3,4,5}, 则 Si={{1}, {2,3}, {2,4.5}} 和 S={{1}, {3,4}, {2,4, 
5}} 都 是 集合 工 的 覆盖 。 

定义 4.22 设 尺 为 集合 下 上 的 二 元 关系 ,如果 尺 具有 自 反 性 和 对 称 性 ， 则 称 尺 为 盛 
上 的 相 容 关系 (compatibility relation )- 

【 例 4.56】 R={(1, 1D), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 9), (1 3), (3, 1), (2,3), (3, 2), (2, 4), (4, 2)， 
(3, 4), (4, 3), (2, 5), (5, 2), (3, 5), (5, 3), (4, 5), (5, 4) } 是 {1, 2, 3, 4. 5} 上 的 相 容 关系 。 

定义 4.23 设 RR 是 集合 卫 上 的 相 容 关系 ,C 是 卫 的 非 室 子 集 , 若 Va,beC 都 有 aRD ， 
则 称 C 是 由 RR 产生 的 相 容 类 《compatibility block)。 
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【 例 4.57】 例 4.56 中 的 相 容 关 系 情 产生 的 相 容 类 为 {1}, {2, 3, 4, 5}, {2, 3}, {3, 4}， 
{4, 5}，{2, 4, 5} 等 。 

注 : 

(a) 由 于 集合 蕊 中 任 一 元 素 a 可 以 组 成 相 容 类 {a}， 因 此 总 可 以 由 节 的 若干 个 相 容 
类 形成 蕊 的 覆盖 ; 但 由 让 {1}U {2, 3,4,5}={1}U {2,4.5}U {3, 介 ,可知 由 R 产 生 的 覆盖 
并 不 唯一 。 

(b) 相 容 类 {2,3}，{2, 4, 5}，{3, 和 等 还 可 以 加 入 与 类 中 元 素 符合 相 容 关系 的 其 他 元 
素 ， 构 成 新 的 相 容 类 {2,3} 可 以 加 入 元 素 4 或 5;，{2, 4, 5} 可 以 加 入 元 素 3; {3, 4} 可 以 
加 入 元 素 2 或 5)， 但 相 容 类 {1, 3} 和 {2, 3, 4, 5} 则 不 能 再 添加 元 素 构成 新 的 相 容 类 。 

定义 4.24 设 R 是 集合 玉 上 的 相 容 关系 , C 是 由 民 产 生 的 相 容 类 , 如果 C 不 能 真 包 
含 在 其 他 任何 相 容 类 中 ， 则 称 C 为 RR 的 最 大 相 容 类 《maximal compatibility block)。 

注 : 易 见 ， 若 王 是 有 限 集合 ， 则 钱 上 相 容 关系 产生 的 最 大 相 容 类 只 能 有 有 限 个 。 

【 例 4.58】 例 4.56 中 的 相 容 关系 及 产生 的 所 有 最 大 相 容 类 为 {1,.3} 和 {2. 3, 4, 5}。 

定理 4.34 设 R 是 有 限 集合 全 上 的 相 容 关系 , C 是 R 的 一 个 相 容 类 ， 则 存在 R 的 一 
个 最 大 相 容 类 C"， 使 得 CcC'。 

证 明 . 若 C 是 最 大 相 容 类 ， 则 定理 成 立 ， 否 则 必定 存在 weX， 使 得 CCC1=CU {a}。 

类 似 地 ， 可 以 得 到 相 容 类 序列 CcCicCsc …， 由 于 对 中 的 元 素 个 数 有 限 ， 因 此 这 
个 序列 长 度 必 定 有 限 ， 而 此 序列 的 最 后 一 个 相 容 类 就 是 包含 C 的 最 大 相 容 类 。 口 

有 限 集合 对 中 的 任 一 元 素 a 可 以 组 成 相 容 类 {qj， 从 定理 4.34 可 知 ，{a} 必 包含 在 一 
个 最 大 相 容 类 之 中 ， 因 此 所 有 最 大 相 容 类 组 成 的 集合 必 是 匹 的 覆盖 。 

定义 4.25 设 R 是 集合 于 上 的 相 容 关系 , RR 的 所 有 最 大 相 容 类 组 成 的 集合 称 为 4 的 
完全 覆盖 。 

给 定 有 限 集合 全 上 相 容 关系 R, 由 不 同 的 相 容 类 集合 可 以 构成 多 个 不 同 的 区 的 覆盖 ， 
但 是 巨 的 完全 覆盖 是 唯一 的 。 

由 集合 蕊 上 相 容 关系 及 可 以 得 到 无 的 覆盖 。 下 述 定理 表明 , 由 丈 的 覆盖 也 可 以 得 到 
革 上 的 相 容 关系 R。 

定理 4.35 设 5 是 集合 针 的 覆盖 ， 则 由 C 决定 的 关系 R= (4x4) 是 了 的 一 个 相 
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容 关系 。 

【 例 4.59】 {1, 2, 3, 4, 5} 的 完全 覆盖 {{1, 3}, {2, 3, 4, 5}} 决 定 了 相 容 关系 R={(1, 1), (2， 
3G G 人 GY) GG 
5);(5,3),(4; 5); (5, 2) }。 


*4.7 ”关系 在 计算 机 中 的 表示 方法 
为 了 便于 程序 编写 ， 除 关系 矩阵 外 ， 还 经 常 采 用 边 列表 、 正 向 表 、 邻 接 表 等 方法 表 


示 一 个 图 。 
【 例 4.60】 ”假设 R=-{(1,1), (1,2), (1.4), (2.1), (3.2). (3,4)} 是 定义 在 4={1,2,3,4} 上 的 关 
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系 ， 其 关系 图 如 图 4.14 所 示 。 则 可 采用 以 下 数据 结构 表示 R: 
(a) 使 用 二 维 数组 来 存储 R 的 关系 矩阵 。 
(b) 使 用 边 列 表 ， 如 图 4.15 所 示 。 


(Ec— 9 

Listl| 1 1 1 2 3 "3 
cmc TT 
图 4.14 例 4.60 用 图 图 4.15 边 列表 


两 个 一 维 数组 分 别 依 次 存储 各 有 序 对 的 第 一 元 素 和 第 二 元 素 。 

(c) 使 用 正 向 表 ， 如 图 4.16 所 示 。 

使 用 两 个 一 维 数组 List 和 List2，List1(i) 到 List1(i+1)-1 之 间 的 值 表示 存在 有 向 边 
(i, List20)))。(List1()=-1 时 需 特殊 处 理 ， 此 处 不 详 述 。) 

(d) 使 用 反 向 表 ， 如 图 4.17 所 示 。 


Listl| 1 4 15 |-=-! Listl| 1 3|-1|5 
risp| 1 [2|411[214f* Liso| 1| 2 | 1 |3| 1， 3 
1 人 这 
图 4.16 正 向 表 图 4.17 反 向 表 


使 用 两 个 一 维 数组 List 和 List2，List1(i) 到 List1(i+1)-1 之 间 的 值 表示 存在 有 向 边 
(List20), i?)。(List1(i)=-1 时 需 特殊 处 理 ， 此 处 不 详 述 。) 
(e) 使 用 邻接 表 ， 如 图 4.18 所 示 。 


1 et=|1le=|2[ ee-|4|/ 


Lam 


eli? el4|/ 


4.18 ”邻接 表 


纵向 的 列表 表示 各 个 顶点 ,而 若 在 以 i 开始 的 横向 的 链表 中 存在 值 为 j 的 节点 当 且 仅 
当 原 关系 中 存在 有 序 对 (i,】)。 


习 题 4 


4.1 假设 4={a, b,c,qd}，B={1,2}, 求 4x4、AxB、BxB。 

4.2 ”假设 (2xty, x-2y)=(0, 5)， 求 x、y。 

43 计算 有 KK{@D})x{@}。 

44 ”假设 4={1, 2, 3, 4}，B={a, b,c}， 求 4x4, 4xB, Bx4 的 元 素 个 数 。 
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4.5 ”假设 4、B、C 是 任意 非 空 集合 ， 证 明 : 
(a) Ax(B-C)=(4xB)-(4xO). 
(b) Ax(B®C)=(4xB)®(AxC). 
4.6 假设 4、B、C、D 是 任意 非 空 集合 ， 判 断 下 述 等 式 是 否 成 立 ， 如 成 立 请 给 出 证 明 ， 
如 不 成 立 请 给 出 反例 。 
(a) (4NB)x(CND)(4xO) NBxD). 
(b) (4UB)x(CUD)-(4xC)U (BxD). 
(c) (4®B)x(C®D)-(4xC)®(BxD). 
(d) (4-B)x(C-D)=(4xC)-(BxD). 
4.7 假设 4、B、C、DD 是 任意 非 空 集合 ,证明 : 4cB 且 CCD 当 目 仅 当 4xCcBxD。 
4.8 ”假设 4={1, 2, 3, 4}，B={a, b,c}， 有 和 多少 从 4 到 B 的 关系 ? 有 多 少 4 上 的 关系 ? 
4.9 ”假设 |4[=n，|B|=m， 那 么 有 和 多少 个 从 4 到 B 的 不 同 二 元 关系 ? 
4.10 若 有 限 集合 4 有 个 元 素 ， 在 4 上 可 以 定义 多 少 个 不 同 的 关系 ? 
4.11 假设 4={1,2,3,4}， 列 出 关系 RR 中 元 素 。 
(a) R={(x, y)lxeA, yeA, ylx}.。 
(b) R={(x, ylxed, yed, (yx)’ eA}。 
(ce) R={(x, y)lxeA, yeA, y<x}。 
(d) R={(x, y)lxe4, yeA,x 与 y 互 素 }。 
(e) R={(x, y)xeA4, yeA4,y/x 是 素数 }。 
4.12 2Z+ 上 关系 尺 定 义 为 R={(x, yp)l2x+ty=12}， 求 Dom(R) 和 Ran(R)。 
4.13 假设 R={(0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 1), (1, 2), (2, 3)}， 计 算 R(0)、R({1, 2})、Rla,2)。 
4.14 假设 4、B 是 两 个 非 空 集合 ，R 为 4 到 B 的 关系 ，Cc4， 证明: R(C)=Ran(R|o)。 
4.15 ”假设 4={1, 2, 3, 4}， 用 关系 矩阵 和 关系 图 表示 下 列 二 元 关系 
(a) Ri={(1,1), (2,2), (3,3), (4.4)} 。 
(b) Rs={(1,2), (2,3), (1,3), (3,1)}。 
(c) Rs={(2,1)}。 
(d) R={(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (4, 2)}。 
4.16 假设 集合 4={1, 2, 3, 4}， 写 出 由 下 述 关 系 和 矩阵 形 式 定义 的 4 上 关系 的 集合 表达 式 
和 关系 图 。 


1000 mk 0010 
0110 (Ui Wk | 0010 
Ma = nn 汪 二 二 
必 Wl We 0 0 i 0 1 
0 0 从 -入 0 670 进 0010 
4.17 假设 集合 4={1, 2, 3, 4}， 写 出 由 下 述 关系 图 表示 的 4 上 关系 的 集合 表达 式 和 关系 


4.18 求 集合 4={1, 2, 3} 上 的 恒 等 关 系 。 
4.19 已 知 集合 4={1, 2, 3, 4, 5, 6}、B={a,b}, 计算 LI、D4、KB) 上 的 包含 关系 、B 上 的 
恒 等 关 系 的 关系 矩阵 和 关系 图 ， 并 求 各 自 的 定义 域 和 值 域 。 
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4.19 习题 4.17 用 图 


4.20 ”假设 R 和 5 都 是 集合 4 上 的 关系 ， 证 明 或 反驳 : 
(a) Dom(RNMS)=Dom(R)NDom(S). 
(b) Dom(RU S)=Dom(R)U Dom(S)。 
(c) Ran(RmnS)=Ran(R)mRan(S)。 
(d) Ran(RUS)=Ran(R)U Ran(S)。 
4.21 假设 R 是 集合 4={1, 2,3} 上 的 关系 , 有 R({1, 2})={1, 3}, R({2, 3})={2, 3}, R({1, 3}) 
={1, 2}， 夯 出 的 关系 图 。 
4.22 已 知 4={1,2,3,4}, 4 上 的 关系 及 满足 : R({1,2})={1,2}, R({1,3})={1, 2, 4}, R({2, 
3}) ={2, 4}，R({3, 4})={3, 4}， 计 算 所 有 可 能 的 R。 
4.23 ”假设 RR 是 集合 4 上 的 关系 ，B, Cc4， 证 明 或 反驳 : 
(a) R(BNMC)=R(B)NR(O), 
(b) R(BUO=R(B)UR(O). 
4.24 ”假设 R 和 5S 都 是 集合 4 上 的 关系 ，xe4， 证 明 或 反 驶 : 
(a) (RNMS)(x)=R(X) N SCX). 
(b) (RUS)(x)=R(Y) U SC) 
4.25 ”假设 4、B 是 两 个 非 空 集合 ，R 为 4 到 B 的 关系 ，C, Dc4， 证 明 或 反驳 : 
Rlonp= RlcN\RIp, Rlcup= RlcURIp 
4.26 假设 R={(1, 2), (2, 3), (1, 4), (2, 2)} ,5={(1,1), (1,3), (2,3), (3,2), (3.3)} 是 集合 4={1, 2， 
3, 4} 上 的 关系 ， 计 算 SsR、ReS、S*、R?。 
4.27 假设 4={1,2,3,4}，R={( 让 | 广 人 +1} 和 5S={( 站 |i57+2} 是 4 上 的 关系 ,计算 RNS、 
RUS、S-R、 及 、SeR、ReS。 给 出 Me、Ms， 计 算 MHROHMs。 
4.28 ”已 知 关系 R={(0, 1), (1, 2), (3, 4)}， 求 关系 8 使 得 SeR={(1, 3), (1, 4), (3, 3)}。 
4.29 假设 集合 4 上 的 关系 尺 和 3 都 非 空 ， 那 么 SeR 是 否 一 定 也 非 空 ? 
4.30 ”假设 4、B、C 是 集合 , R 为 4 到 B 的 关系 ,5S 为 B 到 C 的 关系 , 证 明 : Ran(SoR)= 


S(Ran(R))。 
4.31 证明 定理 4.5。 
4.32 证 明定 理 4.6。 人 
433 假设 4、B、C 为 非 空 集合 ，R 为 有 到 C 的 关系 ，S1、 (Cr (2) 


5 为 4 到 B 的 关系 , 则 Re(S1n52)=(ReS1)n(Re5) 是 否 成 

立 ? 如 成 立 请 给 出 证 明 ， 如 不 成 立 请 给 出 反例 。 GT mo 
4.34 ”假设 关系 的 关系 图 如 图 4.20 所 示 。 

(a) 列 出 所 有 长 度 为 2 的 道路 。 4.20 习题 4.34 用 图 


4.46 


4.47 
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(b) 给 出 一 个 长 度 为 3 的 回路 。 

(c) 给 出 从 2 到 4 的 一 条 道路 。 

设 4={a, pc}， 定 义 4 中 的 关系 如 下 ， 求 每 个 关系 的 各 次 罕 。 

(a) Ri={(a, b), (a, ©), (c. b)}。 

(b) Rs={(a, b), (6 ©), (c. b)}。 

(¢) Rs={(a, b), (b, a), (c, oc)}。 

(d) Ret{(a, b), (a, a), (a, ©)}。 

设 4={a, b,c,q}, R={(a, 5), (b, a), (b,c), (c, q)}, 求 R 的 各 次 究 , 分 别 用 关系 矩阵 和 
关系 图 表示 。 

设 4={a, b,c, dq, e, 有 }, R={(a, b), (b, ¢), (c, q), (d, e), (e, f), (f a), (a; a), (b, b), (c, ©), (q, 
q), (e, @), 有 )}, 求 R'。 

设 4={1,2,3}， 试 给 出 4 上 两 个 不 同 的 关系 Ri 和 Rs， 使 得 R? =R，R? =R,。 

设 4={1,2,3}， 试 给 出 4 上 关系 使 得 RR?。 

假设 RR 为 集合 4 上 关系 ， 对 于 任意 正 整 数 m， 证 明 : (R”)!=(R-1)”。 

假设 RR 为 有 限 集合 4 上 关系 ， 证 明 : 存在 正 整数 s、t 使 得 s<t 且 R'=R'。 

设 4={a,b, q,e, 有 }，R={(a, 5), (b, a), (qd, e), (e, 有 ), (fq)}， 求 出 最 小 的 自然 数 m 入， 
使 得 m<n 且 R"=R”。 

给 定 忆 上 的 如 下 关系 ， 它 们 各 自 具有 何 性 质 ? 

(a) {(i, DlijeZ ,lil<10}. 

(b) {Gi, Dlije 2Z ,liyl=8}. 

(c) {Gi DlijeZ ,lil}. 

(d) {GDlije 2Z, li<)}. 

对 于 任意 非 空 集合 5S， 定义 KS) 上 的 关系 R 为 : R={(4, B)4 eS), Be 5), 
ANMB=@}， 试 确定 R 具 有 的 性 质 。 

对 于 任意 非 空 集合 S$， 定义 KK5) 上 的 关系 R 为 : R={(4, B)4eHS), Be MS), 
ANMBz@}， 试 确定 RR 具有 的 性 质 。 

给 定 集合 4= {a b, c} 上 关系 的 关系 矩阵 ， 它 具有 何 种 性 质 ? 

7 
0 


(a) Ma: = 


一 乙 品 一 一 
Sng 
o 


i 
o 


SS 


(Cc) Mr: 


1 
es 
[— =) 
Ni 
o 


0 
给 定 集合 4= {a, b, c} 上 关系 的 关系 图 ， 它 具有 何 种 性 质 ? 
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4.21 习题 4.47 用 图 


4.48 设 集合 4=11L,2.3}， 判 断 如 下 4 上 关系 具有 何 种 性 质 : 
(a) Ri={(, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2)}。 
(b) Rs={(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2), (2, 1)}。 
〈c) Rs={(1, 2), (2, 3), (3, 1), (1, 3), (2, 1)} 。 
(d) R={(1, 1), (2, 3)}。 
4.49 设 R 是 C 上 的 关系 ，xRy 当 且 仅 当 x-y=atbi， 其 中 4a、b 是 给 定 的 实数 。 判 断 关 系 
R 具有 何 种 性 质 。 
4.50 ”给 出 一 个 例子 满足 ，R 具有 传递 性 但 是 RR。 
4.51 平面 上 直线 之 间 的 平行 关系 具有 什么 性 质 ? 
4.52” 设 集合 4= {a, pc}， 构 造 关 系 尽 满足 以 下 性 质 : 
(a) 具有 传递 性 和 对 称 性 ， 但 不 具有 自 反 性 。 
(b) 具有 对 称 性 和 自 反 性 ， 但 不 具有 传递 性 。 
(c) 具有 非 自 反 性 和 对 称 性 ， 但 不 具有 传递 性 。 
(d) 既 不 具有 自 反 性 ， 也 不 具有 非 自 反 性 。 
Ce) 具有 自 反 性 、 传 递 性 、 对 称 性 、 反 对 称 性 。 
4.53 是 否 存在 反对 称 且 对 称 的 关系 ? 是 否 存在 非 对 称 且 对 称 的 关系 ? 
4.54 假设 有 限 集合 4 有 nn 个 元 素 ， 请 计算 以 下 关系 的 个 数 : 
(a) 4 上 的 自 反 关系 。 
(b) 4 上 的 非 自 反 关系 。 
(c) 4 上 的 对 称 关 系 。 
(d) 4 上 的 非 对 称 关系 。 
(e) 4 上 的 反对 称 关 系 。 
(f) 4 上 既 不 具有 对 称 性 也 不 具有 反对 称 性 的 关系 。 
4.55 ”车 R 和 5 都 是 传递 的 ， 判 断 下 述 结论 是 否 成 立 ， 如 成 立 请 给 出 证 明 ， 如 不 成 立 请 
给 出 反例 。 
(a) R-S 是 传递 的 。 
(b) RUS 是 传递 的 。 
(c) SoR 是 传递 的 。 
4.56 车 R 和 5S 都 是 非 自 反 的 ， 判 断 下 述 结论 是 否 成 立 ， 如 成 立 请 给 出 证 明 ， 如 不 成 立 
请 给 出 反例 。 
(a) R 是非 自 反 的 。 
(b) Rns 是 非 自 反 的 。 
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(c) RUS 是 非 自 反 的 。 

(d) SeR 是 非 自 反 的 。 

车 R 和 S$ 都 是 反对 称 的 ， 判 断 下 述 结论 是 否 成 立 ， 如 成 立 请 给 出 证 明 ; 如 不 成 立 
请 给 出 反例 。 

(a) 灵 是 反对 称 的 。 

(b) R 是 反对 称 的 。 

(c) RNS 是 反对 称 的 。 

(d) RUS 是 反对 称 的 。 

(Ce) SeR 是 反对 称 的 。 

举例 说 明 RR 和 S 都 是 对 称 的 ， 但 是 SeR 不 具有 对 称 性 。 

若 R=R， 证 明 : R 具有 传递 性 。 

假设 R 和 5 为 集合 4 上 的 对 称 关 系 ， 证 明 : 若 ReScSR， 则 ReS=SoR 且 SeR 是 对 
称 的 。 

假设 R 和 5 为 集合 4 上 的 对 称 关 系 ， 证 明 : SoR 是 对 称 的 当 且 仅 当 ReS=SoR。 

证 明定 理 4.20(a)。 

设 R 和 5 为 集合 4 上 的 关系 ， 给 出 (RNSY=R"NS”"，(RUS)"=R"U 的 反例 。 

如 果 对 于 任意 a, b, ce4， 若 (a, b)eR 且 (b, c)eR 必然 有 (a, c)gR， 则 称 RR 是 反 传递 
的 。 证 明 : R 反 传递 当 且 仅 当 (ReR)NR=@。 

如 果 对 于 任意 a, 5, ce4， 若 (a, b)eR 且 (2, c)sR 必然 有 (c, qa)eR， 则 称 R 是 循环 的 。 
证 明 : 车 RR 是 自 反 的 和 循环 的 ， 则 R 是 对 称 的 和 传递 的 。 

你 觉得 为 什么 不 能 通过 减少 有 序 对 来 使 关系 满足 特定 的 性 质 ? 

假设 4={1, 2, 3}，4 上 的 关系 R={(1, 2), (2, 3), (3, 1)}， 求 r(R)，s(R)，t(R)。( 求 传 
北 闭 包 时 须 使 用 沃 舍 尔 算法 。) 

假设 R={(0,1), (1, 2)…, (n,n+1),…}={(x, x+1)kre N } 为 N 上 的 关系 , 求 r(R)、s(R)、 
1(R). 

设 4={a, b,c, d} 上 的 关系 R={(a,b), (b,a), (b,c), (cq (qd.b)}， 求 r(R)、s(R)、t(R)。 
( 求 传递 闭 包 时 须 使 用 沃 舍 尔 算法 。) 

设 4={1, 2, 3},， 试 给 出 4 上 的 关系 使 得 RUR 不 具有 传递 性 而 RUR*UR 具有 
传递 性 。 

假设 R 和 5 是 集合 4 上 的 关系 。 

(a) 证 明 xr(RUS)=r(R)U7(5)。 

(b) 证 明 s(RUS)=s(R)Us(S)，tRUS)2H(R)U tS)。 

(d) 举例 说 明 {RU S)zK(R)U tS)。 

假设 R 和 S 是 集合 4 上 的 关系 。 

(a) 证 明 x(RNS)=r(R)NMr(S)。 

(b) 证 明 s(RNS)cs(R)NMNs(S)。 

Cc) KRnS)ctR)ntCS)。 

(d) 举例 说 明 s(RNS)zs(R)NMs(S)。 
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(e) 举例 说 明 KRmnS)ztR)mz(S)。 

假设 R 是 集合 4 上 的 关系 ， 如 果 R 是 传递 的 ， 那 么 s(R) 是 否 一 定 也 是 传递 的 ? 
举例 说 明 Ks(R))2>s((R)) 不 能 取 等 号 。 

非 自 反 关系 的 传递 闭 包 是 否 一 定 也 非 自 反 ? 为 什么 ? 

反对 称 关系 的 传递 闭 包 是 否 一 定 也 反对 称 ? 为什么? 

已 知 4={1,2,3,4}，R={(]1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)}， 计 算 4/R。 

给 出 4={1,2,3} 上 所 有 的 等 价 关 系 。 

已 知 4={1, 2, 3, 4, 5}，4A/R={{1, 2}, {3, 5}, {4}}， 计 算 R。 

已 知 4={1, 2, 3, 4, 5}，A/R={{1}), {2, 3, 4}, {5}}， 计 算 ReR-。 

已 知 4={1, 2, 3, 4}， 在 下 4) 上 定义 关系 RR 为 SRT 当 且 仅 当 |S|=|1， 证 明 尺 是 一 个 
等 价 关系 ， 并 计算 U4)/R。 

在 N 上 定义 二 元 关系 及 为 (oa b)eR 当 且 仅 当 2latb。 

(a) 证 明 : R 是 一 个 等 价 关系 。 

(b) 计算 N/R。 

在 N* xN* 上 定义 二 元 关系 R 为 (a, b)R(c, q) 当 且 仅 当 2latc。 证 明 R 是 一 个 等 价 
假设 4={1, 2, 3, 4}， 在 4x4 上 定义 二 元 关系 及 为 (aq, b)R(c, q) 当 且 仅 当 |a-b|=|c-d|。 
证 明 尺 是 一 个 等 价 关 系 并 求 4x4/R。 

在 及 + x 恨 + 上 定义 二 元 关系 R 为 (a, 5)R(c, q) 当 且 仅 当 ad=pc。 证 明 R 是 一 个 等 价 
假设 RR 是 复数 集 C 上 的 二 元 关系 , (zu z2)eR 当 且 仅 当 |zil=|zz|。 R 是 否 是 等 价 关系 ? 
如 果 是 ， 请 计算 C/R。 

假设 2x2 棋盘 的 4 个 方 格 中 的 每 一 个 可 以 被 涂 成 红色 或 蓝 色 ， 在 所 有 涂 色 方 案 上 
定义 关系 R: 假设 Cl 和 Cs 是 两 个 涂 色 方案 ，(C1， C2)eR 当 且 仅 当 Gs 可 以 由 旋转 
Ci 或 者 先 旋转 Ci 再 翻转 Ci 得到。 

(a) 证 明 尺 是 等 价 关系 。 

(b) 计算 RR 的 等 价 类 。 

设 尺 是 集合 4 上 的 一 个 关系 ， 满 足 对 称 性 和 传递 性 。 证 明 : 如 果 对 于 任意 ae4， 
存在 be4 使 得 (a, b)eR， 则 RR 是 一 个 等 价 关系 。 

设 尺 是 集合 4 上 的 一 个 关系 ， 满 足 自 反 性 和 传递 性 ，7T 是 集合 4 上 的 一 个 关系 。 
证 明 : 对 于 任意 a, b, ce4， 若 (a, b)e7T 当 且 仅 当 (a, b)eR 且 (b, a)eR， 则 了 是 一 个 
设 尺 是 集合 4 上 的 二 元 关系 ， 设 5={(a, b)| 存 在 ce4， 使 得 (a, c)eR 且 (c, b)eR }。 
证 明 : 若 尺 是 一 个 等 价 关 系 ， 则 $ 也 是 一 个 等 价 关系 且 R=5。 

假设 S 和 了 是 非 空 集合 4 上 的 关系 ,4x4 上 关系 尽 定 义 为 Ce. y)R(u,v) 当 且 仅 当 xSu 
且 yTv。 证 明 : 车 S 和 了 都 是 4 上 等 价 关 系 ， 则 R 是 4x4 上 等 价 关系 。 

设 R 是 集合 4 上 的 一 个 自 反 关系 。 证 明 : R 是 一 个 等 价 关系 当 且 仅 当 : 对 于 任意 
qa, b,ceA4， 若 (a, b)eR H(a, c)eR， 则 (b, c)eR。 
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设 尺 是 集合 4 上 的 一 个 等 价 关系 ， 那 么 RR 是 否 也 是 等 价 关系 ? 

设 RI、Rs 是 集合 4 上 的 两 个 等 价 关 系 ， 那 么 r(Ri-R2) 是 否 也 是 等 价 关系 ? 

假设 集合 4cCZ， m,n 为 正 整数 , R 为 4 上 的 模 m 同 余 等 价 关 系 , S 为 4 上 的 模 n 

同 余 等 价 关 系 。 则 

(a) RNS 和 (RUS)” 各 代表 什么 关系 ? 

(b) 如 何 由 4/R 和 4/S 得 到 AARNMS)? 

假设 R 是 集合 4 上 的 等 价 关系 ，|4l=n，|R|=s 且 |4/RI=r。 证明 rs 宇 n。 

下 面 哪些 集合 构成 8 位 二 进 制 串 的 集合 上 的 划分 ? 

(a) 以 1 开始 的 二 进位 串 的 集合 、 以 00 开始 的 二 进位 串 的 集合 、 以 01 开始 的 二 
进位 串 的 集合 。 

(b) 包含 串 00 的 二 进位 串 的 集合 、 包 含 串 01 的 二 进位 串 的 集合 、 包 含 串 10 的 二 
进位 串 的 集合 、 包 含 串 11 的 二 进位 串 的 集合 。 

(c) 以 00 结尾 的 二 进位 串 的 集合 、 以 01 结尾 的 二 进位 串 的 集合 、 以 10 为 结尾 的 
二 进 制 串 的 集合 、 以 11 为 结尾 的 二 进 制 串 的 集合 。 

(d) 以 111 结尾 的 二 进位 串 的 集合 、 以 011 结尾 的 二 进位 串 的 集合 、 以 10 结尾 的 
二 进位 串 的 集合 、 以 11 结尾 的 二 进位 串 的 集合 。 

Ce) 含 3k 个 1 的 二 进位 串 的 集合 、 含 3k+1 个 1 的 二 进位 串 的 集合 、 含 3k+t2 个 1 
的 二 进位 串 的 集合 ， 其 中 大 是 正 整 数 。 

下 面 哪些 是 集合 互 x 马 的 划分 ? 

(a) x 或 ?是 奇数 的 (x, y) 对 的 集合 、x 是 偶数 的 (x, y) 对 的 集合 、y 是 偶数 的 (x, y) 对 
的 集合 。 

(b) x 或 y 是 奇数 的 (x, y) 对 的 集合 、x 和 yy 只 有 一 个 是 奇数 的 (x, y) 对 的 集合 、x 和 
yy 都 是 偶数 的 (x, y) 对 的 集合 。 

(c) x 是 正 数 的 (x, y) 对 的 集合 、y 是 正 数 的 (x, ») 对 的 集合 、x 和 ?了 都 是 负数 的 (x, y) 
对 的 集合 。 

(d) x 和 ?都 被 3 整除 的 (x,y) 对 的 集合 、x 被 3 整除 且 y 不 被 3 整除 的 (x,y) 对 的 集 
合 、x 不 被 3 整除 且 y 被 3 整除 的 (x,y) 对 的 集合 、x 和 yy 都 不 被 3 整除 的 (x, y) 
对 的 集合 。 

(e) x>0 且 y>0 的 (x, ») 对 的 集合 、x>0 且 ys0 的 (x, 习 对 的 集合 、x 和 0 且 y>0 的 
(x, 功 对 的 集合 、x 三 0 且 y<0 的 (x,y) 对 的 集合 。 

(f) xz0 且 yz0 的 (x, y) 对 的 集合 、x=0 且 yz#0 的 (x, yy) 对 的 集合 、xz0 且 y=0 的 Ce y) 
对 的 集合 。 

若 zi 和 zo 都 是 集合 4 的 划分 ， 若 元 中 的 每 一 个 集合 都 是 zi 中 某 个 集合 的 子 集 ， 

则 称 埃 是 zi 的 一 个 加 细 。 证 明 : 对 于 16 位 二 进 制 串 的 集合 ， 最 后 8 位 相同 的 二 

进 制 串 的 等 价 类 所 构成 的 划分 是 由 最 后 4 位 相同 的 二 进位 串 的 等 价 类 所 构成 的 划 

分 的 加 细 。 


4.100 证 明 : 车 ={41, 42…, 4m} 是 集合 4 的 一 个 划分 ，={B1, B…, Bw} 是 集合 B 上 


的 一 个 划分 ， 则 zixzz 是 集合 4xB 的 一 个 划分 。 
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(a) 假设 集合 4={1, 2, 3, 4, 5}, z={{1, 2, 3, 4}, {5}},， z={{1, 2, 3}, {4, 5}}, 计 
算 {4MBj| AiNBA#G, Aiem, Bjen}。 

(b) 证 明 : 车 如 ={41, 42…, Am}，o={B1, By,…, Bw} 都 是 集合 4 的 划分 ， 则 {4iNBj 
14nBFC. Adien, BE 五 } 是 集合 4 的 一 个 划分 〈 称 为 五 与 环 的 交叉 划分 )。 

(c) 车 如 决定 的 等 价 关系 是 RI， 元 决定 的 等 价 关 系 是 R， 那么 {4NBj| AiNBAz@, 
Aiem, Bjezo} 决 定 的 等 价 关 系 是 什么 ? 

(d) 假设 集合 4={ 全 年 级 学 生 }，xn={{ 全 年 级 所 有 男生 }，{ 全 年 级 所 有 女生 }}， 
PP={{l 班 学 生 }，{2 班 学 生 }, {3 班 学 生 }，{4 班 学 生 },，{5 班 学 生 }}， 那 么 zl 
与 有 的 交叉 划分 的 各 划分 块 含义 是 什么 ? 

包含 4 个 元 素 的 集合 共有 多 少 种 不 同 的 划分 ? 

假设 集合 4 有 n 个 元 素 ， 证 明 : 4 的 包含 天 个 划分 块 的 不 同 划 分 总 数 Sln, 月 满足 

递 推 关系 

S(n, B=S(n—1, kl)+kS(n-1, A 
初始 条 件 为 S(n, 1)=S(n, n)=1。 
基数 为 的 集合 划分 数目 B, 称 作 贝尔 数 (Bell number)。 证 明 : 有 ， = (js. . 
k=0 

下 述 关系 是 否 构 成 相 容 关系 ? 

(a) 三 角形 4 和 B 具 有 关系 R 当 且 仅 当 4 和 B 有 相同 度数 的 角 。 

(b) 学 生 甲 和 乙 具有 关系 RR 当 且 仅 当 甲 和 乙 选 修 过 相同 的 课程 。 

覆盖 是 否 一 定 是 划分 ? 划分 是 否 一 定 是 覆盖 ? 

若 C1 和 Cz 都 是 集合 4 的 覆盖 ， 那 么 CINCs 和 CiU Cs 是 否 也 是 集合 4 的 覆盖 ? 

证 明 : 若 Ci 是 集合 4 的 一 个 覆盖 ，C; 是 集合 B 上 的 一 个 覆盖 ， 则 CixC; 是 集合 

4xB 的 一 个 覆盖 。 

设 咎 fbat cat doc, zig, bed}，R={(x,y)|x, ye 上 且 xx、7y 至 少 有 一 个 相同 的 字母 } 。 

证 明 : R 是 上 的 相 容 关系 。 

相 容 关系 是 否 一 定 是 等 价 关 系 ? 等 价 关 系 是 否 一 定 是 相 容 关系 ? 

给 定 于 的 相 容 关 系 R 的 图 ， 如 图 4.22 所 示 ， 求 它 的 完全 覆盖 。 


4.22 习题 4.111 用 图 


不 同 的 完全 覆盖 是 否 可 决定 相同 的 相 容 关系 ? 如 成 立 请 给 出 证 明 ， 如 不 成 立 请 给 
出 反例 。 


函数 是 一 种 特殊 的 关系 ， 也 称 为 映射 ， 它 在 计算 机 科学 与 技术 以 及 相关 学 科 中 有 着 
重要 的 作用 和 广泛 的 应 用 。 

最 初 开 始 使 用 “函数 ”一 词 的 是 莱 布 尼 茨 (Leibniz，1646 一 1716)， 用 以 描述 曲线 的 
一 个 相关 量 ， 而 中 文 的 “函数 ”一 词 由 清朝 数学 家 李 善 兰 (1811 一 1882) 译 出 。 

本 章 主要 介绍 函数 的 定义 、 几 种 特殊 的 函数 及 相关 性 质 、 函 数 的 运算 以 及 常用 的 一 
些 函 数 。 


ph 


S.1 函数 的 定义 


定义 5S.1 设 了 为 集合 4 到 B 的 二 元 关系 , 若 对 于 任意 xeDom(/) 都 存在 唯一 的 
yeRan(/) 使 得 (x, y)ef 成 立 ， 则 称 f 为 函数 (function)， 此 时 记 y=ftx)， 称 x 为 自 变量 
(argument), y 为 f 在 x 的 值 (value) 或 x 在 f 作 用 下 的 像 (image)。 部 数 也 称 作 上 映射 
(mapping) 或 变换 (transformation) 

注 : 4=41x42x…x4n 时 ， 一 般 也 将 有 GI, 2，…, x)) 简 记 为 ftx1, x2，…, xz。 函数 的 定 
义 如 图 5.1 所 示 。 


5.1 函数 


【 例 $.1】 Rj={(1,1), (2,3), (4,1), (3,5), (5.3)} 是 函数 ， 而 R={(1,1), (1,3), (4,1), (3,5), 
(5,3)} 不 是 函数 ， 因 为 RJ(1)={1, 3}。 

在 函数 Ri 中 ，R1(1)=1, R12)=3, R1(4)=1, R13)=5, R1(5)=3， 于 是 Ri 也 可 以 写作 R= 
{(1, R1(1)), (2, R1(2)), (4, R1(4)), (3, R1(3)), (5, R1(5))}。 

【 例 52】 设 4-B-R, 则 f(x)=x+1、g(x)=Vx、 h(x) = 二 都 是 函数 。 

注 : 两 个 函数 f 和 g 相等 当 且 仅 当 满足 下 面 两 个 条 件 : 

(1) Dom(/) = Dom(g)。 
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(2) 对 于 任意 xeDom(/) = Dom(g) 剖 有 flx) = g(x)。 

例如 ， 函 数 Jx)=( 一 1)/(x-1) 和 g(x)=x+1 不 相等 ， 因 为 Dom(f)cDom(g)。 

定义 5.2 设 4、B 是 非 空 集合 , f 是 4 到 B 的 一 个 关系 ， 如 果 对 每 个 xe4， 存 在 唯 
一 的 yeB， 使 得 (x, y)ef， 则 称 f 为 4 到 B 的 函数 ， 记 作 f:4 一 B。 

注 : 对 于 4 到 8B 的 函数 f，Dom(f)=4,，Ran(f)cB。 

如 果 一 个 4 到 B 的 关系 是 函数 ， 则 它 的 关系 矩阵 中 每 一 行 至 多 有 一 个 1; 如 果 它 是 
一 个 4 到 8B 的 函数 ， 则 它 的 关系 矩阵 每 一 行 恰好 有 一 个 1。 

如 果 一 个 4 上 的 关系 是 函数 ， 则 它 的 关系 图 中 每 一 个 顶点 至 多 发 出 一 条 有 向 边 (出 
度 不 超过 1); 如 果 它 是 一 个 4 上 的 函数 ， 则 它 的 关系 图 中 每 一 个 顶点 恰好 发 出 一 条 有 向 
边 〈 出 度 恰 为 1)。 

【 例 53】 设 4=B=R, 则 f(x)=x+1 是 民 到 及 的 函数 , 而 g(x)=VX、 h(x) = 二 则 


不 是 。 

定义 5.3 设 函 数 f: 4 一 B, 41C4, 则 称 用 41)= {ftx)|xe41) 为 41 在 下 的 像 (image 
of A1 under/),， ft4) 称 为 函数 的 像 (image) 

【 例 $.4】 设 函数 /:Z+ 一 Z+ 定 义 为 1(1)=1,f(m)=n-1 (n>1), 则 有 了 ({2.3))=f({1,23}) 
= {1,2}。 

下 面 定 义 一 些 常用 的 函数 。 

定义 5.4 

(a) 设 f 4 一 B， 如 果 存 在 ceB 使 得 对 所 有 的 xe4 都 有 flx)=c， 则 称 f: 4 一 B 是 常 值 

(b) 设 4 是 非 空 集合 , 称 4 上 的 恒 等 关 系 石 为 4 上 的 恒 等 函 数 (identity function)， 
也 记 作 14。 即 对 于 所 有 的 xeA4，14(x)=x 

(c) 设 RR 是 4 上 的 等 价 关 系 ， 定义 从 4 到 4/R 的 函数 g: 4 一 4/R， 对 任意 ae4， 
g(q)=[a]， 即 将 元 素 映 到 该 元 素 所 在 的 等 价 类 ， 称 8 是 从 4 到 商 集 4/R 的 典范 映射 
(canonical map) 或 自然 映射 

注 : 给 定 集合 4 和 4 上 的 一 个 等 价 关 系 R， 就 可 以 确定 一 个 典范 映射 g: 4 一 4/R。 不 
同 的 等 价 关 系 确定 不 同 的 典范 映射 。 

【 例 5.5】 定义 函数 g 为 g(x)=2， 则 g 是 C 到 C 的 常 值 函数 。 

【 例 $.6】 4={, 2,3} 上 的 等 价 关 系 R={(1,1), (1,3), (2,2), (3,1), (3,3)} UL 所 确定 的 典 
范 映射 是 g(1) = g1(3)= {1,3}, gx(2) = {2}; 4={1, 2, 3} 上 的 等 价 关 系 所 确定 的 典范 映 
射 是 8g2(1)={1}, g2(2)={2}. g2(3)={3}。 


S.2 ”函数 的 性 质 
定义 5.5 设 函 数 .三 4 一 了 B。 


(a) 若 Ran(f)=B， 则 称 f 是 满 射 ( surjection ) 或 映 上 的 ( onto )。 
(b ) 若 任意 yeRan(f) 都 存在 唯一 的 xeA4 使 得 fx)=y, 则 称 f 4 一 B 是 单 射 (injection) 


或 一 一 的 〈one-to-one); 
(c) 车厂 既是 满 射 又 是 单 射 ， 则 称 厂 是 双 射 (bijection ) 或 一 一 对 应 ( one-to-one 
correspondence )。 


函数 的 满 射 、 单 射 和 双 射 如 图 5.2 所 示 。 其 中 ，(a) 是 满 射 ，(b) 是 单 射 ，(c) 是 双 射 。 


(©) 


图 5.2 ”函数 的 性 质 


注 : 
(a) f 是 满 射 意味 着 : 对 于 任意 yeB， 都 存在 xe4 使 得 ftx)=y; 

(b) f 是 单 射 男 有 如 下 两 个 等 价 定 义 : 

(b-1) 对 于 任意 a, be4 满足 a#5， 均 有 fa)#f25)。 

(b-2) 如 果 a, be4 满足 ha)=hb)， 则 a=b。 

【 例 S$.7】 函数 Z* 一 Z*+， 定义 为 1)=1, fn)=n-1 (n>1)。f 是 满 射 一 一 对 于 任意 
yeZ*， 有 fty+1)=y; 但 不 是 单 射 一 一 R1)=fR2)=1。 从 而 了 不 是 双 射 。 

【 例 5.8】 函数 g: 了 及 一 及 ， 定 义 为 g(x)=x*-2x+1。g 不 是 单 射 一 一 g(0)=g(2)=1; g 
也 不 是 满 射 一 一 g 在 x=1 取得 最 小 值 0。 从 而 g 不 是 双 射 。 

【 例 $.9】 函数 h: 民 一 民 ， 定义 为 h(x)=2x+1。h 是 单 射 一 一 若 2xi+1=2xz+1， 则 必 
然 有 xi=x2; 有 是 满 射 一 对 于 任意 ye 及 ， 有 /[ 写 j= y 。 从 而 五 是 双 射 。 


【 例 5.10】 设 4 是 非 空 集 合 ,4 上 的 恒 等 函 数 14 既是 单 射 又 是 满 射 ， 从 而 是 双 射 。 

【 例 S.11】 设 4 是 非 空 集合 ，R 是 4 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 则 恒 等 关系 所 确定 的 
典范 映射 是 双 射 ， 而 其 他 的 典范 映射 只 是 满 射 。 

对 于 有 限 集合 上 的 函数 ， 有 如 下 主要 结果 。 

定理 S$.1 假设 4 和 B 是 两 个 有 限 集合 且 满 足 |4|=|B|， 则 函数 4B 是 单 射 当 且 仅 
当 f 是 满 射 。 

定理 $.2 假设 4 和 B 都 是 有 限 集合 ， 则 

(a) 若 |4|<|B|， 则 必然 存在 从 4 到 B 的 单 射 函数 、 必 然 不 存在 从 4 到 B 的 满 射 函数 。 

(b) 若 |4|>|B|， 则 必然 存在 从 4 到 B 的 满 射 函 数 、 必 然 不 存在 从 4 到 B 的 单身 函数 。 

(c) 若 |4|FIB|， 则 必然 存在 从 4 到 B 的 双 射 函数 。 

推论 假设 4 是 有 限 集合 ，B 是 无 限 集合 ， 则 

(a) 必然 不 存在 从 4 到 B 的 满 射 函数 。 

(b) 必然 不 存在 从 B 到 4 的 单身 函数 。 

函数 性 质 在 关系 矩阵 和 关系 图 中 的 体现 是 : 

(a) 如 果 一 个 4 到 B 的 函数 是 单 射 ， 则 它 的 关系 矩阵 中 每 一 列 至 多 有 一 个 1， 如 果 


va 
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它 是 一 个 满 射 ， 则 它 的 关系 矩阵 每 一 列 至 少 有 一 个 1; 如 果 它 是 一 个 双 射 ， 则 它 的 关系 
和 矩阵 每 一 行 每 一 列 都 恰好 有 一 个 1。 

Cb) 如 果 一 个 4 到 B 的 函数 是 单 射 则 它 的 关系 图 中 每 一 个 顶点 至 多 存在 一 条 指向 
它 的 边 〈 入 度 不 超过 1); 如 果 它 是 一 个 满 射 ， 则 它 的 关系 图 中 每 一 个 顶点 至 少 存在 一 条 
指向 它 的 边 (入 度 不 小 于 1); 如 果 它 是 一 个 双 射 ， 则 它 的 关系 图 中 每 一 个 顶点 都 发 出 一 
条 有 向 边 ， 且 恰 存在 一 条 指向 它 的 边 〈 出 度 和 入 度 都 恰好 为 1)。 


5.3 ”函数 的 复合 


定理 5.3 设 4、B、C 是 集合 , f 是 4 到 B 的 关系 ,，g 是 B 到 C 的 关系 。 若 人 8 是 
函数 ， 则 gef 也 是 函数 ， 且 满足 

(a) Dom(g°/)={xlxeDom(f) ftx)eDom(g)}. 

(b) 对 于 任意 xeDom(go 有 goflx)=g(ftx))。 

证 明 . 由 定义 4.10， 若 对 于 某 个 xeDom(g°) 存 在 yi, yeRan(go) 使 得 (x, yi)egsf 且 (x， 
芒 )eg"f， 则 存在 ieDom(g) 使 得 (x, i)ef 且 (h, yi)eg， 存 在 beDom(g) 使 得 (x, tb)ef 且 (&， 
功 )eg。 由 于 是 函数 ， 因 此 11=&p， 又 由 于 (hi, yi)eg，(b,y)eg 且 g 是 函数 ， 有 y=y2， 因 
此 fog 为 函数 。 

(a) 由 定义 4.10 即 得 。 

(b) 由 定理 4.6 即 得 。 口 

函数 的 复合 如 图 5.3 所 示 。 


> gof 
图 5.3 函数 的 复合 


由 定理 5.3 及 关系 复合 运算 的 性 质 易 得 以 下 推论 : 假设 4、B、C、D 均 为 非 空 集合 ， 
/为 4 到 B 的 关系 ,g 为 B 到 C 的 关系 ,h 为 C 到 DD 的 关系 , 若 太 g、h 都 是 函数 , 则 (hog)of 
和 he(ge 有 ) 也 都 是 函数 ， 且 (heg)sf= he(go)。 
【 例 $.12】 函数 及 一 民 定 义 为 x)=x+1, g: 民 一 民 定 义 为 g(x)=2x+1, hi: 民 一 展 定 
义 为 h(x)=x+1， 则 : 
gof =e(10))=2)+1=20+1)+1=2x+3 
fie(x)=fe())=g(x)+1=2x+1+1=2x+2 
hogof (x)=h(e(fx))=(2x+3)+1=4x*+12x+10 
定理 $.4 假设 4、B、C 为 非 空 集合 ， 函 数 f: 4 一 B.g :B 一 C， 则 
(a) 如 果 g 和 .都 是 满 射 ， 则 gef 也 是 满 射 。 
(b) 如 果 g 和 了 都 是 单 射 , 则 gof 也 是 单 射 。 
(c) 如 果 g 和 了 都 是 双 射 ， 则 gf 也 是 双 射 。 


证 明 . 

(a) 对 于 任意 的 csC, 因 g 是 满 射 ， 故而 存在 beB 使 得 g(5)=c; 现 考察 5, 因 f 是 满 射 ， 
故而 存在 ae4 使 得 fa)=b。 于 是 gefa)= g(fa))=g(b)=c， 从 而 证 明了 gof 是 满 射 。 

(b) 假设 存在 x1, xze4 使 得 gofx1)=goftx2)， 则 由 g(ftr))=e(fxrz)) 及 g 是 单 射 知 
fr)<ftxx)， 又 由 于 f 也 是 单 射 ， 所 以 x1=x2。 从 而 证 明了 gsf 是 单 射 。 


(c) 由 (a)、(b) 即 得 。 口 
用 图 5.4 说 明定 理 5.4， 其 中 (a) 为 满 射 的 复合 ，(b) 为 单 射 的 复合 ，(c) 为 双 射 的 复合 。 
~ 


(c) 
5.4 不 同性 质 函 数 的 复合 


但 是 反 过 来 ， 定 理 5.4 的 道 定理 并 不 全 部 成 立 ， 而 只 是 部 分 成 立 。 
定理 $5.5 假设 4、B、C 为 非 空 集 合 ， 函 数 .六 4 一 了 8. g: B 一 C， 则 
(a) 若 8of 是 单 射 ， 则 是 单 射 。 
(b) 若 gof 是 满 射 ， 则 g 是 满 射 。 
(c) 若 gof 是 双 射 ， 则 是 单 射 ，g 是 满 射 。 
证 明 . (a) 假设 /不 是 单 射 , 即 存在 a1, a2e4,ai#az 且 fa1)=ha2); 于 是 gofla1)= gaD)= 
8g(fq2))=gofaz)， 而 这 与 gef 是 单 射 矛 盾 。 
(b) 若 gef 是 满 射 ， 则 对 于 任意 ceC， 存 在 ae4， 使 得 gefa)=c， 于 是 g(fa))=c， 故 
8 是 满 射 。 
(c) 由 (a)、(b) 即 得 。 画 | 
定理 5.5 可 用 图 5.5 来 说 明 。 其 中 ，(a) gf 是 单 射 ， 而 g 不 是 单 射 ，(b) gf 是 满 射 ， 
而 .不 是 满 射 ; (c) gf 是 双 射 ， 而 g 不 是 单 射 且 f 不 是 满 射 。 
定理 5$.6 假设 4、B 为 集合 ， 函 数 f: 4 一 B， 则 f=f14 =18sf。 
证 明 . 由 定理 4.7 即 得 。 回 
在 本 节 最 后 给 出 一 些 除 函 数 复合 外 的 常用 记号 : 
AGE 
PE RY) 
(m: 有 C=m-fx) lm 是 一 个 非 零 常数 ) 


图 5.5 定理 5.5 用 图 


5.4 逆 函 数 


关系 的 逆 关 系 仍然 是 关系 ， 而 函数 作为 关系 ， 其 逆 关 系 却 不 一 定 也 是 函数 。 

【 例 $.13】 设 f={(1,1), (2,3), (4,1), (3,5), (5.3)} 是 一 个 函数 ; 而 f 的 逆 关 系 f={(1,1), 
(3,2), (1,4), (5,3), (3,5)} 是 一 个 关系 ， 但 不 是 函数 。 

定义 5.6 假设 4、B 为 集合 ， 如 果 卫 数 /: 4-》B 作为 关系 的 地 关系/ "1 是 到 4 的 

函数 , 则 称 之 为 可 道 的 (invertible), 此 时 称 让 为 1 的 反 函 数 或 逆 函 数 (inverse function)。 

定理 5.7 假设 4、B 为 集合 ， 设 .三 4 一 B， 若 函数 广 :存在 ， 则 

(a) 广 :of=14。 

(b) AP 广 ! =15。 

证 明 . 假设 函数 让 存在， 对 于 任意 xe4， 由 于 f 是 4 到 B 的 函数 ， 因 此 存在 yeB， 
使 得 (x, y)ef。 于 是 (x, x)ef “1of， 即 得 xcf “of。 又 由 于 f 和 /7 了" 都 是 函数 ， 定 理 5.3 表明 
71of 也 是 函数 ， 因 此 对 于 任意 xe4， 若 还 存在 ye4 使 得 (x, y)ef ef， 则 必然 有 y=x， 即 
ff -ls 

类 似 地 ， 可 证 明 f=1g。 口 

下 面 的 定理 给 出 了 逆 函 数 存 在 的 充 要 条 件 。 

定理 $.8 ”假设 4、 为 非 空 集 合 ， 函 数 .三 : 4->B， 则 可逆 当 且 仅 当 了 是 双 射 ， 且 f 
的 逆 函 数 车 存在 则 也 是 双 射 。 

证 明 . (充分 性 ) 假设 f 是 双 射 。 下 面 证 明文 是 B 到 4 的 函数 。 
因为 了 是 函数 ， 所 以 是 关系 ， 且 由 了 是 双 射 有 Dom(f “)=Ran(f/)=B，Ran(/)= 
Dom(P)=4。 对 于 任意 的 peB， 若 存在 ai. aze4 使 得 (b, an)e 广 上 且 (2. az)s 广 :， 则 由 关系 道 
的 定义 有 (a1, 5)ef 且 (az, b)ef; 根据 /是 单 射 可 得 a1=a2。 从 而 证 明了 广 :是 了 到 4 的 函数 。 

(必要 性 ) 假设 可 逆 ， 以 下 分 两 个 步骤 证 明了 是 双 射 : 
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(1) f 是 单 射 : 由 定理 5.7， 广 :。 广 14， 而 14 是 单 射 ， 由 定理 5.5，f 是 单 射 。 
(2) f 是 满 射 : 由 定理 5.7，F 广 =18， 而 1s 是 满 射 ， 由 定理 5.5，f 是 满 射 。 
下 面 证 明 让 也 是 双 射 : 

(1) 让 是 满 射 : 由 定理 5.7， 广 * 广 14， 而 14 是 满 射 ， 由 定理 5.5， /是 满 射 。 
(2) 让 是 单 射 : 由 定理 5.7， f=1s， 而 18 是 单 射 ， 由 定理 5.5， /7 是 单 射 。 口 
注 : 由 定理 5.8 及 关系 的 逆 运 算 、 复 合 运算 的 性 质 ， 易 得 : 

(a) 车 函数 f: 4 一 B 是 双 射 ， 则 (f7) =。 

(b) 若 函 数 广 4 一 B, g: B 一 C 均 是 双 射 ， 则 (go "=f og 1。 

【 例 5.14】 函数 广 及 一 及 ,MO-2ret1 是 双 射 ,因此 可 逆 , 其 逆 函 数 是 厅 (x)= 汪 一。 


而 函数 g: 展 一 民 ，g(x)=-x*+2x-1 不 是 双 射 ， 因 此 不 存在 g 的 逆 函 数 。 

本 节 最 后 给 出 一 个 更 强 的 结果 ， 它 在 实际 应 用 中 具有 重要 意义 和 价值 。 

定理 $.9 假设 4、B 为 集合 ,， 若 4 到 B 的 函数 1 和 B 到 4 的 函数 g 满足 gef =14 及 
fie=1s， 则 f 是 一 个 4 到 8B 的 双 射 ，g 是 一 个 B 到 4 的 双 射 ， 而 且 f 和 gg 互 为 逆 函 数 。 

证 明 . 由 gef=14 知 是 满 射 ， 由 fse=1s 知 是 单 射 ， 因此 了 是 双 射 ， f 可 逆 。 且 f= 
{Dg le 

类 似 地 可 证 明 g 也 是 双 射 ，g 可 逆 且 gs = 口 

由 此 逆 函 数 也 可 以 等 价 地 作 如 下 定义 。 

定义 5.7 假设 4、B 为 集合 ， 对 于 函数 : 4->B， 若 存在 函数 1 使 得 /1of =14 且 
.六 =18， 则 称 太 为 可 逆 的 ， 此 时 称 广 :为 了 的 反 函 数 或 逆 函 数 


5.5 ”计算 机 科学 中 的 常用 函数 


定义 5.8 设 UU 为 全 集 ， 对 于 任意 集合 4CU， 可 定义 4 的 特征 函数 《characteristic 
function) Xi U 一 {0,1} 为 


-Jt aed 

X49)= 0, aeld 

【 例 S.1S】 设 全 集 [EE{0, 1,…, 9}, 集合 4={0, 1, 2, 3}, B={1, 3, 5, 7, 9}, 则 4MB={1， 
3}, AUB={0, 1, 2, 3, 5, 7, 9}, A-B={0, 2}, A={4, 5, 6, 7, 8, 9}, B={0, 2, 4, 6, 8}, A®B={0, 
2.5, 7 

则 有 : x4(0)=1, W(D=1 MO)=1. ta(3]1, ta(4)=0, (5)=0, ru(6)=0, x4(7)=0, x4(8)=0, 
X49)0。 

类 似 地 ， 可 定义 Xi、 XB~ XaF、 XANB\~ XALB、~ XA-B、~ XA®B, 它们 在 各 元 素 的 取 值 如 


表 5.1 所 示 。 


表 5.1 例 5.15 用 表 


SN 
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一 般 情况 下 ,假设 全 集 U 的 基数 是 n 且 其 元 素 有 一 个 确定 的 顺序 ， 于 是 每 一 个 全 集 
的 子 集 都 一 一 对 应 着 一 个 n 维 0-1 向 量 ， 也 即 1xn 的 布尔 矩阵 ， 于 是 集合 运算 可 以 转化 
为 布尔 矩阵 之 间 的 运算 。 例 如 ， 若 集合 4 对 应 的 布尔 矩阵 是 Via， 集 合 B 对 应 的 布尔 矩 
阵 是 Vas， 则 集合 也 对 应 的 布尔 矩阵 是 V,， 集 合 4UB 对 应 的 布尔 矩阵 是 ViVVs， 集 合 
4nB 对 应 的 布尔 矩阵 是 Va 八 Vs。 

将 布尔 运算 转化 为 布尔 矩阵 运算 可 以 方便 地 使 用 计算 机 表示 集合 和 进行 集合 间 的 运算 。 

定理 $.10 特征 函数 满足 以 下 等 式 : 

(a) 对 于 所 有 xeU， xz(x)=1-x4(x)。 

(b) 对 于 所 有 xeU，xuna(x)= Xa(X)Xa(x)。 

(c) 对 于 所 有 xeU，zx4vB(X)= Xa(x)+XB(x)-Xa() Ya(X)o 

(d) 对 于 所 有 xeU，xu@s(x)= Xa(X)+Xa(X)-2X4(x) YB(X) 

(e) 对 于 所 有 xeU，x4a(Xx)= Xa(X)(1—xs(x))。 

定义 5.9 定义 在 及 上 的 地 板 函 数 floor function)， 也 称 作 下 取 整 函数 ， 其 值 是 不 
超过 自 变 量 x 的 最 大 整数 ， 记 作 floor(x) 或 [xj 

【 例 $.16】 15 上 5.|12.4 上 2,|-2.4 上 -3.|-x 上 -4。 

注 : 下 取 整 函数 也 称 作 高 斯 函数 ， 记 作 [x]， 这 是 因为 该 表示 方法 首次 出 现 于 高 斯 的 
数学 巨著 《整数 论 研 考 》(Disquisitiones Arithmeticae)。 

定义 5.10 定义 在 及 上 的 天 花 板 函数 〈ceiling function)， 也 称 作 上 取 整 函数 ， 其 值 
是 不 小 于 x 的 最 小 整数 ， 记 做 ceiling(x) 或 [x 1 

【 例 $.17】 [SE5,[2.4F3,[-2.4 上 -2,[-x 上 -3。 

下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 分 别 如 图 5.6(a) 和 (b) 所 示 。 


IE 
4 oo。 
3 o—e 
六 co- 一 
1 
二 
o—e-l 
oe -2 
o 一 。 -3 
(a) (b) 


5.6 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 (图 片 来 自 Wolfram MathWorld) 


上 取 整 函数 和 下 取 整 函数 具有 如 下 性 质 。 

定理 $.11 设 n 为 任意 整数 ,x 为 实数 ， 则 

(a-1) Lx|=n 当 且 仅 当 n<x<nt+1。 

(a-2) [x1=n 当 且 仅 当 n-1<x 志 n。 

(a-3) Lx|=n 当 且 仅 当 x-1<n<x。 

(a-4)[x|=n 当 且 仅 当 xn<x+1。 

(b)x-1<Lx| <x<[x|l<xt+l。 

(c-D)L-x|= -xl, 

(c-2)[-x1= xl 

(d-1) Lx+tn|=[xltn。 

(qd-2) [x+tn |=[x hn 

【 例 S.18】 GCD 和 LCM 都 是 Z* xZ! 到 Z* 的 函数 ， 是 满 射 而 非 单 射 。 

假设 f 是 集合 {1, 2, 3} 上 的 一 个 双 射 ， 则 KR1NK2)K3) 构 成 {1, 2, 3} 的 一 个 置换 。 例 如 
F{(1, 2), (2, 3), (3, D)}， 则 人 XI)X2)K3) 为 231。 

定义 S.11 假设 非 空 有 限 集合 8 包含 n 个 元 素 ，S 上 的 一 个 双 射 称 为 S 的 一 个 nn 元 
置换 或 简称 置换 (permutation)， 表 示 为 


mmmt 


fs a 
=) Ja) … /| 
其 中 表示 S 中 的 互 异 元 素 , n 称 为 置换 的 阶 (order) 
【 例 $.19】 置换 的 表示 形式 是 不 唯一 的 ， 例 如 图 5-7 表示 的 集合 5={1, 2, 3} 上 的 置 
换 可 写 为 下 述 6 种 形式 之 一 : 


| 1 3 这 2 .3 
X= ， 不 二 ， N= ， 
3 了 3 下 过 2 | 
人 3 1 2 E jy 
KX= AX= 地 三 
2 3 外 学" 汉 | 


了 » 


图 5.7 例 5.19 用 图 
【 例 5.20】 集合 5={1, 2, 3} 上 的 置换 ( 双 射 函数 ) 有 31=6 个 ， 分 别 为 


1 23 L223 123 
束 = ， N= ， = ， 
| | -生生 本 /和 ,名 
LL 1 -2.3 1 县. 学 
N= ， Ns = ， Ne = 
| 3 这 S| 
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一 般 地 讲 ， 假 设 S 是 有 n 个 元 素 的 有 限 集 ， 则 

(a) 5S 的 任 一 个 置换 都 有 nm! 种 不 同 的 表示 。 

(b) S 共 有 nm! 个 彼此 不 同 的 置换 ， 其 全 体 用 S, 表示 。 

定义 5.12 假设 有 限 集合 8 包含 中 个 元 素 ， 则 称 8 上 的 恒 等 函 数 为 8 的 恒 等 置 换 或 
不 变 置换 。 

由 于 置换 就 是 一 个 双 射 ， 因 此 置换 存在 逆 置 换 ， 具 体 地 讲 : 假设 非 空 有 限 集合 5S 包 


含 个 元 素 ， 的 时 换 了 人 二 六] 的 闻 千 要 为 z= 为 中， 而 S 的 
> nd A 
吕 扫 二 = 汉语 ja 人 "wn ee SE 
蚊 ， I 五 2 
注 ， 在 习惯 上 也 常 将 置换 的 复合 称 作 置 换 的 乘积 或 积 。 
[ 例 521] 对 于 集合 S-fL 2 3 上 的 两 个 因 欣 本 = 3 ? ma- 外 有 


下 a 
7 = = ， NA = 加 i 
和 3 


123 i 3 
TR 2 1) R32 


定义 S$.13 假设 zx 是 集合 8 的 一 个 置换 ， 则 可 定义 z 的 宕 为 
tls 
A"=A"lon, n>1 
注 : 易 见 (x)"=(z") 1。 
定义 5.14 假设 A 是 集合 5 的 一 个 置换 ,使 得 牙 =1s 成 立 的 最 小 正 整 数 称 作 z 的 周期 
(period)， 记 作 per( 力 。 


ee i fi 2.3 be 6 
【 例 $5.22】 对 于 集合 5S={1, 2, 3} [的 轩 抽 -3 a 


X=1s， 因 此 zt 的 周期 为 3。 

定理 $.12 假设 x 是 有 限 集合 5 的 一 个 置换 ， 则 zt 的 周期 必定 存在 。 

证 明 . 考察 无 限 序列 x1, x xz), …， 由 于 有 限 集合 5 的 置换 也 只 有 有 限 个 ， 因 此 必 
定 存 在 1<iS 使 得 x 王 z/， 于 是 x 让 二 (zo(X 入 =1s。 即 序 列 x zz3 …z 产 中 必定 存在 
最 小 正 整 数 太 使 得 让 =1s， 其 即 为 z 的 周期 。 | 

定义 5.15 假设 有 限 集 合 5S 包含 nn 个 元 素 , 以 (q1, aq2,…, qj) 表示 5S 的 一 个 如 下 置换 : 
将 al 映射 为 G2， 将 @ 映射 为 Li 将 ari 映 射 为 a)， 将 4; 映 射 为 Galy 同时 将 其 他 元 素 
映射 到 自身 。(al q3,…, ay) 称 为 一 个 +- 轮换 或 简称 轮换 (cycle permutation )，7 称 作 该 
轮换 的 长 度 。2- 轮 换 也 称 作 对 换 。 

注 : 通常 将 ls 写作 轮换 (1)。 


这 
【 例 5.23】 时 的 二 -人 


jk 


3 可 写 S 
| 人 ED)， -= 末了 


] J 写作 3)， 
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= 人: | 可 写作 (1 3)， | . jms 人 | 


二 
1 asfaa 


2 3 


kr 
定义 $5.16 车 两 个 轮换 gj=(a1, q2,，…, qn) 和 =(b1, b3,，…, bs) 满 足 {a1, qz, …, qr} 站 {Db1, 
by,…, bs}=， 则 称 它们 是 不 相交 的 轮换 。 
注 : 容易 证 明 ， 不 相交 轮换 对 于 复合 运算 是 可 换 的 。 
定理 $.13 ” 任 一 置换 可 唯一 (不 计 轮 换 的 次 序 ) 表示 成 若干 不 相交 轮换 的 复合 ( 积 )。 


i 3 到 要 
【 例 5.24】 对 时 换 r=| dy "从 1 开始 ,发 现 z(1)-2, 20) 3， 


A3)=5，zA(5)=8，zA(8)=1， 于 是 得 到 轮换 (1, 2, 3, 5, 8); 再 从 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}\{1, 2, 3, 5， 
8} 选 择 4， 由 A(4)=7，A(7)=6，A(6)=4 得 到 轮换 (4, 7, 6)。 因 此 ，z 可 以 分 解 为 于 (1, 2, 3, 5， 
8)°(4, 7, 6)。 

定义 5.17 设 4 为 有 限 集合 ,n 为 一 确定 正 整 数 ， 则 4* 到 和 的 函数 再 在 一 各 可 称 
作 一 个 哈 希 函数 (hash function )。 

哈 希 函数 也 称 散 列 函数 或 杂凑 函数 ， 可 以 将 任意 长 度 的 输入 数据 〈 字 符 串 ) 打 乱 、 
混合 、 压 缩 ， 映 射 成 一 个 定 长 的 输出 字符 串 ， 于 是 创建 一 个 叫做 “摘要 ”的 数字 “指纹 ”， 
使 得 数据 量变 小 ， 并 将 数据 的 格式 固定 下 来 。 

虽然 广泛 地 讲 , 每 个 少 到 起 的 函数 都 可 以 称 作 哈 希 函数 , 但 是 并 非 所 有 这 样 的 函数 
都 是 “好 ”的 哈 希 函数 ， 更 不 都 是 适合 实际 应 用 的 哈 希 函数 。 一 个 好 的 哈 希 函 数 一 般 要 满 
足以 下 两 个 要 求 : 

(a) 冲突 尽 可 能 少 。 由 于 4" 是 无 限 集合 ， 而 4" 是 有 限 集合 ， 因 此 五 必定 不 是 单身 
(定理 5.2 的 推论 )。 即 必定 存在 不 同 的 自 变量 产生 相同 的 哈 希 值 ( 即 函数 值 )， 这 种 现象 
称 为 冲突 (collision》 或 碰撞 。 好 的 哈 希 函数 应 尽 可 能 减少 冲突 的 出 现 。 

(b) 散 列 值 应 尽 可 能 均匀 地 分 布 在 整个 值 域 范围 内 ， 这 样 可 以 减少 冲突 的 发 生 。 

【 例 $.25】 假设 4={0, 1, 2,…, 9}, 则 每 一 个 非 负 整数 都 可 以 看 作 4 "中 的 一 个 元 素 ， 
对 于 给 定 的 正 整 数 m， 可 定义 函数 为 f=x mod m。 则 了 是 4 到 4 的 哈 希 函数 (不 一 
定 是 满 射 )， 其 中 mlogiom |。 

例如 ， 学 生 的 学 号 范围 取 值 为 20120000 至 20122999， 可 取 其 模 1000 后 的 余数 作为 
其 哈 希 值 〈 即 学 号 的 末 3 位 )。 

【 例 $.26】 可 以 取 输 入 数值 的 平方 值 的 中 间 若 干 位 作为 哈 希 值 。 

具体 地 讲 , 哈 希 函数 的 输入 是 可 变 大 小 (任意 长 度 ) 的 消息 m, 输出 是 固定 长 度 (如 
64 比特 ) 的 摘要 值 Hm)。 对 于 密码 学 中 使 用 的 安全 哈 希 函数 有 如 下 要 求 : 

。 快速 性 : 已 知 m， 计 算 Hlm) 是 容易 的 。 

。 单 向 性 : 已 知 c=H(m)， 求 m 在 计算 上 是 不 可 行 的 。 

。 弱 抗 碰撞 性 : 对 给 定 的 消息 m1, 找到 另 一 个 与 之 不 同 的 消息 mp, 使 得 Hlm1)=Hlm;) 

在 计算 上 是 不 可 行 的 。 


3)， -人 4 3] ste,3.». 
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。 强 抗 碰撞 性 : 找到 两 个 不 同 的 消息 ma 和 m2， 使 得 瑟 mzD)-Eza) 在 计算 上 是 不 可 
行 的 。 

。 敏感 性 : c=H(m), c 的 每 一 比特 都 与 m 的 每 一 比特 相关 ， 并 有 高 度 敏感 性 ， 即 每 
改变 m 的 一 比特 ， 都 将 对 c 产生 明显 影响 。 

例 5.25 给 出 的 哈 希 函数 的 例子 在 密码 学 上 是 不 适用 的 。 


*$.6” 双 射 函数 及 集合 的 势 


1638 年 ， 伽 利 略 〈Galileo Galilei，1564 一 1642) 在 《关于 两 种 新 科学 的 对 话 》 中 借 
3 个 中 世纪 学 者 的 对 话 指出 : 对 于 每 个 自然 数 ， 都 有 且 只 有 一 个 平方 数 与 之 对 应 。 于 是 
就 产生 了 一 个 问题 : 自然 数 和 自然 数 的 平方 哪个 多 ? 或 者 更 一 般 地 讲 : 部 分 和 全 体 哪个 
多 ? 当时 它 不 仅 困惑 了 伽利略 ， 也 使 许多 数学 家 束手无策 。 

我 们 已 经 知道 NcZcQcRcC, 那么 它们 的 元 素 哪个 更 “多 ”? 还 有 没有 比 C 元 
素 更 多 的 集合 ? 

1874 一 1894 年 间 ， 康 托 (Cantor，1845 一 1918) 圆满 地 解决 了 这 个 问题 ， 其 基本 思 
想 是 “一 一 对 应 ” 

定义 5.18 假设 4 和 B 是 两 个 集合 , 如 果 存 在 4 到 B 的 双 射 , 则 称 集合 4 与 集合 B 
是 等 势 的 ， 记 作 4sB; 或 称 4 和 B 的 基数 相等 ， 记 作 |4|=|B|。 

【 例 $.27】 由 定理 5.2， 集 合 4={a, b,c} 和 B={ 李 白 , 杜甫 , 白居易 } 是 等 势 的 。 

定理 5.14 集合 族 ( 即 集合 的 集合 ) 上 的 等 势 关 系 是 一 个 等 价 关系 。 

证 明 . 设 集合 族 为 S$， 对 任意 的 集合 4, BeS 有 

(1) 等 势 关 系 具有 自 反 性 : 集合 4 上 的 恒 等 函 数 7 给 出 了 4 到 4 的 双 射 函数 。 

(2) 等 势 关 系 具 有 对 称 性 : 假设 4x8B， 则 存在 4 到 B 的 一 个 双 射 函数 f。 于 是 由 定 
理 5.8， 广 给 出 了 好 到 4 的 双 射 函数 ， 即 Bx4。 

(3) 等 势 关 系 具有 传递 性 : 假设 4xB 且 BxC， 即 存在 4 到 B 的 双 射 函数 六 B 到 CC 
的 双 射 函数 g， 则 gsf 给 出 了 4 到 C 的 双 射 函数 ， 即 4xC。 @ 

如 果 两 个 有 限 集合 的 元 素 个 数 是 相同 的 , 由 定理 5.2, 必定 存在 两 个 集合 之 间 的 双 射 
函数 ， 因 此 它们 一 定 是 等 势 的 ， 而 如 果 两 个 有 限 集合 的 元 素 个 数 是 不 同 的 ， 必 定 不 存在 
两 个 集合 之 间 的 双 射 函数 ， 因 此 它们 一 定 是 不 等 势 的 。 因 此 对 于 有 限 集合 ， 可 以 按 其 元 
素 个 数 划分 为 不 同 的 等 价 类 。 

下 面 将 主要 讨论 有 限 集合 和 无 限 集合 之 间 的 等 势 关 系 ， 以 及 无 限 集合 之 间 的 等 势 

定理 $.1S 有 限 集合 不 能 与 其 任意 真子 集 等 势 。 

证 明 . 设 B 为 有 限 集合 4 的 真子 集 ， 则 有 I|4|>|B|。 由 定理 5.2, 不 存在 集合 B 到 集合 
和 4 的 双 射 函数 ， 故 4 与 B 不 等 势 。 | 

【 例 5.28】 自然 数 集 N={0, 1, 2,…} 和 集合 {x? |xe N} ={0,1,4.9,…} 是 等 势 的 ， 双 
射 函 数 为 x)=x*。 这 样 就 回答 了 伽利略 的 问题 ,也 说 明 有 时 候 部 分 和 全 体 “ 一 样 大 ”。 事 
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实 上 ， 可 以 证 明 任意 无 限 集合 必 与 其 某 个 真子 集 等 势 ， 而 这 给 出 了 无 限 集 的 本 质 ( 与 定 
理 $.15 比较 )， 经 常用 来 作为 无 限 集合 的 定义 。 
【 例 $.29】 自然数 集 N={0, 1,2, …} 和 整数 集 马 是 等 势 的 。 双 射 函数 为 


nm。 当 " 是 奇数 


f:No 72,f(n)= 


当 n 是 偶数 
【 例 5.30】 ”自然 数 集 N={0, 1, 2, …} 和 集合 NxNN 是 等 势 的 。 


(0,0) vv(0,D (0,2) xyz(0.3) … 


(1,0) 
(2, 0) 
(3,0) 


图 5.8 例 5.30 用 图 
如 图 5-8 所 示 ,， 将 和 x 中 元 素 排 成 一 个 二 维 表格 ， 而 后 沿 箭头 方向 建立 NxN 和 K 
的 一 一 对 应 关系 : f= EY, 
【 例 $.31】 对 于 任意 的 实数 a、bp，a<bp， 开 区 间 (0, 1) 与 (a, b) 是 等 势 的 。 双 射 函数 
为 ftx)=(b-a)xta。 
类 似 地 ， 可 以 证 明 对 于 任意 的 实数 a、b，a<bp， 闭 区 间 [0, 1] 与 [a, b] 是 等 势 的 。 
【 例 5.32】 i a 1] 是 等 势 的 。 主 要 是 处 理 端点 0、1 的 对 应 ， 选 


拌 一 个 无 限 序列 闻 , 训 , 廊 , 六 …， 建 立 以 下 对 应 关系 : 
0 1 二 汪 和 

二: 2 

类 

有 1 


其 他 的 数 对 应 到 自己 。 具体 地 讲 ， 双 射 函 数 了 是 


2 x=0 

TO 
3 
x ”其 他 


【 例 $.33】 开 区 间 (0, 1) 与 实数 集 RR 是 等 势 的 。 双 射 函 数 为 f(x)=tan 一 一 一 


(2x— Dz 
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【 例 5.34】 开 区 间 (0, 1) 与 (0, 1)x(0, 1]) 是 等 势 的 。 
将 每 一 个 实数 xe(0, 1) 表 示 成 无 限 小 数 形式 x=0xix2…xi…〈 例 如 0.5 可 表示 成 
0.4999…，0.781 可 表示 为 0.780999… )。 
于 是 可 以 建立 (0, 1) 与 (0，1)x(0, D) 之 间 的 双 射 : fl0.xwxoxaxaxsxe*…)=(0.xixaxs …， 
0xxxaxe…)， 因 此 (0, 1) 与 (0, 1)x(0, 1) 是 等 势 的 。 
【 例 5.35】 实数 集 民 与 复 实数 集 C 是 等 势 的 。 
由 例 5.33 和 例 5.34 易 得 实数 集 及 和 集合 及 x 及 是 等 势 的。 而 C< 了 及 x 了 及 ， 双 射 函 数 
为 Ratbi)=(a, 为 。 故 下 <(0. 1)x(0, 1)x(0, D= 玉 x 及 =C 。 
下 面 的 问题 是 : 自然 数 集 N ={0, 1, 2,…} 和 实数 集 展 都 是 无 限 集合 ,它们 是 否 等 势 ? 
定理 5$.16 自然数 集 ={0, 1, 2,…} 和 闭 区 间 [0, 1] 不 等 势 。 
证 明 . 采用 反 证 法 。 假设 存在 一 个 双 射 函数 N 一 [0.1]， 则 [0.1] 中 的 元 素 必 与 N 中 
的 元 素 一 一 对 应 ， 那 么 [0,1] 中 的 元 素 必 可 排列 成 如 下 的 形式 : 
Ran(/)=[0, 1]= {xo, xl x2, X3, **}。 
设 每 个 x 的 小 数 形式 是 0.qioanap…ay…， 且 ay e{0, 1, 2, …, 9}。 则 有 
Jf (0)=xo=0. Qoo001002… Go 
Da=0: Q10911912…QI7” 
Qs0. dz20421422°"" da "" 


f (DxA0. aiogaap aq 


由 于 /是 双 射 ， 因 此 任 一 [0,1] 中 的 实数 均 应 出 现在 上 表 中 的 某 一 行 。 

下 面 按照 对 角 线 构造 一 个 新 的 小 数 = 0.q5oqiia;a;3…Q…， 使 得 a; a; (i = 0,1,2,…， 
n,…) 且 a; 关 9〈 这 是 为 了 避免 出 现 0.79999999… 等 类 似 情况 )。 那 么 显然 有 >x e[0, 1] ， 
而 * 又 不 在 上 表 中 ， 这 是 因为 x 与 上 表 中 任 一 项 都 至 少 存在 一 位 不 同 。 因 此 了 不 可 能 是 
满 射 ， 更 不 可 能 是 双 射 。 口 

结合 例 5.32、 例 5.33 和 定理 5.16 的 结果 ， 可 以 得 到 如 下 推论 。 

推论 〈 康 托 定理 ，1890 年 ) 自然 数 集 N ={0, 1, 2, .…} 和 实数 集 及 不 等 势 。 

对 于 不 等 势 的 集合 ， 有 如 下 定义 。 

定义 $5.19 假设 4 和 B 是 两 个 集合 。 

(a ) 如 果 存 在 4 到 B 的 单 射 ， 则 称 集合 4 劣势 于 集合 B， 记 作 4<B; 或 称 4 的 基 
数 小 于 等 于 B 的 基数 ， 记 作 |4|<|B|。 

(b ) 如 果 存 在 4 到 B 的 单身 , 但 不 存在 4 到 B 的 双 射 , 则 称 集合 4 严格 劣势 于 集合 
BB， 记 作 A4<B; 或 称 4 的 基数 小 于 B 的 基数 ， 记 作 |4|<|B|。 

定义 5.20 与 自然 数 集合 或 其 子 集 等 势 的 集合 称 为 可 数 (countable) 集合 或 可 列 集 
合 ， 自 然 数 集合 的 基数 记 为 No( 读 作 阿 列 夫 零 ); 否则 称 作 不 可 数 (uncountable) 集合 或 
不 可 列 集合 。 换 言 之 , 设 4 是 集合 ， 若 |4|No， 则 称 4 为 可 数 集 或 可 列 集 。 

定义 5.21 全 体 实 数 构成 的 集合 民 是 不 可 数 的 ， 其 基数 称 作 连续 统 (continuum)。 

【 例 5.36】 集合 4={1, 3, 5,…, 2n-1,…}, B={1, 4, 9, 16} 都 是 可 数 集 ; 而 开 区 间 (0, 1)、 


闭 区 间 [0, 1] 都 是 不 可 数 集合 。 

以 下 不 加 证 明 地 给 出 两 个 重要 结果 。 

定理 $.17 ”( 策 梅 罗 (Zermelo) 定 理 ) 设 4、B 为 任意 两 个 集合 ， 其 基数 的 关系 必 符 合 
以 下 本 条 之 一 : 

(a) |4|<|B|。 

(b) I4IBl。 

(Cc) 4FIBl。 

定理 5.18 〈 康 托 - 伯 因 斯坦- 施 罗 德 (Cantor-Bernstein-Schroeder) 定理 ) 设 4, B 
为 任意 两 个 集合 ， 若 有 |4||B| 且 |B|<|4|， 则 有 |4|=|B|。 
1 定理 5.17 可 以 得 到 如 下 结论 。 

定理 $19 QxN。 

证 明 . 〈1) fx)=x 给 出 了 N 到 Q 的 单 射 函数 ， 因 此 N<Q 。 

(2) 由 NxZ， 容 易 证 明 NxNxZxN 。 构 造 单 射 函数 J， 其 将 0 映 到 (0, 0)， 将 非 零 
有 理 数 上 (其 中 be 岂 ，ae N，GCD(a, 妨 =1) 映 到 (b.a)， 因 此 Q <ZxN 。 


由 (1)、(2) 和 例 5.30 可 得 Q@xN 。 百 

定理 5.20 〈 康 托 定理 , 1890 年 ) 设 4 为 一 个 集合 , F(4) 为 4 的 窜 集 , 则 有 |4|<|F(4)|。 

证 明 ， 对 任 一 函数 g: 4->F (4), 构造 集合 B={xlxe4 且 xgg(x)}。 显 然 有 Bc4， 即 
BeF(A) 

对 任意 的 xe4, 车 xeB 则 xgg(x)， 因 此 B#e(x)。 这 说 明 BgRan(g)， 即 g 不 是 满 射 ， 
当然 也 不 是 双 射 。 因 此 不 存在 双 射 函数 g: 4->Xd)。 百 

此 定理 说 明 不 存在 最 大 基数 。 

对 于 自然 数 集合 N ， 其 守 集 的 基数 有 何 特点 呢 ? 

定理 $21 |NMN)=|Rl。 

由 例 5.28 至 例 5.35 及 定理 5.20、 定 理 5.21 可 得 到 如 下 结论 : 

NxNxQxZsN<MN xRs[a,b]x(a, bjxC (其 中 a、5。 为 任意 实数 ，a<b)。 

1878 年 ， 康 托 猜测 : 不 存在 一 个 集合 ， 其 基数 在 自然 数 集 的 基数 和 连续 统 之 间 ， 即 
不 存在 集合 4 使 得 No<ldl<| 及 |， 这 就 是 著名 的 连续 统 假设 〈continuum hypothesis)。 在 
1900 年 第 二 届 国 际 数学 家 大 会 上 ， 大 卫 ， 希 尔 伯 特 (David Hilbert，1862 一 1943) 把 康 
托 尔 的 连续 统 假设 列 入 20 世纪 有 待 解决 的 23 个 重要 数学 问题 之 首 ， 因 此 它 又 被 称 为 希 
尔 伯 特 第 一 问题 。 

1938 年 哥 德 尔 (Kurt G6del，1906 一 1978) 证 明了 连续 统 假设 与 目前 使 用 的 公理 化 
集合 论 体系 (Zermelo-Fraenkel set theory with the axiom of choice，ZFC) 不 矛盾 ， 即 不 
能 在 ZFC 中 被 证 伪 ; 1963 年 科恩 (Paul Joseph Cohen, 1934 一 2007) 证 明 连 续 假设 和 ZFC 
是 彼此 独立 的 ， 即 连续 统 假设 不 能 在 ZFC 公理 系统 内 证 明 其 正确 性 与 否 。 
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习 题 5 


判断 以 下 哪些 4={1, 2, 3, 4} 上 的 关系 构成 函数 。 
(a) R={(x,y) |xed, yeA, ytx<7}。 
(b) R={(x,y) |xed,yed,x +y <20}。 
(c) R={(x,y) |xed, yed, yx }。 
(d) R={(x, y) |xeAd, yed, x-y’}。 
判断 以 下 哪些 4={a, b, c} 上 的 关系 构成 函数 ， 哪 些 构成 4 上 的 函数 。 
(a) R={(a, b), (a, ©), (b, b), (b, a)}。 
(b) R={(a, b), (b, b)}。 
(c) R={(a, b), (b, b), (c, c)}。 
判断 以 下 哪些 关系 f 是 4 到 B 的 函数 。 
(a) 4=B= 及 ， 芒 当 且 仅 当 x=y?。 
(b) 4=B= 民 ，xfy 当 上 且 仅 当 x=y。 
(c) 4=B=C，(atbi)f(ctqdi) 当 且 仅 当 a=c。 
假设 /和 g 都 是 集合 4 到 集合 B 的 函数 ， 证 明 : fg 也 是 4 到 8B 的 函数 。 
将 集合 4 到 集合 B 的 所 有 函数 的 集合 记 为 BB， 称 为 指数 集 ， 即 B={ f|f: 4 一 B }。 
如 果 设 4、B 都 是 有 限 集合 ，|4|=m，|B|=n， 请 计算 |B4|。 
设 f: 有 一 Zr ， 定 义 为 
i ee 若 :为 偶数 
X+1， 若 x 为 奇数 
令 4={0, 1}, B={2},， 计算 有 4)、hB)。 
设 f:4 一 B，BicB， 证 明 : fh4 nf7(B1))=14) 几 Bi。 
车 f 是 了 到 了 的 函数 ，4, BcX。 证明: f(4)-f(B) cf(4-B)。 
设 f 是 从 集合 到 了 的 函数 ,站 是 f 作 为 关系 的 逆 关 系 。 令 5={ 门 (ty) ye 疏 , 证 
明 : S$S 是 卫 的 一 个 划分 。 


假设 集合 4={a, b,c, qd, e, 用 上 划分 {{a, b,c}, {4, e}, 从 } 决 定 的 等 价 关系 为 R， 计 算 
4/R 的 典范 映射 。 


(a) 给 出 一 个 Z!* 到 Z? 的 既 非 单 射 又 非 满 射 的 函数 的 例子 。 
(b) 给 出 一 个 Z'* 到 Z? 的 是 单 射 但 不 是 满 射 的 函数 的 例子 。 
(c) 给 出 一 个 ZZ 到 Z* 的 非 单 射 但 是 是 满 射 的 函数 的 例子 。 
(d) 给 出 一 个 Z'* 到 Z? 的 既是 单 射 又 是 满 射 的 函数 的 例子 。 
判断 下 面 的 函数 是 否 为 单 射 、 满 射 、 双 射 ? 为 什么 ? 

(Ca) 三 ZR, Ax)-Inx。 

(b)f: R—R, fx-hkl。 

(c) f: 下 一 及 +! ，ftx)=(x2+1)/x， 其 中 恨 ! 为 正 实数 集 。 
(Df: NxN=N; fe xtytls 
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(e) f: NxN— NxN, flx,y)(xty, Xx-y)。 
证 明 函 数 f: Z* xZ* 一 Z!' 是 双 射 ,其 中 fm,n)=(mt+n-2)(mtn-1)/2+m。 
证 明定 理 5.1。 
证 明定 理 5.2。 
假设 4 和 B 是 两 个 有 限 集 ， 函 数 f: 4>B， 证 明 : 
(a) 阁 f 是 单 射 ， 则 [4| 专 |B|。 
(b) 若是 满 射 ， 则 |B| 志 |4l|。 
对 于 任意 ae 民 ， 定 义 函 数 Ra)={xjxe 恨 且 x 志 qa}， 证 明 : /是 及 到 于 及 ) 的 单 射 ， 
且 当 a< 时, fa)cfb)。 
设 4 是 有 限 集合 ,，f 4 下 4， 证 明 : 
(a) 若 有 自然 数 "过 1 使 得 f"=14， 则 了 为 双 射 。 
(b) 若 f 为 双 射 ， 则 有 自然 数 n 宇 1 使 得 f"=14。 
设 4、B 都 是 有 限 集合 ，|4|=m，|B|=n， 请 计算 集合 4 到 集合 B 的 所 有 单身 函数 的 
个 数 。 
设 4、B 都 是 有 限 集合 , |4|=|B|=n, 请 计算 集合 4 到 集合 B 的 所 有 双 射 函数 的 个 数 。 
设 4 是 集合 ， 对 于 ae4， 定 义 从 4 到 4 的 函数 到 4 的 计 值 函数 Ei 为 E01)=fa)。 
(a) Es 是 单 射 么 ? 证 明 你 的 结论 。 
(b) Es 是 满 射 么 ? 证 明 你 的 结论 。 
假设 有 函数 /4->B，g:C->D。 
(a) 4xC 到 BxD 的 关系 fxg 定义 为 fxg((x, )=Vtx), 80))， 证 明 : fxg 是 4xC 到 
BxD 的 函数 。 
(b) 证 明 : 车 f 和 g 都 是 单 射 , 则 fxg 也 是 单 射 。 
(c) 证 明 : 若 f 和 g 都 是 满 射 ， 则 fxg 也 是 满 射 。 
(d) 证 明 : 车 f 和 g 都 是 双 射 ， 则 fxg 也 是 双 射 。 
假设 ./ 4->B，C, Dc4。 
(a) 证 明 : KCND)cRONAD)。 
(b) 举例 说 明 有 CND)=RAONAD) 不 是 永 真 的 。 
(c) 说 明 对 于 什么 函数 上 述 等 式 为 真 。 
对 于 以 下 集合 4 和 B， 构 造 从 4 到 B 的 双 射 函数 。 
(a) 4=(0, 1)，B=(5, 25) (二 者 都 是 实数 集 上 的 开 区 间 )。 
(b) 4={a, b,c}，B={ 张 三 , 李 四 , 王 五 }。 
(c) A=R, B=R:.。 
设 a、b、m 为 整数 ， 其 中 m>1。 证 明 : 
E(D)=(ait+b) mod m 
是 {1,2,…,m-1} 上 的 双 射 函数 当 且 仅 当 a 与 m 互 素 。 
假设 广 {(a. @), (b, @), (c, A)}，g={(a, 0), (BP. 1)}， 计 算 gof。 
设 函 数 广 民 一 展 定义 为 fix)=sin(x)，g: 及 一 及 定义 为 ga0=e-1， 1 及 一 及 定义 
为 h(x)=2"， 计 算 gef (W)、fig(x)、hegsf CD。 
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设 函 数 记 及 一 及 定义 为 矿 GD)=256 x，g: 民 一 恨 定 义 为 gGD)=25，7j 及 一 及 定义 为 
h(x)=x*， 计 算 gsfCD)、PsgCD)、jegs GD。 


设 函 数 广 及 一 及 ， 1o- 全 有 及 一 民 ，g(X)=x+2。 计 算 fg 和 gof。 
设 函 数 . 广 及 一 及， /= 0 g: 及 一 及 ，g8GCD)=x-2。 计 算 jg 和 go 大 
站 

设 /:Z' 一 Z+ ， 定 义 为 

7 四 =- 若 z 为 偶数 

x+1lL 若 x 为 奇数 

计算 (15)、 /5(65)。 
假设 有 两 个 玉 到 Zi? 的 函数 : fn)=n+1，g(n)=max(1, n-1)， 证 明 : 
(a) f 是 单 射 而 不 是 满 射 。 


(b) g 是 满 射 而 不 是 单 射 。 

(c) gol1,,, 而 fezl,.。 

假设 4、B 为 集合 ,函数 /4 一 B, g: B 一 4,h: B 一 4， 且 满足 goFho 广 14, fog=feh=1g。 
证 明 :，g=h。 

假设 4、B、C 为 集合 ,函数 /4 一 B, g: B 一 C， 举 出 满足 以 下 性 质 的 例子 。 

(a) gof 是 单 射 ， 而 8 不 是 单 射 。 

(b) gf 是 满 射 ， 而 .不 是 满 射 。 

(c) gf 是 双 射 ， 而 g 不 是 单 射 且 f 不 是 满 射 。 

设 4={1,2,3, 4， 求 出 4 上 所 有 的 可 逆 函 数 。 

设 函 数 /: RR 一 民 ， /0 se 8: 民 一 民 ，g(x)=x+2。 如 果 f 和 g 
存在 逆 函 数 ， 则 求 出 它们 的 逆 函 数 ， 如 果 不 存 在 北 函 数 ， 请 说 明理 由 。 

设 函 数 广 及 x 限 一 及 x 取 定义 为 [rc D)=CcHy x-y)。 

(a) 证 明 : /是 双 射 。 

(b) 求 的 逆 函 数 。 


(c) 求 ff。 
设 fi,f,f: Z1+ 一 Zt! 定义 为 
fi(n)=2n 
0, Li 
zm-|e n>1 
A n mod2=0 
3 [ntl n mod2=1 


分 析 有 、、 户 是 否 为 单 射 、 满 射 、 双 射 ， 说 明太、 有 、 户 是 否 可 道 。 
试 举 出 一 个 例子 说 明 ff=f 了 成立， 其 中 f 4->4 且 刀 14。 若 了 的 逆 函 数 存 在 ， 是 否 
还 存在 满足 条 件 的 及 
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设 f:4 B, g:B >C, h:C >A; 车 hog°f=14, f°h°eg=ls, g°f°h= lc 
证 明 : 人 g、h 均 为 双 射 。 

假设 UE{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},，4={2, 3, 5, 7} ,B={1, 2, 4. 8} ,计算 特征 函数 4、xs。 
用 0-1 序列 表示 集合 4NB、A4UB, 4-B、A4、B、4@B。 

证 明定 理 5.10。 

证 明定 理 5.11。 

假设 4、B、C 为 非 空 集合 ， 使 用 特征 函数 证 明 : 

(a) GBP)BC=46(BBO)。 

(b) A-(BU COC)=(4-B)N(A4-O). 

(c) AU(4NB)=4。 

计算 12.71, [2.71, 『141, [141, [xl。 

计算 [2.7], [-2.7], [14], [-14], Lxj。 

证 明 ; 车 n 是 整数 ， 则 n=[n/21|+|n/2|。 

(a) 对 于 哪些 实数 x、y 而 言 ，|[ x+y|=|[x|+|[y|? 

(b) 对 于 哪些 实数 x、y 而 言 ，[x+y]=[x]+[y]? 

(ce) 对 于 哪些 实数 x、y 而 言 ，[x+y|=[x|+[y]? 

证 明 ; 对 于 任 一 整数 n， Ln12]x[fn/21=|w/4| 成 立 。 

证 明 : 若 是 奇数 ， 则 | /4|= (+3)/4 。 

证 明 : 若 六 是 整数 而 x 非 整数 ， 则 LxjHLm-x 上 mw-1;， 若 x 也 是 整数 ， 则 等 于 m。 
证 明 : 车 x 是 实数 ， 则 | [x/2]/2|=|x/4]，[[x/21/2|=[x/4]。 


当 mm 是 正 整数 时 ， 求 区 | VE | 的 公式 。 
k=0 


证 明 : 设 a、b 是 任意 两 个 实数 ， 则 
(a) [2a|>=2Lal, 
(b) [2a Hl25|zLaHlatrb Ho], 
(c) LalHbHa-p| 或 la-phtl1。 
证 明 : 设 a 是 实数 ，n 是 正 整 数 ， 则 
[wal 
© | 7 用 全 
l 类 三 业 由 
(by) le toatl 
如 果 a, 表 示 不 是 完全 平方 的 第 n 个 正 整 数 ， 证 明 : 
(a) a,=n+|[Va, |: 
(b) a,=n+{Vn} ， 其 中 人 表示 最 接近 于 实数 x 的 整数 。 
在 7 个 元 素 的 集合 中 ， 共 有 多 少 种 不 同 的 7 阶 置换 ? 
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人 下 这 区 入 让 和- 克 
5. 3 ， 二 ，» 7 三 了 
人 
rE 
a 过世 "各 光 中 ， 计算 zw ，7 ， 到 ooW， 而 oN ， (而 oh) on ， 
石 o( 石 。 石 ) 。 
证 明定 理 5.13。 
设 4={1,2,3,4,5,6,7,8}， 计算 
(a) (3, 5, 7, 8)o(1. 3, 2)。 
(b) (2, 6)°(3, 5, 7, 8)°(2, 5, 3, 4)。 
(c) (1,4)°(2, 4, 5, 6)°(1, 4, 6, 7)。 
Cd) (5, 8)°(1, 2, 3, 4)°(3, 5, 6, 7)。 
设 4={1,2,3,4,5,6,7,8}， 将 以 下 的 置换 写成 不 相交 轮换 的 复合 : 
人 
(a) 
人 
(wb) (1 2345678 
和 
i 
(ce) 
交 本 全 下 全 
| 
el 
将 (4, 5, 6)°(5, 6, 7)o(6, 7, 1)o(1, 2, 3)o(2, 3, 4)o(3, 4, 5) 写 成 不 相交 轮换 的 复合 。 


和 和 

(a) 将 x 写 成 不 相交 轮换 的 复合 。 

(b) 计算 zx。 

(c) 计算 zz。 

(d) 求 z 的 周期 。 

假设 有 限 集合 5S 包含 n 个 元 素 ，o=(a1, a2,…, qj) 是 5 的 一 个 轮换 ，teS,， 证 明 : 
POT (Aa), ra) …, ran)。 
假设 有 限 集合 8 包含 个 元 素 ，o=(ai, a， 
(a) 给 出 o 的 道 o-!。 

(b) 计算 c 的 寡 c"。 

(c) 计算 o 的 周期 per(o)。 

若 置 换 z 可 写成 不 相交 轮换 的 复合 为 天 aoae…ook， 请 计算 zi 的 周期 per( 力 。 
说 明 例 5.25、 例 5.26 给 出 的 哈 希 函数 的 例子 在 密码 学 上 是 不 适用 的 。 

证 明 : 吕 和 2Z={2x|xe 如 ={0,2,-2,4,-4,…} 是 等 势 的 。 

证 明 : 开 区 间 (0, 1) 和 半 开 半 闭 区 间 [0, 1) 是 等 势 的 。 


1 3 36 
设 4={1,2, 3,4,5,6}， -| 上 


…, or) 是 $ 的 一 个 轮换 。 


5.70 证 明 : 实数 集 恨 和正 实数 集 恨 ! 是 等 势 的 。 
5.71 设 4、B、C 是 任意 的 集合 ， 证 明 : 
(a) A<A:; 
(b) 若 4 委 8B 且 BC， 则 4 科 C。 
5.72 设 4、B、C、D 是 任意 的 集合 ， 若 4sB8 且 C<D,， 证明: 4xCxBxD。 
5.73 若 4CBcC， 且 4=<C。 证 明 :，MFIBFICI。 
5.74 找 出 和 的 3 个 不 同 的 子 集 ， 使 得 它们 都 与 术 等 势 。 
5.75 设 4 是 有 限 集 ，B 是 可 数 集 ， 证 明 : 4xB 是 可 数 集 。 
5.76 ”计算 下 述 集合 的 基数 。 
(a) {x,y,2}。 
(b) {xlx=n™” BneN}. 
(c) 平面 直角 坐标 系 中 单位 贺 上 的 所 有 点 。 
5.77 证 明 : 全 体 整 系数 多 项 式 组 成 的 集合 是 可 数 集 。 
5.78” 称 整 系数 n 次 不 可 约 多 项 式 方程 
ao tax™ +...+a x +a,=0 (a0) 
的 实数 根 为 n 次 代数 数 〈algebraic integer)。 证 明 : 全 体 代数 数组 成 的 集合 是 可 
5.79 ”通常 称 不 是 代数 数 的 实数 为 超越 数 〈transcendental number)。 证 明 : 全 体 超越 数 
组 成 的 集合 是 不 可 数 集 ， 而 且 与 及 等 势 。 


偏 序 关 系 


“次 序 ” 是 我 们 经 常 遇 到 的 一 种 关系 ， 如 体育 比赛 中 的 排名 、 姓 氏 笔画 的 排序 等 等 ， 
本 章 即 是 要 研究 一 类 与 “次 序 ” 有 关 的 重要 关系 一 一 偏 序 关系 ， 继 而 建立 元 素 之 间 的 可 
比 结构 。 

本 章 主要 介绍 偏 序 关系 和 偏 序 集 、 哈 斯 图 、 偏 序 集中 的 特殊 元 素 、 拓 扑 排序 、 格 的 
基本 概念 和 一 些 特殊 的 格 。 


6.1 偏 序 关系 和 偏 序 集 


6.1.1 偏 序 关 系 和 偏 序 集 的 定义 与 性 质 


从 例 4.32、 例 4.35、 例 4.36 中 可 以 看 到 实数 间 的 小 于 或 等 于 关系 、 整 数 间 的 整除 关 
系 、 集 合 之 间 的 包含 关系 都 具有 类 似 的 性 质 : 自 反 性 、 反 对 称 性 和 传递 性 。 事 实 上 它们 
都 属于 同一 类 特殊 关系 一 一 偏 序 关 系 ， 它 和 等 价 关系 同 为 很 重要 的 关系 。 

定义 6.1 假设 RR 是 集合 4 上 的 关系 ， 如 果 尺 是 自 反 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 ， 则 称 
RR 是 4 上 的 一 个 偏 序 (partial order ) 或 半 序 ( semi order ) 关系 ,一般 简 记 作 “<” 或 “>”。 
集合 4 和 偏 序 关 系 尺 构 成 的 有 序 二 元 组 (4, R) 称 作 偏 序 集 ( partially ordered set， 简 记 为 
poset ) 或 半 序 集 ( semi ordered set ). 

【 例 6.1】 

(a) 任意 非 空 集合 4 上 的 恒 等 关 系 是 4 上 的 偏 序 关系 。 

(b) 小 于 或 等 于 关系 、 大 于 或 等 于 关系 、 整 除 关 系 、 倍 数 关系 和 包含 关系 也 是 相应 
集合 上 的 偏 序 关 系 。 

(c) 设 n 是 正 整 数 ，D, 是 n 所 有 正 因子 的 集合 ， 则 D, 上 的 整除 关系 “|” 是 一 个 偏 
序 关 系 ， 在 本 书 中 将 该 偏 序 集 记 作 (D, |)。 

定理 6.1 假设 (4, <) 是 偏 序 集 ，Bc4， 则 (B, <|s) 也 是 偏 序 集 。 

证 明 . 由 定义 易 得 。 画 | 

定理 6.2 车 RR 为 4 上 的 偏 序 关系 ， 则 R" 也 是 4 上 的 偏 序 关系 ， 称 之 为 R 的 对 偶 
(dual)。 

证 明 . 由 表 4.7， 如 果 尺 是 自 反 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 ， 则 R? 也 是 自 反 的 、 反 对 称 
的 和 传递 的 ， 即 也 是 一 个 偏 序 关系 。 古 | 

【 例 6.2】 实数 集 玉 上 的 小 于 或 等 于 关系 “<” 是 偏 序 关系 ， 其 对 偶 偏 序 关系 为 大 
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于 或 等 于 关系 “>”。 

定义 6.2 假设 (4, R) 为 偏 序 集 ，a, be4， 如 果 a<p 或 b<a 成 立 ， 则 称 a、b 是 可 比 的 
(comparable )， 否 则 称 w、 是 不 可 比 的 (incomparable ). 

定义 6.3 假设 (4, R) 为 偏 序 集 ， 如 果 对 于 任意 a, be4，a、b 都 是 可 比 的 ， 则 称 尺 为 
线 序 (linear order ) 或 全 序 ( total order )，(4, R) 称 作 线 序 集 ( linearly ordered set ) 或 
全 序 集 ( totally ordered set )， 也 称 为 链 ( chain )。 

【 例 6.3】 

(a) 集合 4 至 少 有 两 个 元 素 时 ，4 上 的 恒 等 关 系 五 不 是 全 序 关系 。 

(b) 实数 集 恨 上 的 小 于 或 等 于 关系 是 全 序 关系 。 

(c) 整数 集 忆 上 的 整除 关系 不 是 全 序 关 系 ， 例 如 2 和 3 就 不 可 比 。 

(d) 集合 4 至 少 有 两 个 元 素 时 ，P(4) 上 的 包含 关系 不 是 全 序 关 系 。 

由 例 4.32~4.35 中 看 到 ， 任 意 集合 4 的 窜 集 P(4) 上 的 真 包含 关系 与 包含 关系 定义 类 
似 , 但 是 不 是 偏 序 关系 ; 实数 上 的 小 于 和 小 于 或 等 于 关系 定义 类 似 , 但 也 不 是 偏 序 关 系 。 
事实 上 ， 它 们 属于 另 一 类 特殊 关系 : 

定义 6.4 假设 尽 是 集合 4 上 的 关系 ， 如 果 尺 是 非 自 反 的 和 传递 的 ， 则 称 及 是 4 上 
的 一 个 拟 序 (quasiorder ) 关系 ， 一 般 简 记 作 “<” 或 “>”。 

定理 6.3 ”假设 R 是 集合 4 上 的 关系 ， 如 果 RR 是非 自 反 和 传递 的 ， 则 R 一 定 是 非 对 
称 的 。 

证 明 . ( 反 证 法 ) 假设 R 不 是 非 对 称 的 ， 则 存在 a, be4， 使 得 (a, b)eR 且 (2, a)eR， 
由 R 具 有 传递 性 则 得 到 (a, a)eR， 与 RR 具有 非 自 反 性 矛盾 。 | 

下 述 定理 指明 了 偏 序 关系 和 拟 序 关 系 之 间 的 联系 。 

定理 6.4 假设 尺 是 集合 4 上 的 关系 。 

(a) 如 果 尺 是 一 个 拟 序 关 系 ， 那 么 x(R)=RUL4 是 一 个 偏 序 关 系 。 

(b) 如 果 尺 是 一 个 偏 序 关 系 ， 那 么 R-4 是 一 个 拟 序 关系 。 

由 此 ， 若 (4, <) 为 偏 序 集 ， 则 用 a<b 表示 a<b 且 az#b。 

定义 6.5 假设 (4，<) 和 (4', <) 是 两 个 偏 序 集 ， 函 数 ,F 4 一 4 是 双 射 ， 若 对 于 任意 a， 
beA，a<b 当 且 仅 当 Ja) <'fb)， 则 称 f 为 (4, <) 到 (4'. <) 的 一 个 同 构 (isomorphism )， 此 
时 称 (4, <) 和 (4', <) 是 同 构 的 〈isomorphic )。 

【 例 6.4】 函数 ,oO=25 给 出 了 (2 ,<) 和 ({2 1ie2 ,之 间 的 同 构 。 

【 例 6.5】 函数 fx)=Inx 给 出 了 (及 * , < 和 (了 及 ,<) 之 间 的 同 构 。 

定理 6.$ ”假设 (4, <) 和 (4', <") 是 两 个 偏 序 集 ， 若 函数 4 一 4' 是 (4, <) 到 (4', <) 的 一 个 
同 构 ， 则 广 是 (4', <) 到 (4, <) 的 一 个 同 构 。 

证 明 . 由 定理 5.8, 广 是 双 射 。 接 下 来 只 需 证 明 对 任意 c, 4qe4'，c<q 当 且 仅 当 广 (c) 
< 广 (q)。 

由 定义 6.5, /73(e) < 让 (9) 当 上 且 仅 当 Af 1(O) <Af (a), 即 c<aq。 口 

假设 f: 4 一 4' 是 偏 序 集 (4, <) 和 (4', <) 之 间 的 一 个 同 构 ,了 是 4 的 一 个 子 集 且 B=7(B)， 
则 由 同 构 的 定义 易 得 以 下 定理 。 

定理 6.6 〈 对 应 原理 ) 如 果 B 中 元 素 满足 某 性 质 ， 该 性 质 与 4 中 的 一 个 或 多 个 元 素 
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相关 联 ， 而 且 这 个 性 质 可 以 只 使 用 关系 < 来 定义 ， 则 B' 的 元 素 也 必然 满足 同样 的 性 质 ， 
这 个 性 质 使 用 关系 <' 来 定义 。 


6.1.2 积 偏 序 和 字典 序 


定义 6.6 假设 (4, <1) 和 (B, <;) 是 两 个 偏 序 集 ， 则 可 以 定义 在 4xB 上 的 偏 序 关系 < 为 
(aq Db)<(a',b') 当 且 仅 当 a<ia' 且 b<2b' 
称 之 为 积 偏 序 (product partial order)， 记 为 (4xB, <)=(4, <1)x(B. <;)， 
【 例 6.6】 (Ds, |)x(D;, |) 构成 偏 序 集 , (a, 5b)<(c, 四 当 且 仅 当 alc 且 blq, 而 且 (Ds, |)x(D;, 
|) 与 (Ds, ) 同 构 ， 双 射 函 数 是 f(a, b))=axb。 
此 外 ， 在 集合 4xB 上 还 有 一 种 常用 的 偏 序 定义 方式 。 
定义 6.7 假设 (4, <1) 和 (B, <?) 是 两 个 偏 序 集 ， 则 可 以 在 4xB 上 定义 偏 序 关系 < 为 
(qa,D)<(a', Db) 当 且 仅 当 a<ia', 或 者 a=a' 且 b<2b 
称 之 为 词典 序 ( lexicographic order ) 或 字典 序 ( dictionary order )。 
词典 序 也 可 以 扩展 到 m 个 集合 的 笛 卡 儿 积 41x42x…x4m 上 : (a1, qa2,…,， am) < (al 
az，…, gm/) 当 且 仅 当 
a<al， 或 
a=al' 且 az<az'， 或 
ai=a1' 且 w=az' 且 as<as'， 或 


Qi=Q1' ,02 一 020，…， Qam_1=am 1' HL am<am’ 

【 例 6.7】 设 S={a, b,c,…, Zz} 为 英文 字母 集合 , 则 有 :bat< cat,life<line,technologist 
< technologize。 

于 是 在 相同 长 度 的 英文 单词 之 间 可 以 进行 排序 ， 在 英文 词典 中 单词 bat 也 的 确 在 单 
词 cat 之 前 。 但 是 不 同 长 度 的 单词 之 间 应 该 如 何 排序 呢 ? 在 英文 词典 上 的 位 置 又 该 如 何 
安排 ? 

如 果 查 阅 一 本 英文 词典 ， 会 发 现 : 

(1) post 排 在 postoffice 之 前 。 

(2) apple 排 在 theory 之 前 。 

(3) arithmetic 排 在 zoo 之 前 。 

而 这 事实 上 是 通过 将 词典 序 扩展 到 S* 上 实现 的 : 

假设 x=aia2…an，J=bib2…bm， 且 天 min(n, m)， 则 x<y 当 且 仅 当 

(1) (an az an)=(bi, b2,…, br) nm, 或 

(2) (aa a2,°"*, AR) < (D1, b2,***, ba HL(ai, 2 AE)z(D1, D2 bo 


6.1.3” 哈 斯 图 
偏 序 关系 的 关系 图 具有 如 下 特点 。 


定理 6.7 假设 (4, <) 是 偏 序 集 ， 则 在 拟 序 集 (4, <) 中 不 存在 长 度 大 于 1 的 圈 。 
证 明 . 假设 在 (4,<) 中 存在 长 度 大 于 1 的 道路 zx: az x2,，…, xn1; a， 则 由 定义 有 
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a<xl，xI<r，2<x3，…，2I<a。 由 传递 性 有 a<a， 即 得 矛盾 。 口 

基于 此 ， 可 以 将 偏 序 关 系 的 关系 图 简化 为 哈 斯 图 ， 其 得 名 于 哈 斯 (Helmut Hasse， 
1898 一 1979), 原因 主要 是 哈 斯 有 效 地 利用 了 它们 , 但 是 哈 斯 并 不 是 第 一 个 使 用 它们 的 人 。 

由 4 上 RR 的 关系 图 得 到 哈 斯 图 的 方法 如 下 : 

(1) 去 掉 所 有 顶点 的 自 环 ， 得 到 拟 序 关系 “<” 的 关系 图 。 

(2) 车 a<b 且 不 存在 c 使 得 a<c 且 c<bp， 则 在 哈 斯 图 中 保留 有 向 边 (a, 5)。 

(3) 重新 组 织 各 个 顶点 的 位 置 ， 使 得 各 个 有 向 边 的 方向 都 朝向 上 方 或 斜 上 方 ( 定 理 
6.7 保证 可 以 做 到 这 一 点 )。 

(4) 去 掉 边 的 箭头 ， 用 小 圆圈 代表 集合 中 的 元 素 。 

【 例 6.8】 偏 序 集 ({1, 2, 3, 4, 5, 6}, |) 的 关系 图 为 图 6.1(a)， 其 哈 斯 图 的 画 法 如 下 : 

(1) 去 掉 所 有 顶点 的 自 环 〈 图 6.1(b))。 

(2) 若 a<b 且 不 存在 c 使 得 a<c 且 c<bp， 则 保留 有 向 边 (a, b) (图 6.1(c) )。 

(3) 重新 组 织 各 个 顶点 的 位 置 ， 使 得 各 个 有 向 边 的 方向 都 朝向 上 方 或 斜 上 方 
(图 6.1(d) )。 

(4) 去 掉 有 向 边 的 箭头 , 用 小 圆圈 代表 集合 中 的 元 素 , 其 结果 就 是 ({1, 2, 3, 4, 5, 6}, |) 
的 哈 斯 图 (图 6.1(e) )。 


6.1 例 6.8 用 图 


【 例 6.9】 

(a) 集合 {1, 2, …, 12} 上 整除 关系 的 哈 斯 图 如 图 6.2(a) 所 示 。 

(b) ({2, 3, 6, 12, 24, 36}, |) 的 哈 斯 图 如 图 6.2(b) 所 示 。 

(c) ({1, 2, 3, 4}， 三 ) 的 哈 斯 图 如 图 6.2(c) 所 示 。 

(d) 偏 序 集 (Ds, |) 的 哈 斯 图 如 图 6.2(d) 所 示 。 

(Ce) P(fa, b,c}) 上 的 包含 关系 c 是 一 个 偏 序 关系 ， 它 的 哈 斯 图 如 图 6.2(e) 所 示 。 

(f) 偏 序 集 (Dso, |) 的 哈 斯 图 如 图 6.2(9 所 示 。 

注意 到 图 6.2(e) 和 图 6.2(D 只 有 各 个 点 的 标号 不 同 ， 事 实 上 这 是 因为 它们 是 同 构 的 : 
同 构 是 f(@)=1,f({a})2, 7 ({2})=3, 7 ({c})5,f (4 UB)LCMG (4),f (B). ({1,2,3,4}, <) 
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和 (Ds, |) 也 是 同 构 的 ， 同 构 是 f(m)=2”。 


图 6.2 例 6.9 用 图 


注 : 哈 斯 图 只 是 表示 有 限 偏 序 集 的 一 种 工具 ， 例 如 无 限 偏 序 集 ( 了 及 , <), (C , <) 就 不 能 
使 用 哈 斯 图 表示 。 
【 例 6.10】 已 知 偏 序 集 (4, R) 的 哈 斯 图 为 图 6.3， 试 求 关系 尺 的 关系 矩阵 。 


解 . 从 位 置 最 高 的 点 开始 画 起， 逐步 “降低 ”， 最 终 得 到 关系 矩阵 。 
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6.2 ” 偏 序 集中 的 特殊 元 素 


6.2.1 偏 序 集中 的 特殊 元 素 
定义 6.8 ”假设 (4, <) 为 偏 序 集 。 
(a ) 如 果 存 在 xe4， 并 且 不 存在 ae4, 使 得 x<a, 则 称 x 为 (4, <) 的 极 大 元 (maximal 


element), 


(b ) 如 果 存 在 xe4,， 并 且 不 存在 ae4，, 使 得 a<x, 则 称 x 为 (4, <) 的 极 小 元 (minimal 
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(c) 如 果 存 在 xe4， 使 得 任意 ae4 都 满足 a<x， 则 称 x 为 (4，<) 的 最 大 元 ( greatest 
element 或 maximum element )， 常 记 作 了 或 1， 称 作 么 元 ( unit element )。 

(d) 如 果 存在 xe4， 使 得 任意 ae4 都 满足 x<a， 则 称 x 为 (4，<) 的 最 小 元 (least 
element 或 minimum element )， 常 记 作 O 或 0， 称 作 零 元 ( zero element )。 

简 言 之 ， 假 设 (4,<) 为 偏 序 集 ， 则 

xe4 是 (4, <) 的 极 大 元 : Va (ae4Ax<a 全 a=x)。 

xe4 是 (4, <) 的 极 小 元 : Va (ae4 人 a<x 一 a=x)。 

xe4d 是 (4, <) 的 最 大 元 : Va (ae4 过 a<x)。 

xe4 是 (4, <) 的 最 小 元 : Va (ae4 过 x<a)。 


图 6.4 例 6.11~6.13 用 图 


【 例 6.11】 设 偏 序 集 的 哈 斯 图 由 图 6.4(a) 表 示 ， 则 其 极 大 元 是 c、 人 h， 极 小 元 是 a、 
b、c， 没 有 最 大 元 ， 没 有 最 小 元 。 

【 例 6.12】 偏 序 集 (P({a, b,c}), C) ( 见 图 6.4 (b)) 中 ， 极 大 元 是 {a, b,c}， 极 小 元 是 
名 ， 最 大 元 是 {a, b, c}， 最 小 元 是 名。 

【 例 6.13】 偏 序 集 ({1, 2,…, 12}, |)〈( 见 图 6.4 (ce)) 中 ， 极 大 元 是 7、8、9、10、11、 
12， 极 小 元 是 1， 没 有 最 大 元 ， 最 小 元 是 1。 

注 : 有 时 候 ， 极 大 元 / 极 小 元 只 有 一 个 (如 例 6.12); 有 时 ， 极 大 元 / 极 小 元 也 可 能 
存在 多 个 (如 例 6.11)。 孤立 结 点 既是 极 小 元 也 是 极 大 元 (如 例 6.11)。 对 于 无 限 偏 序 集 ， 
可 能 不 存在 极 小 元 和 极 大 元 ， 例 如 ( 忆 ,<); 但 对 于 有 限 偏 序 集 ， 必 定 存在 极 小 元 和 极 大 
IL。 

定理 6.8 ”假设 (4, <) 为 有 限 偏 序 集 ， 则 4 中 一 定 存在 极 大 元 ( 极 小 元 )。 

证 明 . 令 a 为 集合 4 中 任 一 元 素 。 

车 a 不 是 极 大 元 ， 则 由 定义 存在 we4 使 得 a<ai。 

若 a 不 是 极 大 元 ， 则 由 定义 存在 aze4 使 得 a1<a。 

由 于 4 是 有 限 集 ， 因 此 上 述 过 程 不 能 无 限 地 进行 下 去 ， 在 该 过 程 终止 时 ， 会 得 到 


qa<ai<ay**<ai 1<ak 


at 就 是 (4, <) 的 一 个 极 大 元 。 
类 似 地 可 证 明 ，4 中 一 定 存在 极 小 元 。 口 
从 哈 斯 图 来 看 ， 极 大 元 不 存在 “更 高 ”的 元 素 ， 极 小 元 不 存在 “更 低 " 的 元 素 ， 最 大 元 
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是 比 其 他 所 有 元 素 都 “高 ”的 元 素 ， 最 小 元 是 比 其 他 所 有 元 素 都 “ 低 ” 的 元 素 。 

从 例 6.11~ 例 6.13 来 看 ,最 大 (小 ) 元 可 能 不 存在 ， 也 可 能 存在 一 个 , 但 没有 出 现 有 多 
个 最 大 (小 ) 元 的 情况 。 事 实 上 ， 有 以 下 定理 。 

定理 6.9 ”任何 一 个 偏 序 集 (4. <) 中 最 多 只 有 一 个 最 大 元 (最 小 元 )。 

证 明 . 设 a、b。b 都 是 (4, <) 的 最 大 元 ， 则 由 最 大 元 的 定义 有 b<a 且 a<bp， 而 < 具有 反对 
称 性 ， 故 a=bp， 即 (4，<) 最 大 元 若 存 在 则 必 唯 一 。 同 理 可 以 证 明 (4,<) 最 小 元 车 存在 则 必 
唯一 。 器 

定义 6.9 假设 (4d,<) 为 偏 序 集 BC4， 则 

(a) 如 有 xe4， 对 于 B 的 任意 元 素 六 ， 都 满足 bp<x， 则 称 x 为 B 的 上 界 (upper 
bound), 

(b) 如 有 xe4， 对 于 B 的 任意 元 素 b， 都 满足 x<b， 则 称 x 为 B 的 下 界 (lower 
bound), 

(c) 假设 元 素 x 是 集合 的 上 界 ， 如 果 对 于 B 的 所 有 上 界 a 都 有 x<a， 则 称 x 为 B 
的 最 小 上 界 或 上 确 界 〈least upper bound)， 记 作 LUB(B)。 

(d ) 假设 元 素 xX 是 集合 的 下 界 ， 如 果 对 于 B 的 所 有 下 界 a 都 有 a<x， 则 称 x 为 BB 
的 最 大 下 界 或 下 确 界 (greatest lower bound)， 记 作 GLB(B) 

简 言 之 ， 假 设 (4, <) 为 偏 序 集 ， 且 Bc4， 则 

xe4d 是 B 的 上 界 : Vb (beB 一 b<x)。 

xeA4 是 BB 的 下 界 : Vb (beB 二 x<b)。 

xe4 是 B 的 上 确 界 : Va (aeA 和 人 vb(beB 二 b<a) 全 xx<a)。 

xeA4 是 B 的 下 确 界 : Va (aeA4 和 人 Vb(beB 二 a<b) 全 a<x)。 

【 例 6.14】 设 集合 {1,2…, 12} 上 的 整除 关系 的 哈 斯 图 由 图 6.5(a) 表 示 ， 则 

(a) 集合 B={2, 3, 6} 的 上 界 是 6、12， 下 界 是 1， 上 确 界 是 6， 下 确 界 是 1。 

(b) 集合 B={4, 6, 10} 不 存在 上 界 和 上 确 界 ， 下 界 是 1、2， 下 确 界 是 2。 

12 ?8 h 
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(a) (b) 
6.5 例 6.14 和 例 6.15 用 图 


【 例 6.15】 设 偏 序 集 的 哈 斯 图 由 图 6.5(b) 表 示 ， 则 

(a) 集合 B={q, g, 几 不 存在 上 界 和 上 确 界 ， 下 界 是 a、b、qd， 下 确 界 是 4。 
(b) 集合 B={4, e} 的 上 界 是 g、h， 下 界 是 a、b， 上 确 界 是 g， 不 存在 下 确 界 。 
注 : 从 上 面 两 个 例子 中 可 以 看 到 ， 即 使 对 于 有 限 偏 序 集 ， 

(a) 上 (下 ) 界 、 上 (下 ) 确 界 不 一 定 存在 ， 而 且 如 果 存 在 也 不 一 定 属 于 B。 
(b) 上 (下 ) 界 若 存在 也 不 一 定 唯一 ， 但 上 《〈 下 ) 确 界 如 果 存 在 则 唯一 。 


定理 6.10 ”假设 (4, <) 为 偏 序 集 ，Bc4， 则 B 的 上 (下 ) 确 界 车 存在 则 必定 唯一 。 


直观 地 讲 ， 在 哈 斯 图 中 ， 若 某 点 x 向 下 走 ” 可 达到 B 中 每 一 元 素 ， 则 x 是 B 的 一 个 
上 界 ， 所 有 上 界 中 位 置 “最 低 ” 的 为 B 的 上 确 界 ; 若菜 点 x* 向 上 走 ”" 可 达到 B 中 每 一 元 素 ， 


则 x 是 B 的 一 个 下 界 ， 所 有 下 界 中 位 置 “ 最 高 ”的 为 B 的 下 确 界 。 
假设 (4, <) 为 偏 序 集 ，Bc4， 则 可 以 将 之 前 的 讨论 总 结 如 表 6.1 所 示 。 


表 6.1 偏 序 集中 的 特殊 元 素 的 存在 性 和 唯一 性 


特殊 元 素 存在 性 唯一 性 备注 
有 可 能 不 存在 ; 但 若 4 是 有 限 | ww _ 

极 大 元 / 极 小 元 | 集 则 一定 存 生 可 能 不 只 
即使 存在 极 大 元 / 极 小 元 也 | .0 ,yom _ 

最 大 元 /最 小 元 | 可 能 不 存在 最 大 元 /最 小 元 “| 荐 存在 必定 叭 

妃 的 上 界 /下 界 可 能 不 存在 若 存在 也 可 能 不 属于 B 


本 即使 存在 上 界 /下 界 也 可 能 | 。 疡 和 we 区 i 
B 的 上 确 界 /下 确 界 不 存在 上 确 界 /下 确 界 若 存在 必定 唯 车 存在 也 可 能 不 属于 B 


由 对 应 原理 (定理 6.6) 可 得 以 下 定理 。 

定理 6.11 假设 偏 序 集 (4, <) 和 (4', <) 在 函数 . 广 4 一 4' 作 用 下 同 构 ， 则 

(a) 车 a 是 (4, <) 的 极 大 元 ( 极 小 元 )， 则 了 (@) 是 (4', <) 的 极 大 元 〈 极 小 元 )。 
(b) 车 a 是 (4, <) 的 最 大 元 (最 小 元 )， 则 了 (q) 是 (4', <") 的 最 大 元 (最 小 元 )。 


(c) 设 B 是 4 的 一 个 子 集 ， 车 a 是 BB 的 上 界 ( 下 界 、 上 确 界 、 下 确 界 )， 则 f(a) 是 


J(B) 的 上 界 ( 下 界 、 上 确 界 、 下 确 界 )。 


(Cd) 如 果 (4, <) 的 每 个 子 集 都 存在 上 确 界 ( 下 确 界 )， 则 (4', <) 的 每 个 子 集 也 都 存在 上 


确 界 〈 下 确 界 )。 
定理 6.12 设 (4, <) 为 偏 序 集 ，(4, >) 是 其 对 偶 ， 则 


(a) 车 a 是 (4, <) 的 极 大 元 ( 极 小 元 、 最 大 元 、 最 小 元 )， 则 a 是 (4, >) 的 极 小 元 ( 极 


大 元 、 最 小 元 、 最 大 元 )。 


(b) 设 Bc4， 若 a 在 (4, <) 下 是 B 的 上 界 (下界 、 上 确 界 、 下 确 界 )， 则 a 在 (4, >) 


下 是 B 的 下 界 ( 上 界 、 下 确 界 、 上 确 界 )。 


6.2.2 ”拓扑 排序 
下 面 考虑 一 个 实际 问题 。 小 方 准备 组 织 一 次 演讲 比赛 ， 有 如 下 环节 (未 排序 ): 
(a) 购买 奖品 和 装饰 物 ; (b) 申请 经 费 ; 
(c) 确定 地 点 ; (d) 进行 彩排 ; 
(e) 确定 参赛 和 人员; (f) 确定 主题 ; 
(g) 借 服装 ; (h) 开始 现场 比赛 ; 
(i) 确定 时 间 ; (j) 确定 嘉宾 。 
但 是 要 满足 以 下 限制 条 件 : 


(1) 确定 演讲 主题 之 后 才能 确定 演讲 比赛 的 时 间 。 
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(2) 确定 主题 之 后 才能 准备 申请 经 费 。 

(3) 在 确定 选手 是 否 能 参加 之 前 先 要 确定 比赛 时 间 。 

(4) 购买 何 种 装饰 物 须 由 比赛 地 点 确定 。 

(5) 只 有 当选 手 确定 之 后 ， 才 能 借 服 装 、 租 场地 和 确定 要 邀请 的 嘉宾 。 

(6) 如 果 申 请 经 费 没有 成 功 ， 那 么 不 能 购买 奖品 和 装饰 品 。 

(7) 在 彩排 之 前 需要 借 服装 和 确定 地 点 。 

(8) 比赛 只 有 当 嘉 宾 都 邀请 成 功 、 已 购买 奖品 而 且 彩 排 过 才能 进行 。 

于 是 ， 各 个 环节 及 其 先后 关系 可 以 表示 为 图 6.6(a)， 如 果 忽 略 向 上 或 向 斜 上 的 箭头 ， 
则 得 到 一 个 偏 序 关系 的 哈 斯 图 (图 6.6(b))。 


0 du 
图 6.6 各 环节 先后 关系 图 


但 是 小 方 每 次 只 能 做 一 件 事 ， 而 且 做 事 的 先后 顺序 要 受到 前 述 诸 约束 。 因 此 需要 求 
一 个 全 序 关系 玉 ， 使 得 若 (a, b)eR， 则 有 (a, b)eR'。 

定义 6.10 假设 (4, <) 是 偏 序 集 ， 对 其 进行 拓扑 排序 ( topological sorting ) 是 指 将 其 
扩张 成 一 个 全 序 集 (4，<)， 使 得 <c<， 即 对 于 任意 a,be4， 若 a<b 则 a<b。 

注 : 有 时 也 将 4 的 元 素 在 < 意义 下 “从 小 到 大 ”逐一 列 出 所 形成 的 序列 称 作 (4，<) 
的 一 个 拓扑 排序 。 

【 例 6.16】 设 R={(a, Db), (a,c), (aq, (0.D). (cc)} 是 集合 4={a. b,c} 上 的 偏 序 关 序 ， 
则 a, b,c 和 a,c,b 都 是 (4,R) 的 拓扑 排序 ， 这 也 说 明 一 般 情况 下 可 行 的 拓扑 排序 不 唯一 。 

拓扑 排序 的 算法 为 : 

拓扑 排序 TopologicalSorting ( (4, R) ) 

输入 : 偏 序 集 (4, R) 

输出 : 4 的 元 素 在 < 意义 下 “从 小 到 大 ”逐一 列 出 所 形成 的 序列 

1 Be¢-A, SR, List¢A 

及 While |B|I>0 do 

生生 从 B 中 选择 一 个 极 小 元 x 加 入 队列 List 

v3 B=-B-{x} 

es Se-Sls 

| Return List 


由 于 4 是 有 限 集合 ， 因 此 步骤 2.1 一 定 可 以 实行 ， 另 一 方面 ， 每 次 执行 步骤 2.2 都 
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使 得 |B| 减 少 1， 故 而 算法 一 定 会 终止 。 


回 到 小 方 组 织 演讲 比赛 的 问题 ， 其 拓扑 排序 之 一 即 是 fb, i,e@, c, a, g,j, qd,h。 
6.3 ” 格 与 布尔 代数 


6.3.1 格 的 定义 


设 (4, <) 为 偏 序 集 ，B 是 4 的 一 个 有 限 子 集 ， 从 6.2.1 节 可 以 看 到 ，B 的 上 确 界 、 下 
确 界 并 不 一 定 存在 ; 而 当 4 的 任 一 个 有 限 子 集 B 都 存在 上 确 界 、 下 确 界 时 ， 称 这 种 特殊 
的 偏 序 集 (4, <) 为 格 。 

定义 6.11 假设 (L, <) 为 偏 序 集 ， 如 果 对 于 任意 a, beL，{a, b} 都 存在 上 确 界 和 下 确 
界 ， 则 称 (L, <) 为 一 个 格 (lattice ). 将 LUB({a, b}) 记 作 aVb， 称 之 为 a 与 b 的 并 (join) 
将 GLB({a, 5}) 记 作 八 Bp， 称 之 为 a 与 b 的 交 (meet )。 

注 : 这 里 的 V 和 人 符号 只 代表 格 中 的 二 元 运算 ， 而 不 再 有 其 他 的 含义 ， 要 与 逻辑 运 
算 中 的 析 取 联 结 词 和 合 取 联 结 词 区 分 开 。 

定理 6.13 ”假设 (L, <) 是 一 个 格 ， 则 工 的 任 一 个 有 限 子 集 B 都 存在 上 确 界 、 下 确 界 。 

【 例 6.17】 

(a) 任 一 全 序 集 (4, <) 都 是 一 个 格 。 事 实 上 ， 对 于 任意 a, be4， 有 a<b 或 b<a 成 立 ; 
不 妨 设 a<p， 则 aVb=b，a 八 b=a。 

(b) (2 ,|) 是 一 个 格 。 对 于 任意 x,ye 2Z*，xVy=LCM(x,y), x 作 yGCD(x, y)。 

(Cc) 设 n 是 正 整数 ， 则 (D,, |) 构 成 一 个 格 。 对 于 任意 x, yeD,，xVy=LCM(x, y)，x 八 
J=GCD(x, y)。 

(d) 设 5S 是 集合 ， 则 (P(S), ) 是 格 。 对 任意 4, BeP(S),，A4VB=4UB, 4 八 B=4NB。 

(e) 设 5S 是 集合 且 元 素数 大 于 1， 则 S 上 的 恒 等 关 系 厂 是 偏 序 关系 ， 但 是 (S, 5) 不 是 格 。 

【 例 6.18】 判断 图 6.7 中 的 哈 斯 图 表示 的 偏 序 集 是 否 构成 格 ， 并 说 明理 由 。 


6.7 例 6.18 用 图 


离散 数学 及 应 用 (第 2 版 ) 


解 . 
(a) 和 (b) 是 格 。 

(c) 不 是 格 一 一 信用 没有 上 确 界 ， 事 实 上 集合 元 素数 多 于 1 且 存在 孤立 结 点 的 偏 序 
集 一 定 不 是 格 。 

(d) 不 是 格 一 一 {9, 10} 没 有 上 确 界 。 

(e) 不 是 格 一 一 {2, 3} 没 有 下 确 界 ，{24, 36} 没 有 上 确 界 。 

定义 6.12 设 太 是 含有 格 中 元 素 以 及 符号 =、>、<、V 和 人 的 命题 。 令 闫 是 将 厂 中 的 
> 替换 成 <、< 和 替换 成 >、V 替换 成 人 、 人 替换 成 V 所 得 到 的 命题 ， 则 称 产 为 了 的 对 偶 命题 。 

【 例 6.19】 在 格 中 令 jj 是 (aeV 刀 Acsc， 关 是 (ao 人 人 )Vc>zc， 则 , 太 与 . 产 互 为 对 个 命题 。 

定理 6.14 〈 格 的 对 偶 原理 ) 设 f 是 含有 格 中 元 素 以 及 符号 =、>、<、V 和 八 的 命题 ， 
车 f 对 一 切 格 为 真 ， 则 了 的 对 偶 命 题 亡 也 对 一 切 格 为 真 。 

证 明 . 事实 上 ,命题 记 对 格 (L, <) 为 真 当 且 仅 当 了 对 格 (L, >) 为 真 ， 因 为 二 者 的 形式 是 
完全 相同 的 。 口 

【 例 6.20】 对 一 切 格 工 ， 命 题 “对 任意 a, beL，a 八 b<a” 都 为 真 。 根 据 对 侦 原理 ， 
对 一 切 格 工 ， 命 题 “ 对 任意 a,beL，aVb>a” 也 为 真 。 

定理 6.15 〈 格 的 保 序 性 ) 假设 (ZL, <) 为 格 ， 则 对 于 任意 a, b,c eL 都 有 

(a) 若 a<b 则 


aVce<bVce,aN\c<bAN\ec 
(b) 车 a<b 且 c<4 则 
aVce<bVd.aN\c<bM\d 

(c) as<c 且 b<c 当 且 仅 当 aVb<c; c<a 且 c<b 当 且 仅 当 c<a 八 b。 

证 明 . 根据 对 偶 原 理 ，(a)~(c) 只 证 其 中 一 个 命题 即 可 。 

(a) 由 “VYV” 的 定义 有 b<bVc， 又 a<b， 由 偏 序 关 系 的 传递 性 有 a<bVc; 又 由 “V” 的 
定义 有 c<bYVc， 故 bVc 是 {a,c} 的 一 个 上 界 。 于 是 由 上 确 界 的 定义 可 得 aVc<bVce。 

(b) 由 于 a<b， 故 aVc<bVc， 由 于 c<4 故 bVc<bVqd， 综 合 二 者 可 得 aVc<bVq。 

(c) 车 a<c 且 b<c， 则 由 (b) 有 aVb<cVc=c。 反 过 来 ,假设 aVb<c， 则 由 V 的 定义 
及 传递 性 即 有 as<c 且 b<c。 口 

定理 6.16 假设 (L, <) 为 格 ， 则 对 于 任意 a, beL 都 有 

(a) aVb 二 b 当 且 仅 当 a<b。 

(b) a 八 b5==a 当 且 仅 当 a<b。 

(c) a 人 b==a 当 且 仅 当 aVb=b。 

证 明 . 由 定义 即 得 。 | 

定理 6.16 表明 格 中 的 “<” 关 系 可 以 由 V 和 人 定义 , 于 是 格 (L, <) 也 可 记 作 (L, V, 人 )， 
而 且 可 以 将 V 和 信 视 作 工 的 两 个 运算 ， 它 们 满足 下 述 代数 性 质 。 

定理 6.17 假设 (L，V， 人 入) 为 格 ， 则 运算 V 和 八 适合 暴 等 律 、 交 换 律 、 结 合 律 和 吸 
收 律 ， 即 对 于 任意 a, b,c eL 都 有 

(a) 徊 等 律 : aVa=a，aAa=a。 

(b) 交换 律 : aVb=bVa, a 人 b=bN\a。 


os 
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(c) 结合 律 : (aVb)Vc=aV(bVo), (aN\b)N\c=aN\(bAN oo), 
(d) 吸收 律 : aV(a 八 b)=a,a 人 (aVb)=a。 

证 明 . 根据 对 偶 原理 ，(a)-(d) 只 证 其 中 一 个 命题 即 可 。 

(a) 由 定理 6.16 及 a<a 即 得 。 

(b) 由 定义 即 得 。 

(c) 由 上 确 界 的 定义 有 


(aVb)VcezaV b>a (O) 

(aVb)VczaVbzb 回 

(aVI)Vczc ©@ 
由 @ 和 @ 可 得 

(aVb)VezbVe @ 
由 式 @ 和 @ 有 (aVb)VczaV(bVo)。 


可 类 似 地 证 明 (aVb)Vc<aV(bVc)， 由 偏 序 关系 的 反对 称 性 即 得 (aVb)Vc=aV(bV 


(d) 由 a 八 b<a 及 定理 6.16 即 得 aV (a 八 b)=a。 口 
定理 6.18 设 (Li，<<) 和 (Ls，<<) 是 格 ， 则 L=LixL 在 积 偏 序 下 构成 一 个 格 。 
定义 6.13 假设 (LIL，V，, 八 ) 为 格 ，ScL 且 S 非 空 ， 若 对 于 任意 a, beS 都 有 aVbes 


及 a 八 beS， 则 称 S 是 工 的 一 个 子 格 (sublattice )。 


注 : 对 于 子 格 元 素 ， 上 确 界 和 下 确 界 都 在 原来 的 格 中 求 。 

【 例 6.21】 

(a) 若 集 合 4cBc 展 ， 则 (4, 科 ) 是 (8, 三 ) 的 子 格 。 

(b) 对 于 任意 正 整 数 m，(D,. |) 是 (2+ ,|) 的 子 格 。 

(c) 对 于 任意 正 整数 m、m， 若 njm， 则 (D;, |) 是 (D, |) 的 子 格 。 

(d) 若 集合 4cB， 则 (P(4), 局 是 (P(B), 品 ) 的 子 格 。 

【 例 6.22】 如 图 6.8(a) 所 示 的 偏 序 集 作为 集合 是 D3。( 图 6.8(b)) 的 一 个 子 集 , 但 是 


并 不 是 (D3o; |) 的 子 格 。 在 图 6.8(a) 所 示 的 偏 序 集中 ，6 八 15=1; 而 在 (Do, ) 中 ，6 人 15=3。 


30 30 
6 CA 15 56 15 
2 < 5 2 5 
1 1 
(a) (b) 


图 6.8 例 6.22 用 图 
定义 6.14 若 格 (Li1，<1) 和 (L2，<2) 作 为 偏 序 集 是 同 构 的 ， 则 称 它们 为 同 构 的 格 


(isomorphic lattices )。 


定理 6.19 〈 格 同 构 的 保 运算 性 ) 假设 /是 格 (C Vi 入 1) 到 (L2, V2, 八 3) 的 一 个 同 构 ， 


则 对 于 任意 a, peZi 有 
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RaV Bb) A V Ab), faN\ib)Aa) NMAD) 

证 明 . 由 定理 6.11 即 得 。 口 

【 例 6.23】 

(a) 若 有 限 集合 8 与 5 基数 相同 ， 即 |S1|=|Ss|， 则 格 (P(S1), 与 (?(S;), S) 同 构 。 

设 Si={ai, G2, …， an}, S2—{bi, b2, *, bn}, 则 同 构 为 Rai)=b1, haz)=b2 ,lan)=bn, 
4UB)AA) URNB). 

(b) 设 n=p1ip2…:ps 是 s 个 相 异 素数 的 积 ， 则 (D;, |) 同 构 于 (P(S), Cy)， 其 中 5 是 包含 s 
个 元 素 的 有 限 集 。 

设 5S={q1, qa2,，…, qs}, 则 同 构 为 fp)=ai, fp2)=a2,…, ftps)=as, LCM(a, DD) Ga)UND)。 

(c) 车 n=p* 是 素数 的 罕 ， 则 (D,, |) 同 构 于 ({1, 2,…, 避 ,<)， 同 构 为 Xp)-i。 

(d) 若 GCD(m,n)=1 则 (Dw, |)x(Dn, |) 同 构 于 (Dm, |)， 同 构 为 fa, b)=ab。 

【 例 6.24】 所 有 包含 4 个 元 素 的 格 〈 在 同 构 的 意义 下 ) 如 图 6.9(a) 所 示 ， 而 所 有 包 
含 五 个 元 素 的 格 〈 在 同 构 的 意义 下 ) 则 如 图 6.9(b) 所 示 。 


oO| WO 


(a) 
图 6.9 例 6.24 用 图 


6.3.2 ”特殊 的 格 


在 本 节 中 将 逐一 介绍 一 些 具有 特殊 性 质 的 格 ， 其 主要 有 4 类 : 有 界 格 、 分 配 格 、 有 
补 格 、 模 格 。 

定义 6.15 存在 最 大 元 及 最 小 元 的 格 称 作 有 界 格 (bounded lattice )。 

【 例 6.2S】 

(a) 对 于 任意 集合 S， 客 集 格 (P(5), S) 是 有 界 格 〈 即 使 8 是 无 限 集 )， 其 最 大 元 为 5， 
最 小 元 为 儿 。 

(b) (2 , |) 不 是 有 界 格 ,没有 最 大 元 。 

(c) ( 恨 , 三 ) 不 是 有 界 格 ， 既 没有 最 大 元 也 没有 最 小 元 。 

(d) (D, |) 是 有 界 格 ， 最 大 元 为 wm， 最 小 元 为 1。 

定理 6.20 有 限 格 产 {fa aa，…, qm} 是 有 界 格 , 工 的 最 小 元 是 aaAa 人 A…A 人 an 工 的 
最 大 元 是 aaVazV…Van。 

证 明 . 直接 验证 即 得 。 | 

定理 6.21 设 (L，V, 八 ) 是 一 个 有 界 格 ， 则 对 任意 aeL 有 aV1=1, a 人 1=a, aV0 
二 a，a 八 0 二 0。( 这 里 的 0 指 最 小 元 ，1 指 最 大 元 。) 

证 明 . 由 最 大 元 、 最 小 元 的 定义 及 定理 6.16 即 得 。 口 


第 5 章 信 序 关系 


定义 6.16 若 格 工 中 的 V 运 算 对 人 有 分 配 律 ， 人 运算 对 V 也 有 分 配 律 ， 即 对 于 任意 
qa,b,ceL 有 
aA\(bVo)=(aA\b)V(aN\oc), aV(bAc)=(aVb)A(aVo) 
则 称 工 为 分 配 格 ( distributive lattice ). 
注 : 事实 上 在 任何 格 中 这 两 个 分 配 不 等 式 都 是 等 价 的 ， 即 由 a 人 (BbVe)= (CAD)V(a 
和 Ao) 可 得 aV(8Ac) = (aVIA(aVc)， 反 之 亦 然 : 


(aVI)A(aVc) 
=(aVDAaV(ovD Ag (人 对 V 的 分 配 律 ) 
=aV((laA\c)V(bAo)) (吸收 律 、 八 对 V 的 分 配 律 》 
=(aV(aAc)V(Aoc) (结合 律 ) 
=aV(bANo) (吸收 律 ) 


【 例 6.26】 指出 下 图 中 哪些 格 是 分 配 格 。 


1 1 1 1 
学 a 
€ b a 4 
C 6 
9 6 0 0 
人 Ly La 


图 610 例 6.26 用 图 


解 . Li 和 工 ,是 分 配 格 ， 而 Za 和 7 不 是 分 配 格 : 

在 LI 中 a 人 (5bVc)=a 八 1=a， 而 (a 八 b)V(a 八 c)=0V0=0。 

在 中 a 入 (bVc)=a 人 1=a， 而 (a 八 b)V(a 人 ce)=bV0=b。 

73 称 为 钻石 格 ，Z4 称 为 五 角 格 。 

【 例 6.27】 每 个 链 都 是 分 配 格 。 对 于 格 中 任意 元 素 a、b、c， 不 妨 假设 bzc， 则 

aN\(bVe)=aAb, (a\b)V(aN\c)=a 和 \b 

【 例 6.28】 (Zi: ,|)、(R,<)、(D,, 1) 都 是 分 配 格 。 对 于 任意 非 空 集合 S$， 窜 集 格 (P(S)， 
SG) 是 分 配 格 。 

而 对 于 一 个 格 是 否 是 分 配 格 ， 主 要 有 如 下 两 条 判 则 。 

定理 6.22 ” 格 工 是 分 配 格 当 且 仅 当 对 任意 aq, b, ceZ， 若 aAb=aAc 且 aVp=aVe， 
则 b=c。 

证 明 . (必要 性 ) 若 格 工 是 分 配 格 ， 且 有 a 八 b=a 人 人 c 及 aVb=aVc， 则 

b=bA(aVb)=bA(aVe)-(bAa)V(bAc)(cAa) V(bAc)cA(aVb)cA(aV ee 

该 定理 的 充分 性 证 明 较 难 ， 故 在 本 书 中 上 略 去 。 口 

定理 6.23 格 工 是 分 配 格 当 且 仅 当 工 不 含有 与 钻石 格 或 五 角 格 同 构 的 子 格 。 

证 明 . (必要 性 ) 假设 格 工 是 分 配 格 ， 则 工 显然 不 含有 与 钻石 格 或 五 角 格 同 构 的 
子 格 。 

(充分 性 ) 若 格 工 不 是 分 配 格 ， 则 由 定理 6.22 存在 a, b, ceL， 使 得 a 人 b=a 人 ec, aV 
b=aVc, H bzc。 
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车 5b、c 可 比 ， 不 妨 假设 bx<c， 则 工 存 在 与 五 角 格 同 构 的 子 格 (图 6.11(a))。 
车 b、c 不 可 比 ， 则 工 存 在 与 钻石 格 同 构 的 子 格 (图 6.11(b))。 口 


aVe aVe 
3 
有 b 
b 
aM\b aM\b 
(a) (b) 


图 6.11 定理 6.23 用 图 
【 例 6.29】 图 6.12 中 的 格 均 非 分 配 格 。 


NA 


图 6.12 例 6.29 用 图 


定义 6.17 假设 (L，V，, 八 ) 为 有 界 格 ， 其 最 大 元 为 1， 最 小 元 为 0， 对 于 元 素 ael， 
车 元 素 a'e 满足 
aVa'=1 及 aN\a'=0 
则 称 aq' 是 a 的 一 个 补 元 ( complement )。 
注 : 容易 验证 ， 如 果 a 是 5 的 一 个 补 元 ， 则 5 也 是 a 的 一 个 补 元 ; 1'=0 且 0'=1。 
【 例 6.30】 考虑 图 6.13 中 的 4 个 格 ， 求 出 所 有 元 素 的 补 元 。 


1 1 1 1 

a 

a 

基 “而 6 

攻 

0 0 0 9 
全 的 


让 万 
6.13 例 6.30 用 图 


解 . 在 五 中 ，1'=0 且 0'=1，a=b，b'=a。 
在 瑟 中 ，1'=0 且 0'=1，a、D 和 c 都 不 存在 补 元 。 
在 L3 中 ，1'=0 且 0'=1，a、b 和 c 都 存在 两 个 补 元 ， 如 c 的 两 个 补 元 是 a 和 b。 
在 中 ，1'=0 且 0'=1，a“=b'=c， 即 c 存在 两 个 补 元 a 和 7。 

上 例 表 明 ， 格 中 元 素 可 能 没有 补 元 ; 也 可 能 存在 多 个 补 元 ; 下 述 定理 表明 ， 对 于 一 
些 特殊 的 格 ， 元 素 的 补 元 若 存在 必 唯 一 。 

定理 6.24 设 (L, <) 为 有 界 分 配 格 。 

(a) 若 工 中 元 素 a 存在 补 元 ， 则 其 补 元 唯一 。 

(b) 若 工 中 元 素 a 存在 补 元 ， 则 (a")=a。 

(c)(〈 德 .摩根 律 ) 对 于 任意 a,beL， 若 a、b 都 存在 补 元 ， 则 (a 八 B)=a'Vb', (aVb)= 


a'Ab'。 
证 明 . 
(a) 假设 b、c 都 是 a 的 补 元 , 则 有 aVc=1， a 八 c=0, aVb=1，a 八 b=0。 从 而 得 到 a 
Vc=aVb,a 八 c=a 八 5， 由 于 工 是 分 配 格 , 因此 有 b=c。 
(b) (a 与 a 都 是 a' 的 补 元 ， 由 补 元 的 唯一 性 得 (a")'=a。 
(c) 对 任意 a,belL 有 
(aADV(a Vb) (aVa Vo) AbVa Vo) (VI) Na V1Al=1 
(aNAb)A(a' Vo)(aAbNa)V (aN\bAb)0Nb)V(aN\0)0V0=0 
故 wVz 是 aAz 的 补 元 ， 由 补 元 唯一 性 有 (a 八 5) '=a'Vb'。 同 理 可 证 (aVb)'=a' 人 人 b'。 口 
注 : (c) 可 以 推广 到 有 限 个 元 素 ， 即 
(a NaN\** Aan)=ar Va VVan, (a Vas VVan)=arAas NAN\an 
定义 6.18 若 有 界 格 (L，V， 八 ) 中 每 一 个 元 素 都 存在 ( 至少 一 个 ) 补 元 ， 则 称 工 为 
有 补 格 ( complemented lattice )。 
【 例 6.31】 在 图 6.13 所 示 的 4 个 格 中 ，Li、L3 和 工 是 有 补 格 ，L; 不 是 有 补 格 。 
【 例 6.32】 设 5 为 非 空 集合 , 则 究 集 格 (P(S), OC) 是 有 补 格 : 对 于 任意 4eP(S), 4=S-4。 
【 例 6.33】 设 n=pip2…“ps 是 s 个 相 异 素数 的 积 ， 则 (D,, ) 是 有 补 格 : 对 于 任意 aln， 
a'=n/ao。 
定义 6.19 假设 (L，V， 八 ) 是 一 个 格 ， 如 果 对 于 任意 a, b,ceL， 当 a<b 时 ， 有 
aV(cAb)=(aVc) 人 D 


则 称 工 为 模 格 ( modular lattice ). 
定理 6.25 格 (L，<) 是 模 格 当 上 且 仅 当 : 对 任意 的 a, b, ceL， 若 a<p，cVa=cVD， 
cAa=c 人 b， 则 a=b。 
证 明 . (a) 假设 (L, <) 是 模 格 ，a, b, ceL 且 a<b, aVc=bVc， a 八 c=b 和 c， 则 
a=aV(cMa)=aV(cAb)=(aVe)Ab=(bVe)Ab=b 
(b) 假设 (L, <) 是 一 个 满足 定理 中 所 述 条 件 的 格 ，a, b, ceL 且 a<bp， 则 
aV(bA 人 Qo<(aVD) 人 (aVo=bA 人 (aVe) (由 aVb=b 及 习题 6.41(b)) 
故而 
(2A(aVc))Vcz(aV(Ac)Vc=aV(BAc)Vc)j=aVc 
(eVGAa)AcsBA(aVe)Ac=pA(aVc)Acj-pAc 
又 有 
(2A(aVc))Ves(aVc)Vc=aVc，(aV(Ac)) 人 cz(2 人 Ac) 人 Ac=pA 人 ec 
因此 (5bA(aVe) Ve=(aV(bA) Ve (=aVc)，(aV(BAc))Ac=(BA(aeVc))Ac (=b 人 \ 
c)， 即 得 aV(5 信 c)=b 信 (aVc)， 即 (L, <) 是 模 格 。 | 
定理 6.26 ”分配 格 必定 是 模 格 ,但 模 格 不 一 定 是 分 配 格 。 
【 例 6.34】 图 6.11(b) 所 示 钻 石 格 是 模 格 但 不 是 分 配 格 。 


*6.3.3 ”布尔 代数 
定义 6.20 ”如果 一 个 格 既是 有 补 格 又 是 分 配 格 ， 则 称 它 作 布 尔格 ( Boolean lattice ) 
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或 布尔 代数 ( Boolean algebra )、 有 有 限 个 元 素 的 布尔 代数 称 作 有 限 布尔 代数 ( finite 
Boolean algebra ). 

由 定理 6.24， 在 布尔 代数 中 ， 一 个 元 素 的 补 元 是 唯一 的 。 因 此 可 以 把 求 补 元 的 运算 
看 作 是 布尔 代数 中 的 一 元 运算 ， 进 而 可 将 布尔 代数 记 为 (8,.V， 人 , ', 0, )， 其 中 "为 求 补 运 
算 ，0 指 最 小 元 ，1 指 最 大 元 。 

【 例 6.35】 

(a) 设 n=p1p2…“ps 是 s 个 相 异 素数 的 积 ， 则 (D，, |) 是 有 限 布尔 代数 ， 可 表示 为 (D，， 
GCD, LCM, ', 1, n)， 其 中 求 补 运算 ' 为 对 于 任意 aln，a'=n/a。 

(b) 对 于 任意 非 空 集合 8, 寡 集 格 (PCS), c) 是 布尔 代数 , 可 表示 为 (P(5), U, 站 , ', @， 5)， 
其 中 求 补 运算 ' 为 : 对 于 任意 4eP(S)，4=S-4。 

定理 6.27 设 元 素 b、c 属于 一 个 布尔 格 ， 则 5 人 ec'=0 当 且 仅 当 b<c。 

证 明 . 假设 b<c， 则 bAc=(bAc”)V0=(bpAc”)V(cAc")=(bVo)Ac=cAc'=0。 

反 过 来 ， 若 bc=0， 则 bc=(bAc)V(bAc" =b 人 (cecVc”)=b 人 1=b， 即 得 b<c。 口 

定义 6.21 车 布尔 代数 (Bl，V， 八 , ', 0, 1) 和 (B, 和 W，A， ,0 e) 作 为 格 是 同 构 的 , 则 
称 它们 为 同 构 的 布尔 代数 。 

由 定理 6.11 及 定理 6.19 易 得 fR0)=0,，fl1)=e 及 faVb)-Aa) Whb), Rab)-fa) AfD), 
f(a)=f(a) ， 即 布尔 代数 的 同 构 对 于 入 ,V, ' 是 保 运 算 的 。 

【 例 6.36】 ”假设 集合 8 满足 |S=s，n=p1p2…“ps 是 s 个 相 异 素数 的 积 ， 则 (P(S), S) 与 
(D,, ) 是 同 构 的 布尔 代数 。 

假设 有 限 集合 8 满足 lS=m, 则 (P(5), S) 是 一 个 布尔 格 。 按 照 第 5 章 中 特征 函数 的 方法 ， 
5 的 每 个 子 集 对 应 一 个 长 为 n 的 0-1 序列 ， 例 如 图 6.14(b) 表 示 图 6.14(a) 所 示 的 格 。 将 这 
个 格 命名 为 B,。 


6.14 ”有 补 分 配 格 (P(5), c) 


于 是 若 zaaaz…an J 刻 b1b2…bn 是 B, 的 两 个 元 素 ， 则 
(a) xsy 当 且 仅 当 argbx〔 作 为 数字 0 或 1) 对 所 有 厂 1,2, …,n 成 立 。 

(b) x 人 y=cic2…cn， 其 中 cmin{ax, bk}。 

(c) xVy=q142…4,， 其 中 dmax {ak, be} 。 

(d) x'==z1z2…z, ， 其 中 zj 二 1-ak。 

【 例 6.37】 在 图 6.14 中 ，001<101，110=001，110V101=111，110 人 101=100。 

对 于 有 限 布尔 代数 有 如 下 结果 。 

定理 6.28 (有 限 布尔 代数 的 表示 定理 /Stone 表示 定理 ) 任何 有 限 布尔 代数 都 与 某 个 
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B, 同 构 ， 其 中 为 正 整数 。 因 此 ， 任 何 有 限 布尔 代数 的 元 素 个 数 都 是 2 的 宕 。 
*6.3.4 ”信息 流 的 格 模 型 


在 信息 系统 中 , 用户 或 进程 称 作 主 体 (subject)， 系 统 中 被 处 理 、 被 控制 或 被 访问 的 
对 象 ( 如 文件 、 目 录 、 进 程 、 存 储 体 、 体 外 设备 等 ) 称 为 客体 (subject)， 于 是 就 形成 了 
主体 和 客体 、 主 体 与 主体 、 客 体 与 客体 相互 间 的 关系 。 

在 这 些 关系 中 ,都 可 能 产生 信息 的 传递 ,如 两 个 进程 之 间 的 通信 、 用 户 之 间 的 对 话 、 
用 户 甲 写 一 个 文件 而 用 户 乙 读 该 文件 等 。 这 就 产生 了 信息 流 (information fow) 的 概 
念 一 一 在 空间 和 时 间 上 向 同一 方向 运动 中 的 一 组 信息 , 它 有 共同 的 信息 源 和 信息 接收 者 。 

要 实现 信息 系统 安全 的 目的 ， 就 需要 通过 一 些 策略 对 系统 中 的 信息 流 进 行 控 制 ， 这 
可 以 使 用 格 模型 来 描述 。 

在 常用 的 多 级 安全 策略 中 ， 每 组 信息 都 被 分 配 了 一 个 安全 级 别 ， 不 同安 全 级 别 及 其 
之 间 的 关系 使 用 线性 格 五 表示。 此 外 ， 假 设 系统 中 所 有 可 能 的 信息 持 有 者 的 集合 为 U， 
则 某 信 息 的 安全 持 有 范围 就 是 习 的 一 个 子 集 ， 于 是 可 以 使 用 子 集 格 Li 表示 。 

所 有 安全 类 别 及 其 之 间 允 许 的 信息 流动 可 以 使 用 LixL, 来 描述 ， 在 其 中 (a, b)<(c, q) 
当 且 仅 当 a<c 且 bcd。 约 定 只 有 (a, 5)<(c, q) 时 ， 信 息 可 以 从 权限 是 (a, 5) 的 主体 流向 权限 
是 (c, q) 的 主体 ， 即 信息 流动 受到 以 下 限制 高 密级 的 信息 不 能 流动 到 低 密级 ， 信 息 不 能 
从 在 具有 互 异 元 素 的 子 集 ( 即 五 中 的 不 可 比 元 素 ) 之 间 流 动 ， 集 合 4cU 掌握 的 信息 集 
合 B24 也 应 该 掌握 。 

例如 ， 某 系统 的 安全 级 别 分 为 无 级 别 级 0 (Unclassified)、 秘 密级 1 (Secret)、 机 密 
级 2 (Confidential) 和 绝密 级 3 (Top Secret) 4 级 ,不 同安 全 级 别 及 其 之 间 的 关系 为 线性 
格 LI=({0, 1, 2, 3}, <)。 系 统 有 两 类 用 户 a 和 54, 不 同 的 信息 持 有 范围 为 子 集 格 Lx=({@2, {a}， 
{2}, {a, b}}, Cc)。 所 有 安全 类 别 所 允许 的 信息 流动 可 以 用 图 6.15 表示 。 


(3,{4,b}) 


图 6.15 信息 流 的 格 模型 
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事实 上 ， 任 何 一 个 信息 流动 策略 都 可 以 修改 为 一 个 格 模 型 ， 与 原 模型 相 容 。 方 法 如 下 : 

(1) 产生 回路 的 安全 类 统一 压缩 成 一 个 安全 类 。 

(2) 对 无 上 确 界 的 两 个 安全 类 4、B 增加 一 个 安全 类 4VB。 

(3) 对 无 下 确 界 的 两 个 安全 类 4、B 增加 一 个 安全 类 4 作 B。 

例如 ， 图 6.16(a) 中 3、C、 巨 三 个 安全 类 等 价 ， 因 此 压缩 成 一 个 安全 类 BCH 得 到 
图 6.16(b); 对 E 和 下 增加 安全 类 EA 人 F，EVF 得 到 图 6.16(c); 对 DD 和 G 增 加 一 个 安全 


I 
1 

六 一、 :次 BCH 
下 


J BCH J BCH 
ee ~ 
| | DVG 
Dp G Dp G 
ee | ~ VF OO 
E a E F 
SR 一 Wd 
~ EAF EMF 
(9) (d) 
AVI AVIVJ 
1 ~ 一 一 
4 7 个 
SO 和 
“= 4 1 
J BCH — 
DVG 长 一 BCH 
5 G | pvG = 
~ EVF -一 一 G 
了 ~ EVF — 
Ms We F 
EF ”| Ar 上 一 一 
(e) (DD) 


6.16 ”信息 流 修改 为 格 模型 
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类 DVG 得 到 图 6.16(d); 对 4 和 了 增加 一 个 安全 类 4V7 得 到 图 6.16(e); 对 4VI 和 J 增 
加 一 个 安全 类 4VIVJ 得 到 图 6.16(D， 形 成 一 个 格 。 


习 题 6 


6.1 设 4={a, b,c,q}， 以 下 4 上 关系 中 哪些 是 偏 序 关系 ? 如 果 是 的 话 ， 画 出 相应 的 哈 斯 
图 。 
Ca) {(a, a), (bb). (co (q. q)}。 
Cb) {(a, 4), (a, b), (a, ©), (q, q)}。 
Cc) {(a, a), (a, b), (a, ©), (b, b). (b, ©), (cc)}。 
(Cd) {(a, b), (b,c), (c, a), (a, a). (b, b). (¢, ©), (qd, q)}。 
Ce) {(a, a), (a, b), (a, ©), (a, q). (b, b), (c, ©), (q, q)}。 
6.2 图 6.17 由 关系 图 表示 的 关系 中 ， 哪 些 是 偏 序 关 系 ， 哪 些 是 全 序 关系 ? 


CF CC ~ (7 Se A) 
必 0 0% 3 
A 6 eo dw 


CY 
( ( ( 


图 6.17 习题 6.2 用 图 


6.3 证 明定 理 6.4。 
6.4 nn 满足 什么 条 件 时 ，(D;, |) 是 一 个 全 序 集 ? 
6.5 证 明 : 若 (4, <) 是 全 序 集 ， 则 (47, <) 也 是 全 序 集 。 
6.6 ”假设 R 是 集合 4 上 的 关系 , 证 明 : 如 果 尺 是 一 个 拟 序 关系 , 那么 R 也 是 拟 序 关 系 。 
6.7 假设 R 和 5S 都 是 集合 4 上 的 偏 序 关系 ， 那 么 
(a) RNS 是 否 也 是 4 上 的 偏 序 关系 ? 
(b) RUS 是 否 也 是 4 上 的 偏 序 关系 ? 
6.8 ”假设 关系 尺 定 义 在 由 实数 集 的 所 有 非 空 子 集 组 成 的 集合 上 。 判断 以 下 每 个 关系 是 否 
是 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 、 传 递 的 ， 是 否 是 偏 序 。 
(a) 如 果 对 于 任意 的 20， 存 在 ae4 和 beB 使 得 la-bl<s， 则 (4, B)eR。 
(b) 如 果 对 任意 ae4 和 人 0， 存 在 beB 使 得 la-bl<se， 则 (4, B)eR。 
(c) 如 果 对 于 任意 ae4, beB 和 全 0， 存 在 we4 和 b'eB 使 得 la-b'|<s 且 |a'-bl<s， 则 
(4, B)ER。 
6.9 假设 5S={FIF 是 由 命题 变量 p、g 组 成 的 命题 公式 },“<>” 是 5S 上 的 等 价 关系 。 
(a) 计算 |S/<3|。 
(b) 定义 Se> 上 的 关系 R={([4], [B]e)[4]seS/ 舍 ，[B]oeS/ 舍 ， 4 寺 B}， 证明: R 
是 一 个 偏 序 。 
6.10” 设 (4, <) 是 偏 序 集 ，BSA4， 若 B 中 任意 两 个 元 素 都 可 比 ， 则 B 称 为 4 的 一 个 链 ，B 
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6.19 
6.20 


中 的 元 素 个 数 称 为 链 的 长 度 ; 车 B 中 任意 两 个 不 同 元 素 都 不 可 比 ， 则 B 称 为 4 的 
一 个 反 链 ，B 的 元 素 个 数 称 为 反 链 的 长 度 。( 易 见 ， 链 和 反 链 的 任意 子 集 分 别 是 链 
和 反 链 。) 

例如 , 在 偏 序 集 ({1, 2. 3, 6. 9, 18},) 中 , {1, 2. 6. 18}、 {1, 3, 6, 18} 和 {1, 3. 9, 18} 
都 是 4 中 长 度 为 4 的 链 ，{2, 3} 和 {6. 9} 都 是 该 偏 序 集中 长 度 为 2 的 反 链 ， 在 偏 序 
集 ({2, 3, 6. 12, 24, 36}, |) 中 ，{2. 6, 12, 24}、{2, 6. 12, 36}、{3, 6, 12, 24} 和 {3, 6, 12， 
36} 都 是 4 中 长 度 为 4 的 链 ，{2, 3}、{24, 36} 都 是 该 偏 序 集中 长 度 为 2 的 反 链 。 

设 (4, <) 是 偏 序 集 ， 证 明 : 如 果 4 中 最 长 链 的 长 度 是 n， 那 么 4 的 全 部 元 素 能 
被 分 成 n 条 不 相交 的 反 链 的 并 。 
(提示 : 用 数学 归纳 法 ， 施 归纳 于 n; 还 应 注意 到 4 的 所 有 极 大 元 构成 一 条 反 链 。) 
设 (4, <) 是 偏 序 集 ，|4|=mn+1， 这 里 m、n 为 正 整 数 ， 则 4 中 或 者 存在 一 条 长 度 为 
m+t1 的 反 链 ， 或 者 存在 一 条 长 度 为 n+l 的 链 。 
证 明 : 在 任意 mn+l 个 人 中 , 要 么 存在 m+l 个 人 组 成 的 一 个 序列 ,其 中 每 个 人 ( 除 
了 第 一 个 人 以 外 ) 都 是 序列 中 前 一 个 人 的 后 代 ; 要 么 存在 nt1 个 人 ， 其 中 没有 一 
个 人 是 其 他 个 人 中 任何 一 个 人 的 后 代 。 
若 (4, <) 和 (B, <) 都 是 全 序 集 ， 则 积 偏 序 是 否 也 是 全 序 集 ? 词典 序 是 否 是 全 序 集 ? 
假设 R 是 集合 S$ 上 的 关系 ，S'CS， 定 义 SxS' 上 的 关系 R' 为 R=RN(S'xS")， 确 定 下 
述 每 一 断言 是 真 还 是 假 。 
(a) 若 尺 是 传递 的 ， 则 R' 也 是 传递 的 。 
(b) 若 RR 是 偏 序 关系 ， 则 R' 也 是 偏 序 关 系 。 
(c) 车 RR 是 拟 序 关系 ， 则 R' 也 是 拟 序 关 系 。 
(d) 若是 全 序 关系 ， 则 R' 也 是 全 序 关 系 。 
请 给 出 集合 4 上 的 一 个 关系 ， 使 得 其 既是 偏 序 关 系 又 是 等 价 关系 。 
设 情 是 偏 序 关系 ， 求 证 RU R- 是 等 价 关 系 。 
思考 : 在 商务 印 书馆 2011 年 出 版 的 《新 华 字典 》 第 11 版 中 各 个 字 的 顺序 是 如 何 
排 的 呢 ? 
针对 图 6.18 中 各 哈 斯 图 ， 写 出 集合 以 及 偏 序 关系 。 


(a) (b) (0) 
6.18 习题 6.18 用 图 


求 偏 序 集 (P({a, b, c})-{a, 0. c}- 纪 ,所 ) 中 的 极 大 元 、 极 小 元 、 最 大 元 、 最 小 元 。 
画 出 ({1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, |) 的 哈 斯 图 ， 并 求 其 极 大 元 、 极 小 元 、 最 大 元 、 最 
小 元 。 


6.21 已 知 偏 序 集 的 哈 斯 图 如 图 6.19 所 示 ， 求 其 极 大 元 、 极 小 元 、 最 大 元 、 最 小 元 ， 求 
集合 B={2, 3, 7, 14, 21}，Bs={2,14}，Bs={2,7}，Bs={2,7,14} 的 上 界 、 下 界 、 上 确 
界 、 下 确 界 。 

6.22 已 知 ({2, 3, 6. 12, 24,36},|) 的 哈 斯 图 如 图 6.20 所 示 , 求 其 极 大 元 、 极 小 元 、 最 大 元 、 
最 小 元 ， 求 集合 Bj={2, 6, 3}，B2={3. 36}，Bs={6, 12} 的 上 界 、 下 界 、 上 确 界 、 下 
确 界 。 

6.23 ”已 知 偏 序 集 的 哈 斯 图 如 图 6.21 所 示 ， 求 其 极 大 元 、 极 小 元 、 最 大 元 、 最 小 元 ， 求 
集合 Bl={c, d, g, h}，Bs={a, b, c, 让 ，Bs={a, e,fh)}，Bs={d, g,i, 放 的 上 界 、 下 界 、 
上 确 界 、 下 确 界 。 给 出 其 的 一 个 拓扑 排序 。 
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图 6.19 习题 6.21 用 图 图 6.20 习题 6.22 用 图 图 6.21 习题 6.23 用 图 
6.24 关于 一 个 软件 项 目的 任务 的 哈 斯 图 如 图 6.22 所 示 ， 对 这 个 软件 项 目的 任务 进行 拓 
扑 排 序 。 


b 


完成 交付 


6.22 习题 6.24 用 图 


a 


6.25 ”构造 下 述 偏 序 集 的 例子 : 
(a) 是 偏 序 集 ， 但 不 是 全 序 集 。 
(b) 是 全 序 集 ， 而 且 不 存在 最 小 元 。 
(c) 是 偏 序 集 ， 存 在 最 大 元 但 不 存在 最 小 元 。 
(d) 是 偏 序 集 ， 存 在 极 小 元 但 不 存在 极 大 元 。 
6.26 ”假设 (4, <) 是 偏 序 集 ，Bc4， 证 明 : 若 (B, <|s) 存 在 最 大 (小 ) 元 ， 则 该 最 大 〈 小 ) 
元 在 (4, <) 中 恰 为 B 的 上 (下 ) 确 界 。 
6.27 证 明定 理 6.10。 
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证 明 : 最 大 (小 ) 元 一 定 是 唯一 的 极 大 (小 ) 元 ， 反 之 则 不 然 。 

若 (4, <) 的 任意 非 空 的 子 集 B 都 有 最 小 元 的 存在 ， 则 称 < 为 4 的 良 序 (well orden)， 
称 (4, <) 是 良 序 集 (well ordered set)。 例 如 ，(Z*, <) 是 良 序 集 ， 而 (也 .<) 不 是 良 
序 集 。 

证 明 : 

(a) 良 序 集 是 全 序 集 。 

(b) 有 限 全 序 集 是 良 序 集 。 

在 图 6.23 由 哈 斯 图 表示 的 偏 序 集中 ， 哪 些 是 


信人 人 全 


图 6.23 习题 6.30 用 图 


设 4 是 集合 ,E 是 4 上 的 所 有 等 价 关系 构成 的 集合 。 证 明 : (E.G) 是 格 。 
证 明定 理 6.13。 

证 明定 理 6.18。 

设 格 L=({1, 2, 5, 6, 10, 15, 30}, |)。 以 下 诸 偏 序 集 是 否 是 格 ， 是 否 是 工 的 子 格 ? 
(a) {L2510} Ds 

(b) ({1 6, 15, 30}, |)。 

(c) ({2, 10, 15, 30}, |)。 

(d) ({1,2, 15, 30}, |)。 

求 图 6.24 中 格 工 的 所 有 子 格 。 

己 知 格 的 哈 斯 图 如 图 6.25 所 示 。 

(a) {a, b,c,e, 了 fg, hh, 让 是 否 是 该 格 的 子 格 ? 

(b) 给 出 该 格 的 至 少 包含 5 个 元 素 的 子 格 。 

(lc) 计算 的 所 有 补 元 素 ; 计算 f 的 所 有 补 元 素 。 


a 


图 6.24 习题 6.35 用 图 图 6.25 习题 6.36 用 图 
设 (L, <) 为 格 ，aeL， 定 义 集合 5S={xlxeL 且 x<a}, 证 明 : (5, <) 是 (ZL, <) 的 一 个 子 格 。 
设 a、5 为 格 (L, <) 中 的 两 个 不 同 元 素 ， 且 a<bp， 定 义 集合 5={xjxeL 且 a<x<b}, 证 
明 : (5S, <) 是 (L, <) 的 一 个 子 格 。 
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第 6 章 偏 序 关系 \®S 
证 明 : 一 个 格 是 链 的 充 要 条 件 是 它 的 所 有 非 空子 集 都 是 子 格 。 


证 明 : 对 于 格 (L, <) 中 任何 元 素 a、b、c、4， 有 (a 八 b)V(cM\d)<(aVo) 信 (bVq)。 
证 明 : 车 工 是 格 ， 则 对 于 任意 a, b,ceL， 有 

(a) a 人 (DYVc)z(a 人 DYV(aAc)。 

(b) aV(Acls(aVIA(aVo)。 

证 明 : 在 有 补 格 中 ，1'=0 且 0'=1。 

证 明 : 具有 两 个 以 上 元 素 的 链 不 是 有 补 格 。 

证 明 : 在 元 素 个 数 大 于 1 的 有 界 格 中 ， 每 个 元 素 都 不 是 自己 的 补 元 。 

在 图 6.26 由 哈 斯 图 表示 的 偏 序 集中 ， 哪 些 是 分 配 格 ? 


(a) (b) (c) 
图 6.26 习题 6.45 用 图 


举 出 两 个 具有 6 个 元 素 的 格 ， 其 中 一 个 是 分 配 格 ， 而 另 一 个 不 是 。 
假设 工 是 有 界 分 配 格 ， 证 明 : 工 中 具有 补 元 的 元 素 全体 构 成 工 的 一 个 子 格 。 
对 于 模 格 (L, <)， 若 有 3 个 元 素 a, b, ceL， 使 得 下 述 3 个 式 子 的 任何 一 个 式 子 中 把 
“<” 换 成 “=” 若 成 立 ， 则 另外 两 个 式 子 中 把 “<” 换 成 “=” 也 必 成 立 ; 
aV(bAc)<(aVb)A\(aVo) 
(aA\b)V(aN\c)<aA\(bVo) 
(aAb)V(bAc)V(ceAMa)<(aVb)A(bVoA(ceVa) 
设 (L，<) 是 模 格 ， 证明: 对 任意 的 a,b, ceL， 若 (aVb) 人 c=bp 和 人 c， 则 必 有 
(ecVb)NMa=bAa。 
(提示 : 先 证 明 b=(aVb) 八 (cVb)， 再 计算 ba。) 
证 明 : 工 是 分 配 格 当 且 仅 当 对 于 任意 a, b,ceL， 有 
(aAb)V(bAc)V(cAa)(aVb)A(bVoA(ceVa) 
(提示 :“<=” 一 一 先 证 明 工 是 模 格 , 再 证 明 aV((aVb) 人 人 (bVe) 人 (eVa))=(aVb) 人 \(e 
VARaV((aN\b)V(bA)V(cAMa)aV(bANo).) 
设 元 素 a、b 属于 一 个 布尔 格 ， 证 明 : a'Vb=1 当 且 仅 当 a<b。 
假设 (8，V， 和 人 , "0, D) 是 布尔 代数 ， 证 明 : 对 于 任意 a, b,ceB， 有 
aA(aVD)=aANAD，aV(aAD)-aVD 
假设 (8，V， 和 人 ,0, 1) 是 布尔 代数 ， 证 明 : 对 于 任意 a, beB，a<b 当 且 仅 当 b'<a'。 
证 明 : 对 于 任意 的 n>1，(Bn, <) 与 积 格 (B,<)x(B,<)x...x(B,<) 同 构 。 
砍 


以 下 由 关系 矩阵 表示 的 关系 中 哪些 构成 布尔 代数 ? 
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(d) M, = 
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6.56 证明: 车 素数 满足 pn， 则 (D,, |) 不 是 布尔 代数 。 


代数 结构 


代数 学 历史 悠久 ， 几 千年 前 人 们 就 有 了 数 的 概念 ， 并 知道 了 一 些 解 方程 的 方法 。 随 
着 人 类 社会 的 发 展 ， 人 们 对 数 的 认识 逐渐 深化 ， 从 自然 数 、 整 数 、 有 理 数 、 实 数 ， 最 后 
扩展 到 复数 。 早 期 代数 学 处 理 的 对 象 是 具体 的 数 ， 而 近世 代数 学 〈 即 抽象 代数 学 ) 的 研 
究 对 象 是 抽象 的 代数 结构 ， 它 是 在 集合 基础 上 结合 具有 某 些 指定 性 质 的 运算 而 形成 的 ， 
也 称 为 代数 系统 。 

代数 结构 不 以 某 一 具体 对 象 为 研究 对 象 ， 而 以 一 大 类 具有 某 种 共同 性 质 的 对 象 为 研 
究 对 象 ， 研 究 它们 所 具有 的 共同 属性 与 运算 规律 ， 从 而 揭示 事物 间 的 本 质 和 内 在 关系 。 

抽象 代数 学 在 计算 机 科学 与 软件 科学 中 应 用 广泛 ， 如 计算 机 软件 形式 说 明和 开发 、 
算法 设计 与 分 析 、 信 息 处 理 与 安全 等 ， 对 学 科 的 产生 和 发 展 有 重大 影响 ， 与 此 同时 ， 这 
些 学 科 的 迅速 发 展 对 抽象 代数 学 也 提出 了 新 的 要 求 ， 促 使 它 不 断 发 展 。 

本 章 将 介绍 代数 结构 的 基本 概念 和 性 质 ， 以 及 几 类 常用 的 代数 结构 : 半 和 群 、 亚 群 、 
群 、 环 、 域 、 格 和 布尔 代数 。 


7.1 代数 结构 


7.1.1 运算 与 代数 结构 的 定义 


设 f 是 从 集合 4 到 集合 4 的 函数 ， 则 对 于 42 中 的 每 一 个 有 序 对 (ai, qj))e4， 有 are4， 
使 得 fai, q)=ak， 所 以 函数 关系 ftai, a))=ax 可 以 看 作 是 集合 4 中 的 两 个 元 素 a;、aj 经 过 运 
算 f 后 在 4 中 得 到 运算 结果 ak。 于 是 可 以 得 到 二 元 运算 的 定义 。 

定义 7.1 设 4 为 非 空 集合 ,， 函数: 4x4 一 4 称 作 4 上 的 一 个 二 元 运算 (binary 
operation)， 简 称 为 二 元 运算 。 二 元 运算 常用 、*、 口 、O、@、 田 、A、V 等 符号 表示 ， 
而 且 通 常 将 口 (a, b) 写 作 a 口 p。 这 时 也 称 4 对 /封闭 (closed)。 

定义 7.2 设 4 为 非 空 集 合 ， 函 数 f : 4 一 4 称 作 4 上 的 一 个 一 元 运算 (unary 
operation)， 简 称 为 一 元 运算 。 通 常 将 fq) 写作 友 。 

注 : 运算 是 抽象 的 ， 我 们 重点 强调 参与 运算 的 元 素 与 运算 结果 的 对 应 关系 ， 而 非 运 
算 的 过 程 。 

定义 7.3 设 4 为 非 空 集合 , fi, 记 , …, 太 为 4 上 的 上 个 运算 (包括 一 元 运算 和 二 元 运 
算 )， 则 称 (4, 有, 记 ，…, 用 为 一 个 代数 结构 (algebraic structure) 或 代数 系统 (algebraic 


system), 
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【 例 7.1】 

(a) 设 4 为 集合 ， 则 Nn 、U 、@、- 均 为 P (4) 上 的 二 元 运算 , 求 补 运算 “ ”是 P (4) 
上 的 一 元 运算 。 

(b) 2 、N、Q、 了 及、C 上 的 普通 加 法 、 减 法 和 乘法 均 为 相应 集合 的 二 元 运算 ， 求 
相反 数 为 相应 集合 的 一 元 运算 。 

(c) 设 4 为 非 空 集合 ， 则 连接 运算 是 人 上 的 二 元 运算 。 

(d) 在 也 的 “ 模 疡 同 余 ” 关 系 的 商 集 马 17Z = {0,1,…,n 一 了 上 可 以 定义 模 n 加 法 “+4” 
和 模 n 乘法 “x,”: 对 任意 #5、D,a+,b=at+b,ax,b=axb。 

【 例 7.2】 

(a) 假设 集合 4 为 所 有 正 奇 整数 ， 则 普通 加 法 “+” 在 4 上 不 封闭 ， 即 存在 两 个 正 
奇 整数 ， 其 和 不 是 正 奇 整数 ， 因 此 “+” 不 是 4 上 的 二 元 运算 。 

(b) 普通 减法 不 是 Zr 上 的 二 元 运算 ， 例 如 1-3&Z!。 

(c) 正 整 数 集 Z* 上 的 普通 除法 不 是 Z+ 上 的 二 元 运算 ， 因 为 两 个 正 整数 相 除 的 结果 
可 能 不 是 整数 。 这 时 也 称 Z? 对 除法 运算 不 封闭 。 

(d) 实数 集合 及 上 的 除法 不 是 及 上 的 二 元 运算 ， 因 为 0e RR ， 而 0 不 能 做 除数 。 但 
在 有 R" = 及 {0} 上 可 以 定义 除法 运算 。 

【 例 7.3】 

(a) 设 M,( 了 及) 表示 所 有 阶 实 方 阵 全 体 ， 则 矩阵 的 加 法 和 乘法 都 是 M, (及 ) 上 的 二 元 
运算 ， 转 置 运 算 〈 记 作 7) 是 M, (了 及) 上 的 一 元 运算 。(M, (及 ) , +, x, ) 构 成 一 个 代数 结构 。 

(b) 设 B 表 示 所 有 n 阶 布尔 矩阵, 则 入 、V、@ 都 是 布尔 矩阵 上 的 二 元 运算 , (B,。 人 ， 
V，Q@) 构 成 一 个 代数 结构 。 

(c) 设 4 为 非 空 集合 ，8 表 示 4 上 的 关系 全 体 ， 则 (S, 9) 是 一 个 代数 结构 。 

(d) 若 (L, <) 是 一 个 格 ， 则 (L, V, 入) 是 一 个 代数 结构 ， 特 别 是 : 

(d-1)(Z! , LCM, GCD) 是 一 个 代数 结构 。 

(d-2)(D,, LCM, GCD) 是 一 个 代数 结构 ， 其 中 是 一 个 正 整 数 。 

(d-3)(4, max, min) 是 一 个 代数 结构 ， 其 中 4cR。 

(qd-4)(P(4)，U ， 门 ) 是 一 个 代数 结构 ， 其 中 4 为 非 空 集合 。 

对 于 有 限 集合 4 上 的 一 元 运算 和 二 元 运算 ， 还 可 以 使 用 运算 表 的 方式 给 出 。 表 7.1 
和 表 7.2 是 运算 表 的 一 般 形式 ， 其 中 aq1, az, …, an 是 4 中 元 素 。 


表 7.1 一 元 运算 表 7.2 二 元 运算 

ai ai An 
a al al ai°a, 
a ay a 2°0, 
全 “0 aneal nod | Sa | nedn 


【 例 7.4】 集合 P({1, 2}) 上 U 运 算 的 运算 表 如 表 7.3 所 示 。 
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【 例 7.5】 集合 P({1,2}) 上 @ 运算 的 运算 表 如 表 7.4 所 示 。 
表 7.3 例 7.4 用 表 表 7.4 例 7.5 用 表 


[2] 
wy | 2 | 


【 例 7.6】 Z/14Z ={0.12.3} 上 定义 的 模 4 加 法 和 模 4 乘法 的 运算 表 如 表 7.5 和 表 7.6 
所 示 。 
表 7.5 例 7.6 用 表 1 表 7.6 例 7.6 用 表 2 


【 例 7.7】 纪 /5Z={0,1,2,3,4} 上 定义 的 模 5 加 法 和 模 5 乘法 的 运算 表 如 表 7.7 和 
表 7.8 所 示 。 


表 7.7 例 7.7 用 表 1 表 7.8 例 7.7 用 表 2 


we | 一 1 二 | 上 1 上 1 
二 | | bb ww 1 SI AI 


而 且 ， 还 可 以 将 二 元 运算 的 概念 一 步 推广 。 
定义 7.4 设 4 为 任意 非 空 集合 ， 函 数 三 汶 一 4 称 为 集合 4 上 的 一 个 元 运算 。 


7.1.2 ”二 元 运算 的 性 质 


本 节 讨 论 二 元 运算 的 主要 性 质 ， 包 括 单个 二 元 运算 性 质 、 两 个 二 元 运算 之 间 的 性 质 
以 及 二 元 运算 中 的 一 些 特殊 元 素 。 

定义 7.$ 设 口 是 非 空 集合 4 上 的 二 元 运算 ,如 果 对 于 任意 qa, pe4, 都 有 aDD=2bDa， 
则 称 运算 口 在 4 上 是 可 交换 的 〈commutative)， 或 称 运算 口 在 4 上 满足 交换 律 。 

定义 7.6 设 口 是 非 空 集合 4 上 的 二 元 运算 , 如 果 对 于 任意 qa, b,ce4, 都 有 (a 口 p) 口 c 
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=a 口 (5 口 c)， 则 称 运算 口 在 4 上 是 可 结合 的 (associative)， 或 称 运算 口 在 4 上 满足 结合 
律 。 此 时 连续 的 运算 之 间 不 必 加 括号 。 

【 例 7.8】 ZZ/nZ={0,4…,n 一 了 上 定义 的 模 n 加 法 和 模 n 乘法 满足 交换 律 和 结合 律 。 

【 例 7.9】 

(a) 在 实数 集 恨 上 的 普通 减法 “-” 不 满足 交换 律 和 结合 律 。 

(b) 在 及 上 定义 二 元 运算 :为 普通 除法 ， 于 是 :不 满足 交换 律 和 结合 律 。 例 如 : 

4:2z2:4， 且 4:(2:2)=4#(4:2):2 

(ce) 在 正 实数 集 恨 + 上 可 以 定义 二 元 运算 9 为 a0b=as*， 则 0 不 满足 交换 律 和 结合 律 。 

例如 : 
203=8z9=302， 且 .20(302)=2%#2“=(203)02 

【 例 7.10】 

(a) 集合 上 函数 的 复合 运算 不 是 可 交换 的 ， 但 是 可 结合 的 。 

(b) 设 4 为 非 空 集合 ，4* 上 的 连接 运算 -不 满足 交换 律 ， 但 是 满足 结合 律 。 

(c) M,(R) 上 的 矩阵 加 法 满足 交换 律 和 结合 律 ， 和 矩阵 乘法 满足 结合 律 但 不 满足 交 
换 律 。 

定义 7.7 设 口 是 非 空 集合 4 上 的 二 元 运算 ， 如果 对 于 任意 ae4， 都 有 a 口 a =a， 则 
称 运 算 口 在 4 上 是 等 朝 的 〈idempotent)， 或 称 运算 口 在 4 上 满足 时 等 律 

定义 7.8 设 口 、O 〇 是 非 空 集合 4 上 的 二 元 运算 ， 如 果 对 于 任意 qa, b, ce4， 都 有 
4 口 (bOc)=(aDb)O(aDo) 及 (bOc)Da=(b5Da)O(cDa)， 则 称 二 元 运算 口 对 于 OO 在 4 上 具有 
分 配 性 (distributive)， 或 称 运算 口 对 于 在 4 上 满足 分 配 律 

定义 7.9 设 口 、 〇 是 非 空 集 合 4 上 的 二 元 运算 且 都 可 交换 ， 如 果 对 于 任意 q, beA， 
都 有 a 口 (bOc)=a 及 aO(bp 口 c)=a， 则 称 运算 口 和 〇 在 4 上 满足 吸收 律 (absorption law)。 

【 例 7.11】 

(a) 车 (ZL, <) 是 一 个 格 ， 则 代数 结构 (L, V, 八 ) 中 的 运算 VY 和 人 入 满足 交换 律 、 结 合 律 、 
窜 等 律 和 吸收 律 (定理 6.17)。 但 一 般 V 对 于 人 不 满足 分 配 律 , 入 对 于 V 也 不 满足 分 配 律 ; 
当 分 配 律 满足 时 ，(L, <) 是 分 配 格 。 

(b) 设 器 为 全 集 ， 则 N、U 是 FP(O) 上 的 二 元 运算 ,满足 交换 律 、 结 合 律 、 窜 等 律 和 
吸收 律 ，N 对 于 U 满 足 分 配 律 ，U 对 于 也 满足 分 配 律 (定理 1.3)。 

下 面 介绍 二 元 运算 中 的 一 些 特殊 元 素 。 

定义 7.10 设 口 是 非 空 集合 4 上 的 二 元 运算 ， 若 eeA4 满足 : 对 于 任意 ae4， 都 有 
4a=eDa=aDe, 则 称 e 是 4 上 关于 运算 口 的 单位 元 (identity) 或 么 元 。 

【 例 7.12】 

(a) 代数 结构 (月 ,二 中 的 单位 元 为 0， 代数 结构 (及 , x) 中 的 单位 元 为 1 。 

(b) 设 4 为 集合 ，S=P (4)， 则 S 上 的 二 元 运算 U 存 在 单位 元 6，S 上 的 二 元 运算 Nn 
存在 单位 元 4。 

(c) 设 M,(R) 表示 所 有 n 阶 实 方 阵 全 体 ， 则 单位 矩阵 石 是 关于 乘法 运算 的 单位 元 ， 
零 矩 阵 是 关于 加 法 运算 的 单位 元 。 
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【 例 7.13】 (所 有 正 偶 整 数 , x) 不 存在 单位 元 。 


定理 7.1 设 口 是 非 空 集合 4 上 的 二 元 运算 ， 若 运算 口 存在 单位 元 ， 则 单位 元 唯一 。 

证 明 . 假设 e 和 i 都 是 4 上 关于 运算 口 的 单位 元 。 

由 于 i 是 4 上 关于 运算 口 的 单位 元 ， 故 对 于 任意 ae4 有 a 口 二 iDa=a， 特 别 地 ， 
eDi=iDe=e。 

另 一 方面 ， 由 于 e 是 4 上 关于 运算 口 的 单位 元 ， 有 e 口 二 iDDe=i， 因 此 e=i。 

即 ， 若 运算 口 的 单位 元 存在 则 唯一 。 口 

定义 7.11 设 口 是 非 空 集 合 4 上 的 二 元 运算 ， 若 be4 满足 :对 于 任意 ae4， 都 有 
如 0a=a 口 G6， 则 称 6 是 4 上 关于 运算 口 的 零 元 (zero element)。 

【 例 7.14】 

(a) 代数 结构 (及 , +) 中 不 存在 零 元 ， 代 数 结构 (及 , x) 中 的 零 元 为 0。 

(b) 设 4 为 集合 ，S=P (4)， 则 5S 上 的 二 元 运算 U 存 在 零 元 4，S 上 的 二 元 运算 由 存 
在 零 元 @。 

定理 7.2 设 口 是 非 空 集合 4 上 的 二 元 运算 ， 若 运算 口 存 在 零 元 ， 则 零 元 唯一 。 

定义 7.12 设 口 是 非 空 集合 4 上 的 二 元 运算 且 存 在 单位 元 ee4 ,如果 对 于 元 素 ae4， 
存在 be4， 使 得 b 口 a=a 口 b=e， 则 称 b 是 a 关于 运算 口 的 送 元 (inverse)， 记 作 b=a!。 

【 例 7.15】 

(a) 整数 集 忆 上 的 加 法 运算 中 ，0 是 单位 元 ， 而 对 于 任意 ae ZH ， 其 逆 元 是 -a。 

(b) 整数 集 乙 上 的 乘法 运算 中 ，1 是 单位 元 ， 而 对 于 任意 azx+1，a 不 存在 逆 元 。 

(c) 有 R" = 了 及-{0} 上 的 乘法 运算 的 单位 元 是 1， 对 于 任意 ae R*， 其 逆 元 是 。 


(d) 设 4 为 集合 ，XeP(4)。 若 妹 G， 则 三 关于 U 运 算 不 存在 逆 元 ; 若 了 妹 4， 则 蕊 
关于 站 运算 都 不 存在 逆 元 ， 而 人 关于 U 运算 存在 道 元 C，4 关于 站 运算 存在 逆 元 4。 

(Ce) 对 于 名 /nZ={0,1,2,…,n 一 了 上 的 模 n 加 法 , 单位 元 是 0, 元 素 的 逆 元 为 na。 

(f) 对 于 名 /nZ= {0,1,2,…,n 一 了} 上 的 模 n 乘法 ， 单 位 元 是 了 ， 元 素 存 在 逆 元 当 且 
仅 当 a 与 部 互 素 。 此 时 由 裴 蜀 等 式 ， 存 在 整数 * 和 + 使 得 sattn=1， 可 得 sa =1(mod n)， 
即 ax,5=1T。 特 别 是 当 p 是 素数 时 ，Z/ pZ 一 {0} 中 任 一 元 素 均 存 在 逆 元 。 

定理 7.3 ” 设 口 是 非 空 集合 4 上 的 二 元 运算 , 若 运 算 口 是 可 结合 的 ， 则 任意 元 素 的 逆 
元 若 存在 则 唯一 。 

证 明 . 假定 元 素 x 关于 运算 口 存 在 两 个 逆 元 y 和 2z， 则 有 

(DODy=eDy=y, zDDy)=zDe=z 

由 于 口 具 有 结合 性 ， 因 此 (zx*) 口 y=z 口 x 口 y)， 于 是 y=z。 | 

注 : 如 果 三 元 运算 口 不 是 可 结合 的 ， 则 一 个 元 素 的 逆 元 可 能 不 只 一 个 。 例 如 集合 {a， 
b,c} 上 的 二 元 运算 口 的 运算 表 如 表 7.9 所 示 。 

a 是 关于 口 的 单位 元 ,而 且 5b 和 c 都 是 b 的 道 元 。 这 与 定理 7.3 并 无 蔬 盾 ， 这 是 因为 
运算 口 不 是 可 结合 的 。 

如 果 (4, 口 ) 是 一 个 代数 结构 ， 口 是 4 上 的 一 个 二 元 运算 ， 那 么 该 运算 的 性 质 在 运算 
表 上 的 反映 是 : 
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表 7.9 口 的 运算 表 


(a) 运算 口 具有 封闭 性 ， 当 且 仅 当 运 算 表 中 的 每 个 元 素 都 属于 4。 

(b) 运算 口 具有 可 交换 性 ， 当 且 仅 当 运 算 表 关于 主 对 角 线 对 称 。 

(c) 运算 口 具 有 等 窜 性 ， 当 且 仅 当 运 算 表 的 主 对 角 线 上 的 每 一 元 素 与 它 所 在 行 ( 列 ) 
的 表 头 元 素 相同 。 

(d) 4 关于 口 有 零 元 ， 当 且 仅 当 该 元 素 所 对 应 的 行 和 列 中 的 元 素 都 与 该 元 素 相同 。 

(e) 4 关于 口 有 单位 元 ， 当 且 仅 当 该 元 素 所 对 应 的 行 和 列 依次 与 运算 表 的 行 和 列 相 
一 致 。 
(f) 设 4 中 有 单位 元 , a 和 5b 互 为 逆 元 ， 当 且 仅 当 位 于 a 所 在 行 、b 所 在 列 的 元 素 以 
及 b 所 在 行 、a 所 在 列 的 元 素 都 是 单位 元 。 

【 例 7.16】 二 元 运算 口 的 运算 表 如 表 7.10 所 示 。 


表 7.10 例 7.16 用 表 


该 运算 表 关 于 主 对 角 线 对 称 ， 因 此 运算 口 具有 可 交换 性 。a 是 关于 运算 口 的 零 元 。2 
是 关于 运算 口 的 单位 元 。c 有 两 个 逆 元 是 c 和 dg， 因 此 运算 口 不 具有 结合 性 。 


TE 


法 国 数学 家 伽 罗 华 〈Galois，1811 一 1832) 提出 了 群 的 概念 ， 引 入 了 群 论 的 一 系列 
重要 结果 ， 以 讨论 方程 式 的 可 解 性 。 他 由 此 给 出 了 一 个 方程 可 用 根 式 求解 的 充分 必要 条 
件 ， 系 统 化 地 阐释 了 五 次 以 上 之 方程 式 没有 公式 解 ， 而 四 次 以 下 有 公式 解 。 

群 论 是 抽象 代数 中 得 到 充分 发 展 的 一 个 分 支 ， 已 广泛 地 运用 于 数学 、 物 理 、 通 信和 
计算 机 科学 。 本 节 将 介绍 群 的 基本 概念 和 基本 性 质 ， 并 给 出 一 些 重 要 结果 。 


7.2.1 半 群 与 亚 群 


半 群 是 共有 一 个 二 元 运算 的 代数 结构 ， 在 计算 机 科学 的 形式 语言 和 自动 机 理 t 
到 广泛 应 用 。 
定义 7.13 满足 如 下 性 质 的 代数 结构 (5, -) 称 为 半 群 (semigroup)。 


芒 
只 
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(1 ) 集合 S 非 空 。 

(2 ) 运算 .满足 结合 律 。 

注 : 通常 称 a.b 为 a 和 4b 的 积 (product)。 若 半 群 (9，:) 中 的 运算 .满足 交换 性 ， 则 称 
为 可 交换 半 群 。 在 不 引起 混淆 的 情况 下 ， 也 可 以 将 (5, -) 简 记 为 5。 

定义 7.14 含有 单位 元 的 半 群 (S,，.) 称 为 亚 群 (monoid )， 也 称 作 含 么 半 群 、 单 元 半 
群 、 独 异 点 。 

【 例 7.17】 

(a) (2 , +) 是 一 个 可 交换 半 群 ， 但 不 是 亚 群 ， 因 为 不 存在 单位 元 。 

(b) (也 ,HH，(Q,HD，( 及 ,+，(C,+) 都 是 可 交换 亚 群 (单位 元 是 0); (也 , x)，(Q , x)， 
(及 ,x)，(C, x) 都 是 可 交换 亚 群 (单位 元 是 1)。 

(c) (ZZ/nZ, +) 是 可 交换 亚 群 (单位 元 为 0)，(Z/nZ ,xn) 也 是 可 交换 亚 群 (单位 元 
为 1 

(d)(M,(R) ,二 ) 是 可 交换 亚 群 ， 而 (M, (RR), x) 是 不 可 交换 亚 群 。 

(e) 设 4 为 非 空 集合 ， 则 (4", 。) 是 一 个 亚 群 ， 称 作 自 由 亚 群 ， 其 单位 元 是 空 串 和 。 

(f) 设 器 为 全 集 ， 则 (P(D，Nn) 和 (P(，U) 都 是 可 交换 亚 群 。 

定理 7.4 设 (5, -) 是 一 个 半 群 ， 如 果 S 是 一 个 有 限 集 ， 则 必 有 aeS， 使 得 a:a==a。 

证 明 . 由 于 (5, ,) 是 半 群 ,对 于 任意 xe4, 考察 序列 x x ，…, ,wT ，…， 由 鸟巢 原理 ， 
其 中 必 有 两 项 相同 。 不 妨 假设 w=wW，1<i<j， 令 jj- 广 1。 

(a) 若 庆 2i， 则 记 a=w"”"， 有 aa=x 人 =W 人 ?= =a。 

(b) 车 j 三 2i, 由 于 X=w WW 3 导 …, 总 存在 正 整数 m 使 得 m1>i, 于 是 X= 
JHAP>2i， 又 转化 为 情形 (a)。 日 


7.2.2 和 群 的 概念 


定义 7.15 ”满足 下 述 4 个 条 件 的 代数 结构 (G. :) 称 为 群 (group)。 

(1 ) 运算 .关于 G 是 封闭 的 ， 即 对 于 任意 q beG， 运 算 的 结果 qb 也 属于 G。 

(2 ) 运算 .是 可 结合 的 ， 即 对 于 任意 q, b,ceG， 等 式 a(b-c)=(ab)'c 成 立 。 

(3 ) G 中 存在 单位 元 e， 即 对 于 任意 aeG， 等 式 ea=a-e=a 成 立 。 

(4) G 的 任何 元 素 都 存在 逆 元 ， 即 对 于 任意 aeG， 存 在 元 素 weG 使 qq'=a'q=e。a' 
称 作 4a 的 送 ， 通 常 记 作 or 

在 不 引起 混淆 的 情况 下 ， 通 常 将 a-b 简 记 为 ab5， 将 (G, -) 简 记 为 G。 若 群 (G, ) 中 的 运 
算 .满足 交换 性 ， 则 称 其 为 交换 群 或 可 换 群 《commutative group) 或 阿 贝尔 群 (Abelian 
group)。 

由 群 的 概念 以 及 7.2.1 节 介 绍 的 半 群 的 相关 概念 ， 可 以 得 到 

{ 群 }c{ 亚 群 }c{ 半 群 } 

定义 7.16 设 (G, -) 是 一 个 群 , 如 果 G 是 有 限 集 ,那么 称 (G, -) 为 有 限 群 (finite group)， 
G 中 元 素 的 个 数 通常 称 为 该 有 限 群 的 阶 数 (order)， 记 为 |G|。 如 果 G 是 无 限 集 ， 则 称 
(G, -) 为 无 限 群 。 
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【 例 7.18】 

(a) (也 .H，(Q.HD，( 及 局 ，(C .都 是 群 ; 但 (RR ,x) 不 是 群 ， 因 为 0e 及 关于 乘法 无 
逆 元 。 

(b)(M,(R) , x) 不 构成 群 ， 因 为 存在 不 可 道 矩阵 ; 但 是 (n 阶 可 逆 实 方 阵 全 体 , x) 构 成 
不 可 交换 的 群 。 
(c) G={1, 一 1} 在 普通 乘法 下 构成 群 。 
(d) (了 11Z , +) 是 可 换 群 ， 但 是 (也 17Z ,xn) 不 是 群 ， 因 为 0 关于 x 运算 不 存在 逆 元 。 
然而 ， 当 pp 是 素数 时 ，(Z/ pZ 一 {0} , xn) 是 可 换 群 。 

(e) S={1, 2, 3,…, n} 上 的 所 有 n 元 置换 在 函数 复合 运算 下 构成 一 个 群 。 

前 两 例 群 元 素 的 个 数 是 无 限 的 ， 所 以 是 无 限 群 ， 后 三 例 群 元 素 的 个 数 是 有 限 的 ， 所 
以 是 有 限 群 。 

【 例 719】 二 维 欧 氏 空间 刚体 旋转 可 表示 为 = » 


| S930 | 其 作用 如 图 7.1 所 示 。 


(x yx, XT 
| 


一 Sin CQ coso 


则 所 有 刚体 旋转 六 {7d} 在 矩阵 乘法 运算 下 构成 群 
cosC Sinw cosp sn 
© 2 pe reid Be pd 图 7.1 例 7.19 用 图 
cosacosP—singsinp singcosB+sinBcoso 
i pond 
cos(a +B) sn(w+D) 
se 二 DB) cos(a | 
@ 矩阵 乘法 满足 结合 律 。 


5 二 cos0 sin0 10 
人 存在 单位 元 下 = = 
@@ 存在 单位 元 太 EE | |。 ]] 


= 工 ,s ， 从 而 满足 封闭 性 。 


@ 每 个 元 素 都 存在 有 逆 元 ，(T,) =T。 | 


cosC 一 Sin C 
sinw cosw 钱 
【 例 7.20】 令 4=P 29，4 上 的 运算 @ 如 表 7.11 所 示 。 则 (4, @) 构 成 一 个 群 。 
【 例 7.21】 ”假设 集合 G={e, a, b,c}，G 上 的 运算 * 如 表 7.12 所 示 。 

表 7.11 例 7.20 用 表 表 7.12 例 7.21 用 表 


Sls |s|ln In 


则 (G, *) 是 一 个 群 ， 称 作 克 莱 因 (Klein〉 四 元 群 。 
【 例 7.22】 假设 一 个 人 面向 正 北 ， 定 义 4={ 立 正 , 向 左 转 , 向 后 转 ,向 右 转 }， 定 义 


4 
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44 上 的 运算 。 为 两 个 动作 相继 完成 ， 例 如 ， 向 后 转 * 向 左 转 = 向 右 转 ， 向 左 转 * 向 后 转 = 向 右 
转 ， 向 左 转 * 向 右 转 = 立正 。 
运算 "的 运算 表 如 表 7.13 所 示 。 


表 7.13 例 7.22 用 表 


可 以 验证 (4,°) 构 成 一 个 群 。 

定义 7.17 假设 (S, 口 ) 和 (TO) 都 是 群 ， 是 从 8 到 了 的 一 个 函数 ， 如 果 对 于 任意 a, 
beS， 都 有 f(aDb) = f(q)Of(b)， 则 称 三 为 (8 口 ) 到 (TO 〇 ) 的 一 个 同 态 映射 
(homomorphism)， 简 称 同 态 ， 称 (5, 口 ) 和 (T, O) 是 同 态 的 (homomorphic) 

定义 7.18 假设 (S, 口 ) 和 (T, 曲 ) 都 是 群 ，f 是 从 5S 到 7 的 一 个 双 射 如果 对 于 任意 a, 
beS, 都 有 f(a 口 b)=f(a)Of(D), 则 称 f 为 (5, 口 ) 到 (T, 〇 ) 的 一 个 同 构 映射 (isomorphism)， 
简称 同 构 ， 称 ($, 口 ) 和 (7 品 ) 是 同 构 的 (isomorphic)， 记 作 (S, 口 )=(7, O) 

定义 7.19 ”假设 ($, 口 ) 是 群 ， 若 函数 /是 从 (S, 口 ) 到 (S, 口 ) 的 一 个 同 态 , 则 称 f 为 自 同 
态 (endomorphism); 若 f 是 从 (5S, 口 ) 到 (S, 口 ) 的 一 个 同 构 ， 则 称 f 为 自 同 构 
(automorphism) 

【 例 7.23】 克 莱 因 四 元 群 和 例 7.20 给 出 的 例子 (4, @) 是 同 构 的 , 同 构 函 数 是 :fe)=@2， 
ha)={1}, Rb)=-{2}, Rc)={1, 2}。 _ 

【 例 7.24】 例 7.22 给 出 的 例子 和 (Z/4Z ,+4) 是 同 构 的 , 同 构 函 数 是 : 有 立正 =0 ,向 
左 转 )=1 ，f 向 后 转 )=2 ，f 向 右 转 =3 。 

实际 上 这 个 同 构 可 以 作 如 下 解释 : 俯视 站 立 者 ， 立 正 相当 于 道 时 针 旋转 零 个 90°， 
向 左 转 相当 于 逆 时 针 旋 转 一 个 90"， 向 后 转 相 当 于 逆 时 针 旋 转 两 个 90"， 向 右 转 相当 于 逆 
时 针 旋 转 三 个 90"，。 运 算 相 当 于 旋转 角度 的 相 加 ， 而 且 角度 是 模 360"〈 即 4 个 90) 的 。 

【 例 7.25】 定义 集合 4={2 1ieZ}， 则 (4, x) 是 群 ， 而 且 (Z, 攻 与 之 同 构 。 同 构 函 
数 f 定 义 为 fx)=2”。 

【 例 7.26] 公休 合 4- 从 6 jeder), 则 了 4 在 矩阵 乘法 运算 下 构成 一 个 群 


单位 元 为 。 中 六 条 人 3- oj | 则 8 在 算 阵 乘法 运算 下 构成 一 个 群 ， 单 位 
00 00 


【 例 7.27】 (RR ,+) 和 (有 R!* ,x) 这 两 个 群 是 同 构 的 。 其 同 构 函 数 f 定 义 为 f(x)=e"。 对 于 
任意 x, ye 恨 ， f(ty)e™=exe=f(x)xf0); 若 xy， 则 ee 学 ee， 所 以 了 为 单 射 又 因为 对 


元 为 人 1 。 4 到 有 m= 站 /| (6 中 -(: js 4 到 B 的 一 个 同 态 ， 但 不 是 同 构 。 
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于 任意 ye 了- ， 存 在 x=lnye 及 ,使 得 f(x)=e=y， 所 以 为 满 射 。 
【 例 7.28】 定义 RR 上 的 函数 pC-Kl，p00-2x，Gs)-x， qa(0-1x，gs(W)=-x， 则 
其 中 g1、g3 和 gy 是 (RR', x) 的 自 同 态 ，9y 是 (RR' ,x) 的 自 同 构 ;而 pp 和 gs 不 是 ( 恨 ',x) 的 自 同 
态 ， 原 因 是 : pp(0)* p02x 2yz209=Px DD) GO) * GO) (Vp »). 
【 例 7.29】 6p:Z 一 Zp,(x)=ax 给 出 了 (ZZ ,了 的 一 个 自 同 态 ， 其 中 aeZ。 当 a=+1 
时 ，N 是 自 同 构 。 
定理 7.$ ”假设 (5, 口 ) 和 (7, O) 都 是 群 , f 是 从 (S., 口 ) 到 (7T, O) 的 一 个 同 构 ，el 和 es 分 别 
是 (5S, 口 ) 和 (ZT, O) 的 单位 元 ， 则 
(a) es=flei), 
(b) 对 于 任意 xeS, flx) -=f )。 
证 明 . 
(a) 对 于 任意 yeT， 由 于 了 是 满 射 ， 因 此 存在 xeS， 使 得 tx)=y。 由 于 
yOfe) fr)ORe fr De fy 
ledOyhe ON Re Dx) fx)y 
及 单位 元 的 唯一 性 (定理 7.1)， 得 es=ftei)。 
(b) foON AD fe)e, fr ) ON) DfRer)=e:， 再 由 OO 运 算 满足 结 
合 性 及 定理 7.3 得 ftx) "=f )。 口 
【 例 7.30】 〈 玉 ,+ 和 (下 ,x) 这 两 个 群 是 不 同 构 的 。 
采用 反 证 法 证 明 : 假设 存在 (了 及" ,x) 到 (及 ,+) 的 同 构 函数 1 则 有 CD)+f(-1)=f((-1): 
(CD)=7GD)，AGODtGO)=7GD=AGD)， 因 此 CD=7(D)， 这 与 /是 单 射 矛 盾 。 
定理 7.6 和 群 之 间 的 同 构 是 一 个 等 价 关系 。 


7.2.3 和 群 的 性 质 
定理 7.7 假设 G 是 群 ， 则 对 于 G 中 任意 一 个 元 素 a， 其 逆 元 是 唯一 的 。 
证 明 . 由 群 的 定义 及 定理 7.3 即 得 。 口 


定理 7.8 消去 律 ) 假设 G 是 群 ， 则 

(a) 车 ab=ac 则 b=c( 左 消去 律 )。 

(b) 若 ba=ca 则 b=c( 右 消去 律 )。 

证 明 . (a) 若 ab=ac 则 aNi(ab) = an(ac)， 由 结合 律 有 (a na)b=(aTia)c， 即 ep=ec， 继 
而 b=c。 

类 似 地 可 证 明 (b)。 口 

定理 7.9 假设 G 是 群 ，a,beG， 则 ;: 

(a) 方程 ax=b 在 G 中 存在 唯一 解 anb。 

(b) 方程 ya=b 在 G 中 存在 唯一 解 ha!。 

证 明 . (a) 由 a(anb)=(aa ')b=eb=b 及 消去 律 知 方程 ax=b 在 G 中 存在 唯一 解 。 

类 似 可 证 明 (b)。 | 

定理 7.10 设 (G, -) 是 一 个 群 ， 则 对 于 任意 a, beG， 有 

(a) (qa) =a。 
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(b) (ab) =pa, 

证 明 . 

(a) 因为 局 是 a 的 逆 元 ,， 有 ao-a ya=e， 又 由 逆 元 的 唯一 性 ， 即 得 (CD 一 =-a。 

(b) 由 于 (ba)(ap)=p "(ania)b=b neb=e， 及 (ab)(p a)=a (pip)a=a ea=e， 又 由 逆 


元 的 唯一 性 ， 即 得 (ab) =b "ia!。 | 


注 : 以 上 定理 的 结果 可 以 推广 为 : 若 (G, -) 是 一 个 群 , a, b…, ceG, 则 有 (ab*…c) "=o … 


Da 


的 ， 


定理 7.11 设 (G, ) 是 一 个 群 , 则 在 关于 运算 .的 运算 表 中 任何 两 行 或 两 列 都 是 不 相同 

而 且 每 一 行 每 一 列 都 是 G 中 元 素 的 一 个 置换 。 

证 明 . 

(1) 设 8 中 关于 运算 .的 单位 元 是 e。 由 于 对 于 任意 w beG 且 a 了 5p， 总 有 
a:e=a#b=b-e 和 ea=a 天 D=eD 


即 在 .的 运算 表 中 a 行 与 闵行 、a 列 与 5 列 都 不 可 能 是 相同 的 。 


(2) 考察 第 a 行 ， 如果 ab=ac， 则 由 消去 律 知 5=c。 因 此 a 行 中 各 项 彼此 不 同 ， 即 此 


行 是 G 中 元 素 的 一 个 置换 。 同 理 可 以 证 明 运 算 表 中 每 一 列 都 是 G 中 元 素 的 一 个 置换 。 口 


使 用 该 定理 可 以 很 快 地 判断 出 哪些 代数 结构 不 是 群 , 例如 表 7.14 表示 的 运算 一 定 不 


构成 群 ， 但 反 过 来 ， 即 使 运算 表 满足 定理 7.11， 也 不 能 断定 它 就 是 群 ， 例 如 表 7.15 表示 
的 运算 其 实 也 并 不 构成 群 。 


表 7.14 * 的 运算 表 表 7.15 * 的 运算 表 


假设 G 是 群 ，xeG， 则 x 的 曼 光 可 递归 地 定义 为 

x=e 

Vx n=]1, 2, 3, 

X=) nl, 2, 3, 
类 似 于 定理 4.12， 有 以 下 定理 。 
定理 7.12 假设 G 是 群 , xeG， 则 对 于 任何 整数 m、n 有 

on 一 tn ， [Ce eid 

当 G 是 有 限 群 时 ， 有 以 下 定理 。 
定理 7.13 若 G 是 有 限 群 ， 则 对 于 任意 aeG， 存 在 正 整 数 "， 使 得 a=e。 
证 明 . 设 |GFn， 则 由 铀 梨 原 理 ，a. qa?，…, o", ago 中 必 有 两 项 相同 。 不 妨 假设 a"=a'， 


1 三 m<1nt+1, 令 -m=r， 于 是 由 消去 律 可 得 e=w。 | 


定理 7.14 若 G 是 有 限 群 ， 则 对 于 任意 weG， 存 在 正 整数 >， 使 得 a=a"。 
证 阴 . 由 定理 7.13， 存 在 正 整数 使 得 w=e， 则 由 消去 律 有 o = oa- 。 
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若 r-1>0， 则 可 得 需 证 明之 结论 。 
若 斑 1]=0， 表 明 天 1]， 即 a=e， 于 是 al=e=a!。 口 


7.2.4 子 群 


定义 7.20 假设 G 是 一 个 群 ,FEG 是 G 的 一 个 子 集 ， 如 果 瑟 在 G 中 的 运算 下 也 构 
成 一 个 群 ， 则 称 (五, .) 是 (G, -) 的 一 个 子 群 (subgroup)， 记 作 HH<G， 

【 例 7.31】 假设 (G, .) 是 一 个 群 ，e 是 G 的 单位 元 ， 则 ({e}, :) 和 (G, -) 都 是 (G, -) 的 子 
群 ， 它 们 称 作 (G, -) 的 平凡 子 群 (trivial subgroup); 而 其 他 子 群 称 作 非 平凡 子 群 。 

【 例 7.32】 ( 纪 ,) 是 (Q ,+) 的 子 群 ，(Q@,+) 是 (月 ,+) 的 子 群 ，( 展 :是 (C ,+) 的 子 群 。 

【 例 7.33】 (2Z/4Z ,+4) 中 ({0,2}), +4) 构 成 它 的 一 个 非 平凡 子 群 。 

【 例 7.34】 克 莱 因 四 元 群 有 5 个 子 群 : {e}, {e, a, b,c}, {e,a}, {e, b}, {e,c}。 

【 例 7.35】 定义 nZ={n-x|xe 召 ， 则 (nZ ,二 ) 是 整数 群 的 子 群 。 当 zz0.+1 时 , (nZ， 
+) 是 整数 群 的 非 平凡 子 群 。 

定理 7.1$ ”假设 (G, .) 是 一 个 群 ，( 玖 :) 是 群 (G,:) 的 子 群 ， 则 G 的 单位 元 属于 态 ， 而 
且 对 于 任意 ae 如 a 在 互 中 的 道 元 az 就 是 a 在 G 中 的 逆 元 a。 

证 明 . 设 er 和 e 分 别 是 如 和 G 的 单位 元 ，esr 为 eg 在 G 中 的 逆 元 ， 则 

eseen= (en en) en=en "(enen= en en=e 
又 ， 对 任意 aeH， 有 
ag'=ag le=ay (aa!)=(ag a)a =epa =ea!=al! 口 

定理 7.16 ”假设 (G, .) 是 一 个 群 ，HcG，Hz#@， 则 甩 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 对 于 任意 
加 ,hze 且 有 

(1) hihzeH, HH. 

(79 hi "eR: 

证 明 . 必要 性 是 显然 的 ， 下 面 只 证 明 充 分 性 。 

由 (1) 知 运算 :在 石上 具有 封闭 性 。 

运算 .在 G 上 可 结合 ， 故 在 G 的 子 集 石 上 也 可 结合 。 

对 于 任意 思 e 且 ， 由 (2) 可 知 he 有 ,再 由 (1) 可 得 e 二 hh eH， 于 是 万 关于 .运算 存 
在 单位 元 。 

对 于 任意 加 e 瑟 ， 由 (2) 可 知 hi 1eH。 

即 五 是 G 的 子 群 。 口 

定理 7.17 假设 (G, .) 是 一 个 群 , 五 是 G 的 有 限 非 空子 集 ， 则 五 是 G 的 子 群 当 且 仅 
当 对 于 任意 加 , hze 且 有 hhseH。 

证 明 . 必要 性 是 显然 的 ， 下 面 只 证 明 充 分 性 。 

只 须 证 明 he 及 即 可 。 类 似 于 定理 7.14 的 证 明 过 程 , 可 知 存在 正 整数 ,使 得 hy=hi 。 
又 由 对 于 任意 h, he 有 hihze 玉 知 = hreH。 口 

定理 7.18 假设 (G, .) 是 一 个 群 ，HcG，Hz@， 则 万 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 对 于 任意 
hi, hzeH 有 hihs eH 
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证 明 . 必要 性 是 显然 的 ， 下 面 只 证 明 充分 性 。 

对 于 任意 加 eH，e= 二 -hi !e 及 ， 即 及 中 包含 单位 元 e。 

对 于 任意 heH, hi '=e(h) eH。 

对 于 任意 加 ,hyeH， 有 hs leH， 故 hi-hs=hi(hs ") "eH. 

由 定理 7.16 知 , 五 是 G 的 子 群 。 口 

定理 7.19 假设 (G, -) 是 有 限 群 ,aeG, 则 {a"Ine 纪 } 是 G 的 一 个 子 群 ， 称 作 由 a 生成 
的 子 群 ， 记 作 <a>。 


7.2.5 ”循环 群 与 置换 群 


定义 7.21 在 群 (G, -) 中 , 若 存 在 aeG, 使 得 G={a"Ine 世 }, 则 称 (G, -) 为 一 个 循环 群 ， 
称 a 为 循环 群 G 的 一 个 生成 元 〈generator)。 此 时 也 记 G=(a)。 
注 : 若 a 是 循环 群 G 的 一 个 生成 元 ， 则 号 也 是 循环 群 G 的 一 个 生成 元 。 
【 例 7.36】 ( 忆 , +) 是 循环 群 ,生成 元 为 1 和 -1。 
【 例 7.37】 Z/4Z = {0.1.2.3} 上 模 4 加 法 的 运算 表 为 表 7.5。 从 中 可 以 看 出 (也 14Z ,+4) 
-个 循环 群 ， 1 和 3 都 是 生成 元 。 
【 例 7.38】 (ZZ/nZ, 可 是 循环 群 ，] 为 它 的 一 个 生成 元 。 
定义 7.22 设 8 是 非 空 有 限 集 ，8 是 8 的 所 有 置换 的 集合 ，。 是 函数 的 复合 运算 。 则 
(Sn，°) 是 一 个 群 ， 称 作 集 合 5 的 次 对 称 群 (symmetric group of degree n)， 对 称 群 (5,， 
°) 的 子 群 称 做 5 的 置换 群 (permutation group) 

【 例 7.39】 如 图 7.2 所 示 , 一 个 正三 角形 可 以 围绕 它 的 中 心 旋转 120"， 围 绕 它 的 中 
心 旋 转 240"， 绕 3 条 对 称 轴 翻 转 ， 或 者 不 动 。3 个 顶点 在 每 种 变换 下 都 产生 一 个 置换 : 


和 


避 | 和- | (不 动 ) 
所 -| ( 线 对 称 轴 二 翻转 ) 
二 -Gs ” | ( 绕 对 称 轴 二 翻转 ) 
二 -| ( 绕 对 称 轴 二 翻转 ) 
nh - 4 (围绕 中 心 旋转 120°) 

5 - 〈 围 绕 中 心 旋转 240?) 


这 6 种 动作 形成 一 个 置换 群 。 
【 例 7.40】 如 图 7.3 所 示 ， 一 个 正方 形 可 以 围绕 中 心 旋转 0>、90°*、180°、270?， 
也 可 以 围绕 4 条 对 称 轴 作 翻转 ， 这 8 种 动作 构成 一 个 置换 群 。 
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n 


图 7.2 例 7.39 用 图 图 7.3 例 7.40 用 图 

1234 
1234 

区 三 34 |] (围绕 中 心 旋 转 90°) 
1234 

罗 二 G 41 站 (围绕 中 心 旋转 180°) 
1234 

五 三 外 12 | (围绕 中 心 旋转 270°) 
L234 

T= -| 143 ( 绕 对 称 轴 11 翻转) 
1234 

Ns = 上 321 ( 绕 对 称 轴 翻转 ) 
1234 

Ne = | 43 4 ( 绕 对 称 轴 有 翻转) 
L234 

7 二 上 214 ( 绕 对 称 轴 有 翻转) 


7.2.6 ” 陪 集 与 拉 格 朗 日 定理 


本 节 主 要 讨论 群 的 分 解 ， 先 给 出 陪 集 的 定义 。 

定义 7.23 设 (及 -) 是 群 (G, -) 的 一 个 子 群 ，geG， 则 可 定义 由 g 所 确定 的 甩 在 G 中 
的 左 陪 集 (left coset) 为 gH={g-hlheH}， 简称 为 及 关 于 g 的 左 陪 集 ; 定义 由 g 所 确定 的 
五 在 G 中 的 右 陪 集 (right coset) 为 He={hglheH}， 简 称 为 及 关于 g 的 右 陪 集 。 


【 例 741】 设 G-fzo. mi 瑟 三 } 是 一 个 4 次 团 换 群 ， 其 中 三 = | i 外 


Pe OR 元- 人 2 3 4|， 则 G 上 的 复合 运算 如 
p20 1243 2 143 
表 7.16 所 示 。 


yp | 
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表 7.16 例 7.41 用 表 


记 S={fzmo mn， 二 {2, Tw}, 则 (5,。) 是 (G,。) 的 子 群 ,可 以 计算 得 到 zo5=5, ziS=S, x2S=7， 
35=T，TN5S=@B，TU 5S=G， 即 {xo5, zs, zz5, x3S} (去掉 重复 的 元 素 ) 构成 G 的 一 个 划分 。 
将 这 个 结果 一 般 化 ， 得 到 以 下 定理 。 

定理 7.20 设 (1, :) 是 群 (G，.) 的 一 个 子 群 ， 在 G 上 定义 二 元 关系 及 为 : 对 于 任意 w 
peG，(a,D)eR 当 且 仅 当 baeH, 则 R 是 G 上 的 等 价 关系 ， 且 其 等 价 类 与 相应 的 左 陪 集 
相等 ， 即 R(a)=aH。 

证 明 . 设 e 是 G 的 单位 元 。 

(1) RR 满足 自 反 性 : 任意 aeG， 由 于 e=a "aeH， 有 (a, a)eR。 

(2) R 满足 对 称 性 : 假设 a, beG，(a, b)eR， 即 paeH。 由 于 H 是 群 ， 因 此 
a!lb=(b la) eH, BT(b, a)eR. 

(3) R 满 足 传递 性 : 假设 a,b,ceG，(a, b)eR，(b, c)eR， 即 plaeH，c beH。 因 此 
cla=(c 1b):(b la)eH, BN(a, c)eR。 

由 此 可 知 ，R 是 一 个 等 价 关 系 。 下 面 证 明 R(a)=aH。 

对 于 任意 xeR(a)， 有 (a, x)eR， 由 对 称 性 得 (x, a)eR， 即 qixeH。 因 此 存在 he 五 使 
得 a w=h， 即 x=aheaH。 得 到 R(a)caH。 

反 过 来 ,假设 xeaHl, 则 存在 he 五 使 得 x=ah 即 a x=h, (x, aq)eR, 由 对 称 性 得 (a, x)eR， 
即 xeR(a)。 得 到 aHCR(a)。 故 有 R(a)=aH。 | 

注 : 如 在 此 定理 表述 中 将 R 的 定义 改 为 “对 于 任意 a, beG，(a, b)eR 当 且 仅 当 
ban!eH”, 则 RR 仍 是 G 上 的 等 价 关 系 , 不 过 此 时 等 价 类 与 相应 的 右 陪 集 相等 , 即 R(q)=Ha。 

推论 设 (五 -) 是 群 (G, :) 的 一 个 子 群 ， 对 于 任意 x,yeG， 有 

(a) 或 者 xH=yH， 或 者 xHNyH=@。 

(b) 或 者 B=Hy， 或 者 HXNHy= 攻 。 

(c) G=U {aHlaeG}=U {HalaeG}。 

将 群 G 用 子 群 瑟 的 互 不 相同 的 左 陪 集 来 进行 划分 ， 称 作 G 关于 子 群 厂 的 左 陪 集 分 
解 ， 类 似 地 可 以 定义 G 关 于 子 群 五 的 右 陪 集 分 解 。 

定理 7.21 设 (4, -) 是 群 (G, -) 的 一 个 有 限 子 群 ，geG， 则 lgHl=|Hel=|HI。 

证 明 . 设 开 {hi, 肌 ,.…, hw}， 则 g 玉 ={ghi, ghz, .…, ghn}。 若 有 ghgh;， 则 由 消去 律 得 
到 hhjy。 因 此 gh, ghz, .…, ghn 中 诸 项 各 异 ， 即 得 lgHl=n=| 本 |。 

类 似 可 证 明 |Hel=n=| 醒 。 | 

定理 7.22 设 ( 矿 ,-) 是 群 (G, -) 的 一 个 有 限 子 群 , Sti={aHlaeG}, Sg={HalaeG}, 则 |Si= 
[Sg] 
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证 明 . 只 需 给 出 SL 和 Sg 之 间 的 双 射 即 可 。 

定义 fa 本 =Ha"， 则 由 定理 7.20 及 之 后 的 注 记 可 知 a8=bH 当 且 仅 当 baeH,， 而 
Ha =Hb! 当 且 仅 当 b (a) eH， 即 5aeH。 因 此 了 是 双 射 。 加 | 

注 : 该 定理 说 明 Sr 与 Sg 的 基数 相同 ， 即 左 陪 集 和 右 陪 集 的 “个 数 ” 相 同 。 

定义 7.24 设 ( 瓦 -) 是 群 (G, -) 的 一 个 子 群 , 甩 在 G 中 全 体 左 ( 右 ) 陪 集 组 成 的 集合 的 
基数 称 为 甩 在 G 中 的 指数 (index)， 记 作 [G: 可 。 

注 : [G: 可 可 能 是 有 限 的 , 也 可 能 是 无 限 的 。 在 本 书 中 主要 讨论 [G: 事 为 有 限 值 的 情形 。 

关于 有 限 群 的 阶 有 以 下 重要 的 结果 。 

定理 7.23 〈 拉 格 朗 日 定理 ) 设 (及 ) 是 有 限 群 (G, -) 的 一 个 子 群 ， 则 |G=[G: 本 "| 本 |。 

证 明 . 假设 G 的 左 陪 集 分 解 为 G-aiEUawFU…UakiB， 其 中 本 [G: 有 要 。 由 定理 7.21， 


am 网 。 因 此 |G= 六 lo 可 = 六 | 可 = 四 =[c: 可 .四 ， 口 


推论 ”任何 素数 阶 群 不 可 能 有 非 平凡 子 群 。 

【 例 7.42】 6 阶 群 只 能 有 1、2、3、6 阶 子 群 。 

注 : 拉 格 朗 日 定理 表述 的 是 一 一 m 阶 群 车 有 n 阶 子 群 ， 则 n 整除 m; 但 其 逆 不 真 
即使 n 能 整除 m，m 阶 群 也 不 一 定 有 n 阶 子 群 。( 参 考 习 题 7.91。) 

定义 7.25 设 (五 ,) 是 群 (G, .) 的 一 个 子 群 ， 若 对 于 任意 geG， 有 gH= Hg， 则 称 (H, ) 
是 (G, :) 的 正规 子 群 (normal subgroup) 或 正则 子 群 、 不 变 子 群 ， 记 作 且 4G 。 

在 正规 子 群 中 左 陪 集 和 右 陪 集 相等 ， 因 此 统称 为 陪 集 。 

【 例 7.43】 阿 贝 尔 群 的 子 群 都 是 正规 子 群 。 

【 例 7.44】 nn 纪 是 ZZ 的 正规 子 群 。 

定理 7.24 和 群 (G, :) 的 子 群 (本 -) 是 (G, ) 的 一 个 正规 子 群 当 且 仅 当 对 于 任意 geG，he 
H, 有 ghe eH. 

证 明 . (必要 性 ) 对 于 任意 geG, heH， 由 于 gH=He， 存 在 he 五 使 得 gh=hg， 即 
ghg = meH, 

〈 充 分 性 ) 即 证 明 对 于 任意 geG，gH=Heg。 

对 于 任意 heH, ghegH， 由 于 gjhe eH, 存在 he 使 得 ghe "=h, 即 gh= hgeHe。 
这 表明 gHcHe。 

类 似 地 可 以 证 明 HecgH。 于 是 gH=He， 即 肪 是 G 的 一 个 正规 子 群 。 口 

定义 7.26 设 (到) 是 (G, ,) 的 一 个 正规 子 群 ， 定 义 GI 昌 为 {HelgeG}， 对 于 任意 Ha, 
HbeGIH 定 义 GIH 上 的 运算 -为 HaoHb=Hab， 则 (GIH, 5) 构 成 一 个 群 ， 称 为 G 关于 万 的 
商 群 (quotient group)。 

证 明 . 

(1) 证 明 * 运 算是 良性 定义 的 : 即 若 Ha=Hx 且 Hb=Hy， 则 HxeHy=HaeHb。 

车 Ha=Hx=xH，Hb=Hy=yH， 则 对 于 任意 heH， 存 在 太 ， hyeH 使 得 hab=xhib= 
xyhzexy 且 。 由 此 得 到 HabSxyH=Hxy。 类 似 地 可 以 证 明 FrxyS Hab。 因 此 有 Hxy=Hab。 

(2) 。 运 算 的 封闭 性 是 显然 的 。 

(3) °。 运 算 的 结合 性 由 群 (G, -) 上 运算 的 结合 性 易 得 。 
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(4) G/ 末 中 存在 关于 "运算 的 单位 元 刀 = 万 。 
(5) G/ 厅 中 任何 一 个 元 素 都 存在 关于 运算 的 逆 元 : (Ha) = Ha 。 
因此 (G/ 玉 9) 构 成 一 个 群 。 口 


【 例 745] 相册 74 中- 色 本 本 双 , 其 hm > 让 =-|， 中 
l 2 3 4 友 上 .3 三 


“| 23 让 = 3 1 Sm {x ma}, | G5-{S, T={ {ro, m1), 
这 二 急 Fk 


{zm, Ta)}}，G/S 上 运算 表 如 表 7.17 所 示 。 
表 7.17 例 7.45 用 表 


{ro, mu} {rm, m3} 
{ro, m1} {ro, m1} {rm, m3} 


全 台 {rom} 


(G/S, 9) 是 一 个 商 群 。 


"7.3 环 与 域 
本 节 要 讨论 含有 两 个 二 元 运算 的 代数 结构 ， 首 先 介绍 环 。 


7.3.1 环 


定义 7.27 设 (R,+,*) 为 一 个 代数 结构 ， 其 中 民 是 非 空 集合 , + 和 .是 两 个 二 元 运算 ， 若 

(1 ) (R, +) 构 成 交换 群 ， 

(2 ) (R, ) 构 成 半 群 ， 

(3 ) .运算 对 于 + 运算 满足 分 配 律 ， 
则 称 (R,+,-) 是 一 个 环 (ring)， 通 常 称 + 运 算 为 环 中 的 加 法 ，: 运 算 为 环 中 的 乘法 。 

通常 将 环 中 加 法 单位 元 记 作 0， 乘 法 单位 元 〈 若 存在 ) 记 作 1; 对 任何 元 素 x， 称 x 
的 加 法 逆 元 为 负 元 ， 记 作 -x*;， 若 x 存在 乘法 道 元 ， 则 称 之 为 逆 元 ， 记 作 zx 。 

【 例 7.46】 

(a) 整数 集 、 有 理 数 集 、 实 数 集 和 复数 集 关 于 普通 的 加 法 和 乘法 构成 环 ， 分 别称 为 
整数 环 忆 ， 有 理 数 环 QQ ， 实 数 环 及 和 复数 环 C 。 

(b) n 阶 实 和 矩阵 集合 Mn( RR ) 关 于 矩阵 的 加 法 和 乘法 构成 环 。 

(c) 关于 x 的 实 系数 多 项 式 全 体 了 及 [x] 关于 多 项 式 的 加 法 和 乘法 构成 环 ， 称 作 实 系数 
多 项 式 环 。 

(d) 设 4={atbila, peZ}， 其 中 产 =-1， 则 4 关于 复数 加 法 和 乘法 构成 环 ， 称 作 高 
斯 整数 环 。 

定理 7.25 设 (R,+,-) 是 环 ， 则 

(a) 对 于 任意 aeR，a-0=0-a=0〈 即 加 法 单位 元 0 恰好 是 乘法 的 零 元 )。 


Sm 


离散 数学 及 应 用 (第 版) 


(b) 对 于 任意 w beR，(-a)-b=a(-b)=-(a:b)。 
(c) 对 于 任意 a, b, ceR，(-a)-(-b)=a:b。 
(d) 对 于 任意 a, b, ceR,，a:(b-c)=a:b-ac，(b-c)-a=b-a-c:a。 
证 明 . 
(a) qa:0==a-(0+0) 二 a:0+a-0， 由 消去 律 得 0 二 a-0; 同 理 可 证 明 0-qa==0。 
(b)(-a)-bta-b=(-ata)-b 二 0:b 二 0， 类 似 地 有 a-b+(-a)-b 二 0， 所 以 (-a)-b 是 ab 的 加 
法 逆 元 ， 即 -(a-b)。 
同 理 可 证 明 a-(-b)=-(a-b)。 
〈c) (a)(-b)=-(a(-b)=-(-(ab))=ab 
(d) a-(b-c)=a-(b+(-c))=a-bta-(-c)=a:b-a:c, (b-c)-a=(b+(-c))-a=b:at+(—c)-a=b-a—c:a。 
加 
【 例 7.47】 ”在 环 中 计算 (a+b)?，(a-b)>。 
解 . (a+ = (a+b)-(at+b)-(atb) 
= (qtb-ata-b+b’)-(at+b) 
=aitb-a’ta-batb*-ata’-b+tb-a-bta-b*+Db’ 
(a-b)*= (a-b)-(a-b)=a’—b:a-a-b+b? 
定义 7.28 假设 (R,+, -) 是 环 ， 则 
(a ) 若 环 中 乘法 满足 交换 律 , 则 称 尽 是 交换 环 (commnutative ring)。 
(b ) 如 果 对 于 乘法 存在 单位 元 , 则 称 及 是 含 么 环 (ring with identity) 
(c) 如 果 对 于 任意 a, peR，apb=0 必然 有 a=0 或 b=-0， 则 称 其 为 无 零 因子 环 
(domain ); 换言之 ， 若 其 是 无 零 因 子 环 ， 则 对 于 任意 qa, beR，az0 且 bz0 必然 有 qbz0。 
(d) 若 环 (R,+, ') 是 交换 、 含 么 和 无 零 因 子 的 ， 则 称 其 为 整 环 (integral domain)。 
【 例 7.48】 
(a) 整数 环 忆 、 有 理 数 环 Q@ 、 实 数 环 及 和 复数 环 C 都 是 交换 环 、 含 双环 、 无 零 因 子 
环 和 整 环 。 
Cb) 实 系数 多 项 式 环 了 及 [z] 是 整 环 。 
(Cc) n(n 三 2) 阶 实 和 矩阵 集合 Mn( 民 ) 关 于 矩阵 的 加 法 和 乘法 构成 环 ， 它 是 含 么 环 ， 但 不 
是 交换 环 和 无 零 因 子 环 ， 也 不 是 整 环 。 
(d) (2Z ,+,') 构 成 交换 环 和 无 零 因 子 环 ， 但 不 是 含 么 环 和 整 环 。 
(e) (Z/4Z ,+4 xd) 是 交换 环 、 含 么 环 (单位 元 1 ), 但 不 是 无 零 因 子 环 (因为 2.2=0) 
和 整 环 。 对 于 一 般 的 mm， (ZJ/1ZB ,tn，xn) 是 含 么 交换 环 ， 称 作 模 n 整数 剩余 类 环 ; 可 以 证 
明 (2Z/zZ , + xn) 是 整 环 当 且 仅 当 n 是 素数 。 
定理 7.26 环 (R,+,-) 是 无 零 因子 环 当 且 仅 当 环 中 乘法 运算 满足 消去 律 ， 即 对 于 任意 
a,D. ceR，az0， 必 有 
(1) 由 ap=a:c 可 得 b=c， 上 且 
(2) 由 bia=ca 可 得 b=c。 
推论 整 环 满足 消去 律 。 
定义 7.29 ”假设 (R,+,-) 是 环 ，S 是 尺 的 菲 室 子 集 ， 若 S 关 于 环 尺 的 加 法 和 乘法 也 构 
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成 一 个 环 ， 则 称 8 为 尽 的 子 环 (subring )。 若 $ 是 玉 的 子 环 ， 且 SCR， 则 称 8 是 刃 的 真 
子 环 (proper subring)- 

【 例 7.49】 整数 环 Z 、 有 理 数 环 Q@ 都 是 实数 环 及 的 真子 环 ， 也 是 复数 环 C 的 真子 
环 。{0} 和 以 也 是 实数 环 及 的 子 环 ， 称 为 平凡 子 环 。 

定理 7.27 设 (R,+, ) 是 环 ，S$ 是 RR 的 非 空子 集 ， 若 满足 

(1) 对 于 任意 a,beS, a-beS, 上 且 

(2) 对 于 任意 a, beS，abeS， 
则 S 是 R 的 子 环 。 

【 例 7.50】 

(a) (12 ,+, ') 是 整数 环 的 子 环 。 

(b) {0}、{0, 了 }、{0，2，4}、2Z/6Z 都 是 (Z/6Z ,+6, xo) 的 子 环 。 


7.3.2 域 


定义 7.30 设 (F, +, -) 是 代数 结构 ， 玉 是 非 空 集合 ，+ 和 :是 下 上 的 两 个 二 元 运算 ， 若 
满足 

(1 ) (F, ++) 构 成 交换 群 ， 其 中 加 法 单位 元 记 作 0， 

(2 ) (F-{0}, ") 构 成 交换 群 ， 

(3 ) :运算 对 于 + 运算 满足 分 配 律 ， 
则 称 (+,) 是 一 个 域 〈field)。 

定理 7.28 ” 域 是 整 环 。 

反之 不 然 ， 如 (也 ,+, x) 是 整 环 却 不 是 域 。 但 是 有 如 下 结果 。 

定理 7.29 有 限 整 环 是 域 。 

证 明 . 假设 (F, +, -) 是 有 限 整 环 ，|Fl=n， 只 要 证 明 对 于 任意 xeF-{0}， 存 在 x 关于: 运 
算 的 逆 即 可 。 

由 铀 梨 原 理 ，x*, 节 ，…, ,wt 中 必 有 两 项 相同 。 不 妨 假设 =x，1 三 m<1n+1， 令 
i-m=r， 于 是 由 整 环 满足 消去 律 ( 定 理 7.26 的 推论 ) 可 得 x!=x!。 | 

【 例 7.S1】 

(a) 有 理 数 集 、 实 数 集 和 复数 集 关 于 普通 的 加 法 和 乘法 都 构成 域 ， 分 别称 为 有 理 数 
域 、 实 数 域 和 复数 域 。 

(b) 实 系数 多 项 式 环 及 [x] 是 整 环 ， 但 不 是 域 。 

(c) 可 以 证 明 对 于 一 般 的 n，(Z/nZ ,+ x) 是 域 当 且 仅 当 ) 是 素数 。 

(d) 4={atbi|a, be Q@}， 其 中 =--1， 其 关于 复数 加 法 和 乘法 构成 域 。 

(e) S-{a+bV3|a, be Q }， 其 关于 实数 加 法 和 乘法 构成 域 ， 乘 法 单位 元 是 1， 对 于 


i a b 
a+byV3 ES， 其 关于 乘法 的 逆 元 是 一 7 37 。 


离散 数学 及 应 用 (第 2 版 ) 


“7.4 ”作为 代数 结构 的 格 与 布尔 代数 


“ 格 ”还 可 以 从 代数 结构 的 角度 来 定义 。 


定义 7.31 如 果 非 空 集合 L 上 的 两 个 二 元 运算 V 和 八 满足 如 下 的 交换 、 结 合 、 吸 收 


律 ， 则 称 (L，V， 八 ) 是 一 个 格 。 即 对 于 任意 a,b,ceL， 有 
(1) 交换 律 : aVb=bVa,a 作 b=bAMa, 
(2 ) 结合 律 : (aVb)Vec=aV(bVce),(a 人 Nb)MN\c=aN\(bANo), 
(3 ) 吸收 律 : aV(a 八 b)=a,a 八 (aVb)=a。 
(4) 惫 等 律 : aVa=a,aN\a=a 


注 : 容 等 律 不 是 必需 的 ， 事 实 上 由 吸收 律 ， 有 aVa=aV(a 人 (aVa))=a, aNa=a 


类 似 可 得 。 
【 例 7.52】 (D,, LCM, GCD) 是 一 个 格 : 对 于 任意 x,y,z eD,， 有 


GCD(x, x)=x, LCM(x, = (满足 暴 等 律 ) 
GCDG, GCDG x), LCMG, PDF-LCMO x) (满足 交换 律 ) 
GCD(x, GCDy 2)=GCD(GCD(, »), 32) 
LCM(x, LCM (», 2))=LCM(LCM(x, y), 2) (满足 结合 律 ) 
GCD(x, LCM(x, y))=x, LCM(x, GCD(x, y))=x (满足 吸收 律 ) 
关系 中 "定义 为 : xby 当 且 仅 当 LCMG =p， 则 (Ds) 与 (Ds, LCM, GCD) 是 同一 个 格 。 
【 例 7.53】 对 于 任意 集合 S，(P (S$)，U, 门 ) 是 一 个 格 ， 而 且 与 (P (5), 中) 是 同一 个 格 。 
定理 7.30 定义 7.31 与 定义 6.11 是 等 价 的 。 
证 明 思 路 . 
(1) 利用 运算 VY 或 人 定义 LK 上 的 二 元 关系 R: aRb 当 且 仅 当 a 八 b=a。 
(2) 证 明 尺 为 工 上 的 偏 序 。 
(3) 证 明 (ZL, 及 满足 定义 6.11。 
(4) 证 明 对 于 工 中 任意 两 个 元 素 x、y,，LUB(x, y)=xVy, GLB(x, y)=x 八 y。 
这 时 可 以 采用 代数 的 方法 定义 格 的 同 构 。 
定义 7.32 设 (Li，V1i 人 1 和 (2，V2， 人 Na) 是 两 个 格 ， 如 果 存 在 双 射 太一 记 ， 使 得 
对 于 任意 的 q DEL 有 
JaVID)aOVXD)，KaA 人 ID 人 AD) 
成 立 ， 则 称 f 是 格 工 到 工 的 同 构 ， Li 和 万 是 同 构 的 格 。 
类 似 地 ， 布 尔 代数 也 可 以 采用 代数 的 方法 定义 。 
定义 7.33 (布尔 代数 的 公理 化 定义 I) 设 (8，V， 人 , "0, 1) 是 代数 结构 ， 其 中 V 和 
人 是 两 个 二 元 运算 ，' 是 一 个 一 元 运算 ，0 和 1 是 刀 的 两 个 元 素 ， 若 对 于 任意 q D. ceB， 
下 述 公 理 成 立 : 
(1) 交换 律 : aVb=bVa,a 八 b=bN\a, 
(2 ) 分 配 律 : a 人 (BbVce)-(a 人 b)V(aN\c),aV(bAc)(aVb)A(aVo), 
(3 ) 同一 律 : aV0=a,a 八 1=a。 


(4 ) 补 元 律 : aVa“=1,a 八 a=0, 
则 称 (B,，V， 八 , "0, 1) 是 一 个 布尔 代数 。 

定义 7.34 (布尔 代数 的 公理 化 定义 开 ) 设 (8，V， 人 ," 0, 1) 是 代数 结构 ， 其 中 V 和 
八 是 两 个 是 二 元 运算 , ' 是 一 个 一 元 运算 , 0 和 1 是 妃 的 两 个 元 素 ,， 若 对 于 任意 q b,ceB， 
下 述 公理 成 立 : 

(1) 交换 律 : aVb=bVa,a 八 b=b 作 a, 

(2 ) 分 配 律 : a 人 (BbVce)=(a 八 b)V(aNc),aV(bAc)(aVb)A(aVo), 

(3 ) 吸收 律 : aV(a 八 b)=a, a 八 (aVb)=a。 

(4) 结合 律 : (qaVb)Vc=aV(bVe), (a 人 b)ANc=a 人 (bANc)。 

(5) 补 元 律 : aVa=1, a 八 a=0。 
则 称 (B, V, 八 ,', 0, 1) 是 一 个 布尔 代数 。 

注 : 可 以 证 明 ， 布 尔 代数 的 3 种 定义 是 等 价 的 。 

定理 7.31 定义 7.33 与 定义 7.34 是 等 价 的 。 


证 明 . 
(1) 若 代数 结构 (B，V， 和 人 ,", 0, 1) 满 足 定义 7.34 的 条 件 ， 则 
aV0 
=aV(aN\a’) (由 补 元 律 ) 
= (由 吸收 律 ) 
aA1 
=aN\(aVa’) (由 补 元 律 ) 
=a (由 吸收 律 ) 


即 代数 结构 (8，V， 八 , ', 0, 1) 也 满足 定义 7.33 的 条 件 。 

(2) 若 代 数 结构 (8，V， 八 , ', 0, 1) 满 足 定义 7.33 的 条 件 ， 则 对 于 任意 aeB， 有 
l=aVa=aV(a'N\1)-(aVa)A\(aV1)l1A(aV1l)=aVv1 
0=aAMa’=aAN\(a'VO)=(aNMa)V(a\0)=0V(aN\0)=a 和 \0 


于 是 ， 

aV(aA\b)-(aA\l)V(aN\b)-aN\(1Vb)aN\l=a 

aN\(aVb)=(aVO)N(aVb)-aV (0Nb)=aV 0=a 〈 即 吸收 律 成 立 ) 
[eV(CVej]lA[CeVDDVec] 

={aA[(CVvDDVel}V {VAAN(aVD)V ae]} (由 分 配 律 》 
={[a 人 (aVD)] V (a 人 oc)}V{ {2bA[(aVb)Va]} V {cA 人 [(aVb)Vc]}} (由 分 配 律 ) 
=[aV(aMAd)]V{ {oA[(avVb) Ve }Ve} (由 吸收 律 ) 
=aV{ {[bA(aVhD)]IV(GAO} Ve} (由 吸收 律 、 分 配 律 》 
=aV{[bV(bAVe} (由 吸收 律 ) 
=aV(bVe) (由 吸收 律 ) 
另 一 方面 ， 

[aV(bVAIA[(aVD)Va] 

={[aV(bVAIAaVo)}V{[aV(bVAI Nc} (由 分 配 律 ) 
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2 
7:3 


7.4 
站 3 
7.6 
RR 


={{[avVCGVolAa} V {flaV(5VoOIA 人 5b}} V {(a 作 c)V[(bVo) 作 c]} (由 分 配 律 》 


={aV{[laV(GVoOIAb}} V [AcVec] 
={aV{(aAbV[I(GVAOAMb]} }Ve 
={aV[l(laA\b)Vbl}Ve 

=(aVb)Ve 


(上 


( 


1 吸收 律 ) 


吸收 律 、 


分 配 律 ) 


( 


吸收 律 ) 


(上 


吸收 律 ) 


即 结合 律 成 立 。 于 是 代数 结构 (8，V， 和 人, 0, 1) 也 满足 定义 7.34 的 条 件 。 


这 时 可 以 从 代数 的 角度 上 定义 布尔 代数 之 间 的 同 构 。 


日 


定义 7.35 设 (B1，V， 八 , ,0, 1) 和 (Bs, 有 ,全 ， ,Qe) 是 两 个 布尔 代数 ,如 果 存 在 双 
射 # Bi 一 B,， 对 于 任意 的 a,bEB1 有 
AaVo A VAD), RaN\b)Aa) MNb), f(a)=f(a), 
成 立 ， 则 称 f 是 布尔 代数 Bi 到 B, 的 同 构 。 
注 : 由 faV5b)=KAO) WARb)，fa 八 5)-fa) 和 Rb)，f(a)= 了 (a) 及 补 元 律 可 得 fA0)=6， 
fl)=e。 


习 题 7 


判断 下 列 说 法 是 否 正确 。 


(a) 设 $ 是 所 有 偶数 构成 的 集合 ， 规 定 8 上 的 二 元 运算 * 为 zey 王 5xxxy， 则 (S, *) 构 


成 一 个 代数 结构 。 
(b) 有 理 数 集合 Q 在 除法 “= 下 构成 一 个 代数 结构 。 
(c) 有理数 集合 Q 在 取 绝 对 值 运算 下 构成 一 个 代数 结构 。 
设 |Sl=n， 则 在 5S 上 可 以 定义 多 少 个 不 同 的 二 元 运算 ? 


设 S={x|xeZ' 且 x<255}， 判断 以 下 在 S 上 定义 的 运算 O 否 满足 封闭 性 。 


(a) aOb=max(a, b)。 
(b) aOb=min(a, b)。 
(c) aOb=GCD(a, b)。 
(d) aOb=LCM(a, b)。 
举例 说 明 ， 存 在 既 不 满足 交换 律 又 不 满足 结合 律 的 运算 。 


设 4={1,2,5,10}， 在 4 上 定义 运算 * 为 axb=GCD(a, b)， 给 出 运算 * 的 运算 表 。 
设 5={0, 1, 2,3}， 在 S 上 定义 运算 * 为 axb=(atab) mod 4， 给 出 运算 * 的 运算 表 。 
对 于 以 下 在 腿 上 定义 的 运算 OQ， 判断 OO 是 否 满足 交换 律 ?” 吕 是 否 满足 结合 律 ? 是 否 


存在 单位 元 和 和 零 元 ? 对 于 xe 了 到 ， 是 否 存在 x 关 于 〇 的 逆 元 ? 
(a) aOb=b。 

(b) aOb=|la-b|。 

(c) aOQb=atb-ab。 

(d) aOD=a+20。 


(e) aOb=Va’ +b’ 。 


7.8 


人 
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(f) aOQb=btab。 


给 定 运算 〇 的 运算 表 ， 如 表 7.18 和 表 7.19 所 示 , 判断 :是否 满足 交换 律 ? 〇 是 否 
满足 结合 律 ? 是 否 存在 单位 元 和 零 元 ? 
(a) 
表 7.18 习题 7.8 (a) 用 表 
oO 
a C 
b a 
3 b 
《BY 
O 〇 e 
a © 
b Db 
C a 
d 次 
[4 e 


在 Z* 上 定义 运算 * 为 x*y=LCM(x,y)， 请 回 和 
(a) * 运 算是 否 满足 交换 性 ? 

(b) * 运 算是 否 满足 结合 性 ? 

(c) * 运 算是 否 存 在 单位 元 ? 

(d) * 是 否 存 在 零 元 ? 


7.10 在 Z* 上 定义 运算 * 为 x*y=w*， 请 回答 : 


Tl 


di 


(a) * 运 算是 否 满足 交换 性 ? 

(b) * 运 算是 否 满足 结合 性 ? 

(c) * 运 算是 否 存 在 单位 元 ? 

(d) * 是 否 存 在 零 元 ? 

在 及 x 了 及 上 定义 运算 口 为 (a. b) 口 (c, q)=(ac，ad+b)， 请 回答 : 
(a) 口 运算 是 否 满足 封闭 性 ? 

(b) 口 运算 是 否 满足 交换 性 ? 

(c) 口 运 算是 否 满足 结合 性 ? 

(d) 口 运算 是 否 存在 单位 元 ? 

(e) 对 于 Co y)e 展 x 恨 ， 是 否 存 在 (x, y) 关 于 口 的 逆 元 ? 

在 民 x 及 上 定义 运算 口 为 (a, b) 口 (c, dq)=(atc，ad+b)， 请 回答 : 
(a) 口 运 算是 否 满足 封闭 性 ? 

(b) 口 运算 是 否 满足 交换 性 ? 


NM 
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(c) 口 运算 是 否 满足 结合 性 ? 

(qd) 口 运算 是 否 存在 单位 元 ? 

(e) 对 于 (Ce y)e 民 x 及 ， 是 否 存在 (x, y) 关 于 口 的 逆 元 ? 

在 及 上 定义 V 运算 为 aVb=(ab)/2，A 运算 为 aAb=(a+b)/3， 请 回答 : 

(a) V 运算 是 否 满足 封闭 性 ? A 运算 是 否 满足 封闭 性 ? 

(b) V 运算 是 否 满足 交换 律 ? A 运算 是 否 满足 交换 律 ? 

(c) V 运算 是 否 满足 结合 律 ? A 运算 是 否 满足 结合 律 ? 

(d) V 运算 是 否 满足 过 等 律 ? A 运算 是 否 满足 曙 等 律 ? 

(e) V 运算 和 A 运算 是 否 满足 吸收 律 ? 

(f) V 运算 对 于 A 运算 是 否 满足 分 配 律 ? A 运算 对 于 V 运算 是 否 满足 分 配 律 ? 
(g) V 运算 是 否 存在 单位 元 ? A 运算 是 否 存在 单位 元 ? 

(h) V 运算 是 否 存在 零 元 ? A 运算 是 否 存在 零 元 ? 

(i) 对 于 xe 了 到 ， 是 否 存在 x 关 于 V 的 逆 元 ?是否 存 在 x 关于 A 的 逆 元 ? 

在 集合 4={-3, -2, -1,，0,，1，2, 3} 上 定义 Y 运算 为 aVb=min(a, b)，A 运算 为 
aAb=max(a, bp)， 请 回答 : 

(a) V 运算 是 否 满足 封闭 性 ? A 运算 是 否 满足 封闭 性 ? 

(b) V 运算 是 否 满足 交换 律 ? A 运算 是 否 满足 交换 律 ? 

(c) V 运算 是 否 满足 结合 律 ? A 运算 是 否 满足 结合 律 ? 

(d) V 运算 是 否 满足 究 等 律 ? A 运算 是 否 满足 肾 等 律 ? 

(e) V 运算 和 A 运算 是 否 满足 吸收 律 ? 

(f) V 运算 对 于 A 运算 是 否 满足 分 配 律 ? A 运算 对 于 V 运算 是 否 满足 分 配 律 ? 
(g) V 运算 是 否 存 在 单位 元 ? A 运算 是 否 存 在 单位 元 ? 

(h) V 运算 是 否 存 在 零 元 ?A 运算 是 否 存在 零 元 ? 

(i) 对 于 xe 了 下， 是 否 存在 x 关 于 V 的 逆 元 ?是 否 存 在 x 关于 A 的 逆 元 ? 

证 明定 理 7.2。 

证 明 : 若 代数 结构 (d, 口 ) 存 在 单位 元 e 和 零 元 9， 且 4 至 少 有 两 个 元 素 ， 则 ez 6。 
设 * 是 集合 S$ 上 的 二 元 运算 ， 在 什么 情况 下 ， 关 于 * 的 单位 元 和 零 元 是 8 中 的 同一 
个 元 素 ? 在 什么 情况 下 ， 零 元 存在 逆 元 ? 

设 口 和 OO 是 集合 S$ 上 的 两 个 二 元 运算 ， 而 且 对 于 任意 x,yeS，x 口 y=x。 证 明 : OO 对 
口 满足 分 配 律 。 

设 4={a, b,c}， 定 义 在 4 上 的 二 元 运算 * 满 足 封闭 性 、 交 换 律 、 罕 等 律 且 axb=c， 
c*b=b， 请 给 出 运算 * 的 一 个 运算 表 ， 说 明 它 是 否 可 结合 。 

设 口 和 OO 是 集合 S$ 上 的 两 个 二 元 运算 ， 而 且 都 满足 吸收 律 。 证 明 : 口 和 OO 都 满足 血 
等 律 。 

设 集合 4 上 运算 口 和 分别 具有 单位 元 el 和 ez, 而 且 O 对 口 ` 口 对 〇 都 满足 分 配 律 。 
证 明 : 对 于 任意 xse4， 有 xDOx=xOx=r。 

(提示 : 计算 elO(eDel)j、ezD(eiOe)、COez)DGecOe)、CDen)OcDe)。) 

设 4={1,2,3},，B 是 4 上 所 有 等 价 关系 的 集合 。 
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(a) 列 出 B 的 元 素 。 

(b) 给 出 B 上 NN 运算 的 运算 表 。 

设 (4, *) 是 一 个 半 群 ， 而 且 对 于 任意 a, be4，azb， 有 ax*bz#b*a。 

(a) 证 明 : 对 于 任意 ae4， 有 axa=a。 

(b) 证 明 : 对 于 任意 a, be4， 有 a*b*a=a。 

(c) 证明: 对 于 任意 a, b,ce4， 有 a*b*c=ax*c。 

在 及 上 定义 运算 @ 为 : 对 于 任意 x,ye 展 ，x@y=xtytxy。 证 明 :( 恨 ,@) 是 一 个 可 换 
亚 群 。 

定义 及 上 的 运算 。 为 aop = -一 ， 代 数 结构 (了 及 * , ) 是 半 群 吗 ? 是 亚 群 吗 ? 


设 4={a, b,c}， 定 义 在 4 上 的 二 元 运算 * 满 足 x*y=x。 

(a) 证 明 : (4, *) 是 一 个 半 群 。 

(b) 试 通过 增加 最 少 的 元 素 使 得 4 扩张 成 一 个 亚 群 。 

设 (4, 口 ) 是 一 个 亚 群 ，me4， 在 4 上 定义 运算 O 为 xOy=xDmDy， 证 明 : (4, O) 是 
一 个 半 群 。 并 请 讨论 在 什么 情况 下 (4, O) 是 一 个 亚 群 。 

在 了 及 " 上 定义 * 运 算 为 axb=3abp， 证 明 : (RR* , *) 是 一 个 群 。 

在 也 上 定义 * 运 算 为 axb=a+b-10， 证 明 : (也 , *) 是 一 个 群 。 

马 = 亿 zsC.m =1} ，n 是 一 个 给 定 的 正 整数 ， 证 明 : (U6, x) 是 一 个 群 。 

设 全 及 -{oJ， 在 4 上 定义 如 下 6 个 函数 : 


NOD=xr， Ix AOL f= AGO=L-L AD=- 


证 明 ，({,,f, 有 .fs,./8}, 9) 构成 一 个 群 ， 其 中 "是 函数 的 复合 运算 。 
某 个 通信 系统 传输 的 二 进 制 码 字 格式 为 x=(x1, x2, x3, x4, xs xc xz7)， 其 中 nx x3, xX4 
是 数据 位 ，xs, x6, x7 是 校 验 位 ， 满 足 xs=x1@x2@x3，xe-X1@BX2@BX4，X7X1@BX3@xa。 其 
中 @ 表 示 异 或 运算 ( 即 模 2 加 法 )，0@0=0，0@1=1]，1@0=1，1@1=0 (事实 上 , 这 
就 是 (7,4) 汉 明码 )。 
设 S 是 所 有 这 样 码 字 构 成 的 集合 ， 定 义 S 上 的 运算 为 

XOy=(X1Oy1, YDy2, XDyY3, XAPya, XsDyYs, XeDye, X17DyY7) 
证 明 : (5S, @) 构 成 一 个 群 。 
完成 表 7.20 所 示 的 运算 表 ， 使 之 成 为 一 个 群 。 


表 7.20 习题 7.33 用 表 


关 


Sn |||s 


设 G 为 非 可 换 的 群 ， 证 明 : G 中 存在 非 单位 元 a 和 b,，az#b， 且 ab=ba。 


¢ 
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7.35” 设 (G, -) 是 群 ， 证 明 : 在 (G, ) 中 ， 除 单位 元 e 外 ， 不 可 能 有 任何 别 的 等 究 元 。 
7.36” 设 (G, -) 是 群 ， 且 G 的 阶 大 于 1， 证 明 : 在 (G, ) 中 不 存在 零 元 。 
7.37 设 代数 结构 (G， -满足 如 下 条 件 : 
《1 :运算 满足 结合 合 和 
(2) 对 于 任意 a, peG， ,方程 ax=b 在 G 中 存在 唯一 解 。 
(3) 对 于 任意 a,beG, 方程 ya=b 在 G 中 存在 唯一 解 。 
证 明 : (G, -) 是 群 。 
7.38 设 有 限 代数 结构 (G, -) 满 足 如 下 条 件 : 
(1) :运算 满足 结合 合 和 
(2) 对 于 任意 a b,ceG， 若 ac=bc 则 a=b。 
(3) 对 于 任意 a, b,c eG， 若 ca=cb 则 a=b。 
证 明 : (G, -) 是 群 。 
7.39” 设 (G, -) 是 群 ，(4, *) 是 一 个 代数 结构 ，f 是 G 到 4 的 一 个 满 射 ， 且 满足 对 于 任意 a， 
beG， f(ab)=f(a)*f(b)， 证 明 : (4, *) 是 群 。 
7.40 设 (G，,) 是 群 ， 定 义 G 上 的 关系 尺 为 R={(x, jy) 存在 aeG 使 得 y=axa!}， 证明: R 
是 G 上 的 等 价 关系 。 
7.41 设 (G, -) 是 群 ， 对 于 任意 aeG， 都 满足 a=e， 证 明 : G 是 可 换 群 。 
7.42 证明: 群 (G, .) 是 可 换 群 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 a, beG，(a:b)=a*b?。 
7.43 ”证 明 : 群 (G, .) 是 可 换 群 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 w beG，(a:b) =a bn!。 
7.44 设 (G，.) 是 群 ， 证 明 : 如 果 对 于 任意 a, beG， 都 有 (ab) =a3b?，(a:b) 和 =at.b， 
(ab)=a.b”， 则 G 是 可 换 群 。 
(提示 : 计算 (a:b)-(a-b》 得 到 .b=a: 态 、(a:b)-(a:b* 得 到 a4.b=ab4, 之 后 计算 aa3.D。) 
7.45 ”对 以 下 各 小 题 给 出 的 群 G1 和 Gs 以 及 函数 有 Gi->G2， 说 明了 是 否 是 从 G1 到 Gz 的 
同 态 ， 是 个 否 是 从 Gi 到 G» 的 同 构 。 
1 x 是 偶数 


(a) GI=(Z,+), G(R", x)， 1- x 是 奇数 


(b) Gi=(R,+),， Gs:=(4,x), 其 中 4={z|zeC,|z|F1}, f(x)=cosxt+isinx。 
(¢) GI=G;=(M, (R) .+), 14)=4"， 其 中 4EM(R)。 


746 令 o= 二 证 明 ，({1，o，o@?}，x) 是 一 个 群 ， 其 中 x 是 复数 乘法 ， 而 且 其 与 


ge 
7.47 证明: 克 莱 因 四 元 群 和 (2Z/4Z ,+4) 是 不 同 构 的 。 
7.48 证 明 : 例 7.26 中 的 两 个 群 4 和 B 是 不 同 构 的 。 
7.49 证 明定 理 7.6。 
7.50 设 (G, -) 是 群 ,，aeG， 定 义 G 上 的 函数 /为 fe)=aga"， 证明: /是 G 的 自 同 构 。 
7.51 ” 设 (G, -) 是 可 换 群 ， 定 义 G 上 的 函数 为 fte)=e>。 证 明 : f 是 G 的 自 同 态 。 
7.52” 设 (G, -) 是 群 ， 定义 G 上 的 函数 /为 hg)=g*。 证 明 : 

(a) f 是 双 射 。 
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(b) f 是 G 的 自 同 构 当 且 仅 当 (G, -) 是 可 换 群 。 

证 明 : :2Z/nZ 二 2Z/nZ,9p,(X)=ax 是 (Z/nZ ,+t;) 的 一 个 自 同 构 ， 当 且 仅 当 a 与 n 互 
素 。 

群 G 上 的 自 同 构 全 体 记 作 Aut(G), 证 明 : Aut(G) 关 于 函数 的 复合 运算 构成 一 个 群 ， 
称 作 G 的 自 同 构 群 。 

判断 下 述 子 集 是 否 构 成 (n 阶 可 北 实 方 阵 全 体 , x) 的 子 群 。 

(a) n 阶 可 逆 对 称 和 矩阵 全 体 。 

(b) n 阶 上 三 角 可 道 算 阵 全 体 。 

(c) 行列 式 的 值 大 于 0 的 n 阶 矩 阵 全 体 。 

(d) 行列 式 的 值 小 于 0 的 阶 和 矩阵 全 体 。 

(e) 路 阶 对 角 可 逆 和 矩阵 全 体 。 


Sg _f10 _(f-1 0 革 公 二 oi 
设 G={4, B, C.D)， sh 4- 路 2-| 0 c-( 2 中 p-|， 中 号 


上 的 运算 是 矩阵 乘法 。 请 给 出 G 的 所 有 子 群 。 

一 个 群 能 够 同 构 于 它 的 一 个 非 平凡 子 群 么 ? 如 果 能 ， 试 举 出 一 例 。 

设 (G, ,) 是 群 , C 是 与 G 中 每 个 元 素 都 可 交换 的 元 素 构成 的 集合 , 称 C 是 G 的 中 心 ， 
证 明 : C 是 G 的 子 群 。 

设 f 是 群 G 到 G2 的 同 态 映 射 ， 瑟 是 Gi 的 子 群 ， 证 明 : 几 功 是 G: 的 子 群 。 

设 (G, .) 是 群 ， 对 于 任意 的 aeG， 令 天 Ba=ay yeG}， 证 明 : ( 瓦 ) 是 群 (G，.) 的 
子 群 。 

设 ( 玖 ) 是 群 (G, -) 的 子 群 ，aeG， 定 义 aHa 一 {ahanihe 卫 。 证明: aHa 1! 是 G 的 子 
和 群 ， 称 作 瑟 的 一 个 共 斩 子 群 。 

设 (已 ) 和 (S， :) 都 是 群 (G, .) 的 子 群 。 

(a) 证 明 : (HNS, ) 也 是 (G, -) 的 子 群 。 

(b) (HUS, .) 是 否 一 定 是 (G, -) 的 子 群 ? 

设 (五 -) 和 (S, .) 都 是 群 (G. .) 的 子 群 ， 证 明 : 若 瓦 US=G,， 则 天 G 或 S=G。 即 任何 一 
个 群 都 不 能 是 它 的 两 个 真子 群 的 并 。 

设 (五) 和 (S, -) 都 是 群 (G, -) 的 子 群 ， 定 义 G 上 的 关系 及 为 R={(x, yj)| 存 在 heH, ses 
使 得 y=hxs}， 证 明 : R 是 G 上 的 等 价 关 系 。 

证 明定 理 7.19。 

设 (G, ) 是 群 , e 是 单位 元 , G 上 的 等 价 关系 尺 满足 : Va, b, ceG, 若 (ab)R(ac) 则 bRe， 
证 明 : 等 价 类 [e]={xleRx, xeG} 构 成 G 的 子 群 。 

假设 (G, -) 是 群 ，L(G) 是 G 的 所 有 子 群 的 集合 ， 即 L(G)={HIH<G}, 证 明 : CO,G) 
是 格 ， 称 为 G 的 子 群 格 。 

求 群 (Zis,+is ) 的 子 群 格 。 

证 明 : 任何 循环 群 一 定 是 可 换 群 。 

求 循 环 群 (Z ,+ ) 的 所 有 生成 元 和 子 群 。 
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设 G=(q) 是 循环 群 ，s、1 是 正 整数 ，A4=(a”))，B=(a)， 求 4B 的 一 个 生成 元 。 

设 (5S3，°) 为 集合 8 的 3 次 对 称 群 ， 定 义 5; 上 的 关系 R 为 R={(x, 存在 aeS; 使 得 
J 王 aexrea  ， 求 等 价 关系 及 确定 的 划分 。 

设 多 项 式 . 广 Getxe)GCs+x)， 找 出 使 得 太保 持 不 变 的 所 有 下 标的 置换 ， 这 些 置 换 是 否 
构成 54 的 子 群 ? 


| i Se 2 | 12345678 
设置 换 a= 关 思 三 
人 2 


3 人 7 在 3 
{a"b"m 和 nn 是 正 整 数 }。 
(a) 证 明 : G 是 5s 的 子 群 。 
(b) 求 G 的 阶 。 
(c) G 是 否 是 交换 群 ? 
(d) 求 G 的 所 有 交换 子 群 。 
(提示 : o= 大 ，at=e，j-e，aba=D，ap=ab=)a，bab=a，Dja=ba3s=-ab。) 
设 G={fl FRR 一 及 ,HoD=axtb， 其 中 ma pe 到 ,az0}， 二 元 运算 o 是 函数 的 复合 。 
(a) 证 明 : (G, o) 是 和 群 。 
(b) 车 S 和 了 分 别 是 由 G 中 a=1 和 b=0 的 所 有 函数 构成 的 集合 ， 证 明 : (Soc) 和 
(ZT, o) 都 是 (G. o) 的 子 群 。 
(c) 写 出 8 和 了 在 G 中 所 有 的 左 陪 集 。 
求 群 (Zes,+e) 的 每 个 子 群 及 其 相应 的 所 有 左 陪 集 。 
求 (Zs,+s) 中 子 群 三 {0,4} 的 所 有 左 陪 集 与 右 陪 集 。 
设 (G, -) 是 群 ，( 五 -) 是 群 (G, -) 的 子 群 ， 证 明 : 车 xeG 且 x 有 是 G 的 子 群 ， 则 xeH。 
设 (G, ") 是 群 ，( 五 -) 是 群 (G, ) 的 子 群 ,证 明 : 在 五 确定 的 陪 集中 ， 只 有 一 个 陪 集 是 
子 群 。 
设 ( 玉 -) 是 群 (G, -) 的 一 个 子 群 ， 对 于 任意 x,yeG， 证 明 : 
(a) xexH, xeHx。 
(b) 若 xeyH， 则 xH=yH; 若 xeHy， 则 a=Hy。 
(c) 若 xeyH， 则 x yeH; 若 xeHy， 则 xyneH。 
设 4={a, b,c, qd,e}，4 上 的 运算 * 的 运算 表 如 表 7.21 所 示 。 
(a) 证 明 {e, a} 在 * 运 算 下 构成 一 个 群 。 
(b) 使 用 拉 格 朗 日 定理 证 明 (4, *) 不 是 群 。 


-ue 


表 7.21 习题 7.81 用 表 


第 7 章 代数 结构 \q 


7.82 ” 设 (G, -) 是 群 ，e 为 单位 元 ， 证 明 : G 的 阶 数 为 偶数 当 且 仅 当 G 存在 中 非 单位 元 的 
元 素 a 使 得 a*=e。 
(提示 : 对 任意 xze， 考 虑 y=xn 与 x 的 关系 考虑 ({a, e},-)。) 

7.83 ”车 有 限 可 换 群 G 中 所 有 元 素 的 积 不 等 于 单位 元 e， 证 明 : G 的 阶 数 为 偶数 。 
(提示 : 反 证 法 ， 并 使 用 习题 7.82 的 结论 。) 

7.84” 设 群 (G, -) 的 阶 为 6， 证 明 : G 至 多 有 一 个 阶 为 3 的 子 群 。 

7.85” 设 ( 栈 -) 和 (K, -) 分 别 是 群 (G, -) 的 +r 阶 和 s 阶 子 群 ,证 明 :车 r 和 s 互 素 , 则 HNK={e}。 


了 有 pf Wr 0 1 
7.86 ” 设 产 = 一 1， ?of(, es Bk oj 让. 


(a) 证 明 : G 关 于 矩阵 乘法 构成 群 。 
(b) 找 出 (G, x) 的 所 有 子 群 ， 并 画 出 子 群 格 。 
(c) 证 明 : G 的 所 有 子 群 都 是 正规 子 群 。 
7.87 证明: ({(1), (1, 2)*(3, 4), (1, 3)*(2, 4), (1, 4)*(2, 3)}, 9) 是 S 的 正规 子 群 ， 且 与 克 莱 因 
四 元 群 同 构 。 
7.88” 设 (5, 口 ) 和 (7T, DO) 都 是 群 ， 对 于 任意 (sl i), (s2, bb)eSxT， 定 义 (s1, 1)9(s2, bb)=(s1 品 s2, 
让 Op)。 
(a) 证 明 : (SxT,。) 是 群 ， 称 作 S 和 了 的 积 群 (product group )。 
(b) 假设 天 {G,exjlsssSe 是 了 的 单位 元 }， 证 明 : (及 4) 是 (SxT 4) 的 正规 子 群 。 
7.89 设 (G, .) 是 群 , (可, -) 和 (三, -) 都 是 群 (G, ) 的 子 群 , 定义 :={hihs| heHi, hseH}。 
(a) 请 问 Hi 是 否 - 定 是 G 的 子 群 ? 
(b) 如 果 及 cH2， 那 么 于 : 丽 是 否 一 定 是 G 的 子 群 ? 
(c) 证明: 车 压 是 G 的 正规 子 群 ， 则 瓦 : 束 是 G 的 子 群 。 
(d) 证 明 : 国 : 奢 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 五 :三 = 印 : 栈 1。 
7.90” 设 (五:) 和 (5, -) 都 是 群 (G, -) 的 正规 子 群 ， 证 明 : (HNS, -) 也 是 (G, -) 的 正规 子 群 。 
7.91 设 ({o1, 02,…, 012}, °) 是 一 个 置换 群 ， 其 中 
or=(1), 6 (2,3,4), os=(2,4,3), oe (1,2)°(3,4), oF=(1,2,3), oc (1,2,4), 
o7=(],3,2), os=(],3,4), oo=(1,3)°(2,4), o10=(],4,2), ou= (1,4,3), 
o12= (1, 4)°(2, 3) 
证 明 它 不 存在 6 阶 子 群 。 
7.92 ” 设 (G, -) 是 n 阶 有 限 群 ，e 是 单位 元 ，asG，<a> 是 由 a 生成 的 子 群 。 证 明 : 
(a) <a> 是 (G, -) 的 正规 子 群 。 
(b) <a> 的 阶 数 可 以 整除 nm。 
(c) <a> 的 阶 数 是 满足 w=e 的 最 小 正 整数 m。 
(d) a"=e。 
7.93” 设 (G, -) 是 n 阶 群 ， 证 明 : n 是 大 于 1 的 奇数 当 且 仅 当 G 中 除 单位 元 的 任意 元 素 可 
以 写成 男 一 个 元 素 的 平方 。 
(提示 : 必要 性 一 一 对 任意 xze， 假 设 <x> 的 阶 数 为 m， 考 虑 x9。 
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充分 性 一 一 证 明 ftx)=y，x=y 是 双 射 ， 并 使 用 习题 7.82 的 结论 。) 
设 5 为 下 列 集合 ，+ 和 x 为 普通 加 法 和 乘法 。 问 S 和 +、x 能 否 构 成 环 ? 能 否 构 成 整 
环 ? 能 否 构 成 域 ? 为 什么 ? 
(a) S={xkx=3n,neZ}. 
(b) S= {xkx=3nt+l, neZ}.。 
(c) S={xkxeZ,x0}。 
(d) S={s|x=at 2.a.beQ) 家 
(e) S={s|*=a+5Y5.a.beQ) 六 
设 4 为 集合 , 证 明 : P(4) 关 于 集合 的 对 称 差 运 算 @ 和 集合 的 交 运算 几 构 成 环 (P(4), @， 
ys 
设 尺 是 环 ，a, beR， 证 明 : 如 果 a、 与 ab-1 均 可 逆 ， 则 a- 刀 与 (a- 牙 -a 也 
可 逆 而 且 [(o-zD -oa 二 -aba-a。 
设 (R, +, .) 是 一 个 环 ， 且 对 于 任意 的 xseR， 有 xx=x， 证 明 : 
(a) 对 于 任意 xeR， 有 xtx=0。 
(提示 : 计算 G+x)-(x+x)。) 
Cb) (CR,+, ') 是 一 个 交换 环 。 
(提示 : 计算 Gety):(x+y)。) 
举 出 满足 以 下 条 件 的 例子 : 
(a) (R, +, -) 是 没有 单位 元 的 环 ，SCR，(S, +, :) 是 含 么 环 。 


(提示 ; mna-{(, ,| 


(b) (CR.+, ') 是 含 么 环 ，ScCR、(S.+, :) 也 是 含 么 环 ， 但 是 这 两 个 环 的 单位 元 不 同 。 

设 8 是 及 上 所 有 函数 的 集合 ， 定 义 S$ 上 的 加 法 + 为 (6+P) (W)C)+tfpx); 定义 S 上 

的 乘法 x 为 (hxP) x) 有 fi)xf(x)。 证 明 : (S, +, x) 是 含 么 交换 环 。 

设 (B，V， 八 , "0, 1) 是 布尔 代数 ， 在 B 上 定义 运算 @ 和 ®@ 为 
a®Bb=(a\b')V(a'N\b), a®b=a 和 \b 

证 明 : (B, @) 是 一 个 交换 群 ，(B, @, @) 是 一 个 以 1 为 单位 元 的 含 乏 交 换 环 。 

在 及 上 定义 运算 四 和 运算 @ 为 : 对 于 任意 x, ye 民 ，x@y=x+ty-1，x@y=x+y-xy。 证 

明 ( 玉 , @, @) 是 一 个 交换 环 ， 并 指出 其 零 元 和 单位 元 〈 如 果 存 在 )。 

设 尺 是 含 么 环 ，z veR。 证 明 下 述 3 个 命题 彼此 等 价 : 

(a) v= 

(b) wviu=u, vuwv=1。 

(提示 : 1a=@wv)wv=vu(iwwvi)yv， vu=vuviey)=v(vi)uyv ) 

(c) wvu=u 且 v 是 满足 该 条 件 的 唯一 元 素 。 

(提示 : 证 明 wv17ww=wwv，vu1vu=vu。) 


证 明定 理 7.26。 
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假设 正 整数 n>1， 证 明 : (2Z/nZ, ,xn) 是 整 环 当 且 仅 当 nn 是 素数 。 

证 明定 理 7.27。 

假设 (R, +, -) 是 一 个 环 ，aeR， 及 ={x|xeR,xa=0}， 证 明 : Ri 是 RR 的 子 环 。 
假设 (R, +,-) 是 一 个 环 ，C={xlxeR, 对 任意 aeR， 有 ax=xa}, C 称 作 RR 的 中 心 , 证 
明 : C 是 R 的 子 环 。 

证 明 : 对 于 任意 的 素数 p，(Z/pZ, +p, xp) 是 域 。 

完成 定理 7.30 的 证 明 。 

车工 是 如 定义 7.31 所 定义 的 格 ， 证 明 : 对 于 任意 a, b,ceL， 有 

(a) aA(bVce)>(aN\b)V(aN\c)。 

(b) aV(bAMc)<(aVb)A(aVo). 

在 布尔 代数 (8，V， 和 人, ', 0, 1) 中 ， 对 于 任意 xeB， 证 明 : 满足 xVy=1, x 人 y=0 的 
元 素 yeB 是 唯一 的 ， 即 y=x'。 

假设 某 布 尔 代数 (8，V，A, ', 0, 1) 如 定义 7.33 (或 定义 7.34) 所 定义 ， 证 明 对 于 
所 有 x,yeB， 有 


(a) xVx=x, XN\xx 〈 守 等 律 ) 
(b) (x) =x (双重 否定 律 ) 
(¢) 0=1, 1=0 ( 零 律 ) 

(d) KVW) =x Ny KAY) x Vy ( 德 。 摩 根 律 ) 


(e) x=y 当 且 仅 当 (x 人 y)V(x' 人 y)=0。 

设 (B，V， 作 , ', 0, 1) 是 布尔 代数 。 证 明 : 对 所 有 x,yeB， 以 下 三 者 等 价 : 

(a) x<y。 

(b) xA\y=0。 

〈c) x' V1。 

设 (8,，V， 八 , 0, 1) 是 布尔 代数 且 4 cB。 证 明 : (4，V， 八 , ', 0, 1) 是 布尔 代数 当 

且 仅 当 1e4 且 对 所 有 x,ye4 有 xAy'e4。 

设 (B，V， 八 , "0, 1) 是 布尔 代数 。 证 明 : 对 所 有 a, b,ceB， 有 
(aVb)A(bVe) NeVa)(a' Vo) Ab' VANe'Va) 


图 论 使 用 图 的 方法 研究 客观 世界 ， 包 括 实体 物理 空间 ， 也 包括 非 实体 的 观念 世界 。 
在 图 论 中 ， 用 “顶点 ”表示 事物 ， 用 “ 边 ” 表 示 事 物 间 的 联系 。 

1736 年 ， 数 学 家 欧 拉 “(Leonhard Euler, 1707 一 1783) 解决 了 著名 的 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 
题 ， 从 而 奠定 了 图 论 的 基础 。1847 年 ， 物 理学 家 基 尔 霍 夫 (Gustav Robert Kirchhoff， 
1824 一 1887) 把 图 论 应 用 于 电路 网 络 的 研究 ， 引 进 了 “ 树 ” 的 概念 ， 开 创 了 图 论 应 用 于 
工程 科学 的 先例 。 

伴随 着 计算 机 科技 的 迅猛 发 展 ， 图 论 近 几 十 年 来 发 展 迅 猛 ， 应 用 范围 更 加 广泛 ， 成 
为 研究 和 解决 许多 应 用 问题 的 基本 工具 之 一 。 在 解决 运筹 学 、 信 息 论 、 控 制 论 、 网 络 理 
论 、 博 弈 论 、 化 学 、 社 会 科学 、 经 济 学 、 建 筑 学 、 心 理学 、 语 言 学 、 软 件 科 学 、 算 法 学 
和 计算 机 科学 中 的 问题 时 ， 图 论 扮 演 着 越 来 越 重要 的 角色 ， 受 到 工程 界 和 数学 界 的 特别 
重视 ， 发 挥 了 重要 作用 。 特 别 是 厄 多 斯 (Erd6s，1913 一 1996) 首 先 研究 的 随机 图 在 复杂 网 
络 中 的 应 用 ， 已 经 产生 了 大 量 的 成 果 。 

图 论 研究 的 课题 和 包含 的 内 容 十 分 广泛 ， 很 难 在 一 本 教材 中 概括 它 的 全 貌 。 限 于 篇 
幅 ， 本 章 仅 能 介绍 一 些 基本 的 图 论 概念 、 理 论 以 及 与 实际 应 用 有 关 的 基本 图 类 和 算法 ， 
为 应 用 、 研 究 和 进一步 学 习 提 供 基础 知识 。 


8.1 基本 概念 


在 4.1.3 节 中 ， 我 们 曾 用 图 形 来 表示 二 元 关系 ， 用 点 表示 集合 的 元 素 ， 若 aRb 则 在 
图 中 有 由 点 a 指向 点 之 的 有 向 线段 。 本 章 中 的 图 是 这 一 概念 的 扩展 。 


8.1.1 无 向 图 、 有 向 图 和 握手 定理 


定义 8.1 一 个 无 向 图 ( undirected graph 或 graph ) G 指 一 个 三 元 组 (V. E, 力 ， 
其 中 

(1) 天 fw mm, …, Ww} 是 一 个 有 限 集合 ， 称 作 顶 点 集 ， 其 元 素 称 作 顶 点 、 结 点 或 点 
(vertex/ node/ point)，|VI 称 作 G 的 阶 , 

(2) ={e1, ez,…, em} 是 一 个 有 限 集 合 ， 称 作 边 集 ， 其 元 素 称 作 边 (edge/arc/line)。 

(3)y 是 玉 到 矿 的 元 素 个 数 为 1 或 2 的 子 集 全 体 的 一 个 函数 ， 即 对 于 任意 eeE， 有 
XMe)-{u,v}cV (wu 和 Vv 不 必 互 异 )， 此 时 和 vV 称 作 边 e 的 端点 (end points)。 

【 例 8.1】 在 图 8.1 中 ， 无 向 图 G=(V, E, 力 其 中 太 fy1, vw, vs, Va}, Et{e1, @, @3, @4, 


65}，XeD=fw va}, Mez)=fw v3}, Aes)={v3, v4}, Aea)—{v3, v4}, Aes)-{v4}。 
若 无 特 殊 说 明 , 约定 用 n 表示 图 G 的 顶点 数 , 用 m 表示 图 G 
局 的 边 数 ， 一 个 边 数 为 m 的 n 阶 图 可 简称 为 (n, m)- 图 。 例 如 图 8.1 
Des 是 一 个 (4， 5)- 图 ° 


a 现实 世界 中 的 很 多 问题 都 可 以 表示 为 图 。 例 如 用 顶点 来 表示 

on 城市 ， 如 果 两 个 城市 之 间 有 火车 可 以 直达 ， 就 用 边 将 表示 这 两 个 

图 8.1 例 81 用 图 城市 的 点 连接 起 来 ， 这 样 就 形成 了 一 个 图 ， 再 如 将 工厂 表示 为 顶 
点 ， 两 个 工厂 之 间 若 存在 业务 联系 ， 则 用 边 将 它们 对 应 的 顶点 相 


连 ， 这 样 就 构成 了 工厂 间 的 业务 联系 图 。 

和 生活 中 或 几何 中 的 “图 不同 ， 图 论 研究 的 对 象 “图 ”的 顶点 是 可 以 任意 游 走 的 ， 
边 也 可 以 拉 伸 ， 表 示 顶 点 的 圆 点 和 表示 边 的 线 的 形状 、 相对 位 置 没有 实际 意义 ， 
心 的 是 其 间 的 关系 。 所 以 一 个 图 的 图 形 表 示 法 可 能 不 是 唯一 的 ， 从 几何 上 看 来 完全 不 
的 图 在 图 论 中 可 能 代表 了 相同 的 图 。 

【 例 8.2】 图 8.2 中 (a) 和 (b) 表 示 的 实际 上 是 同一 个 无 向 图 。 
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(a) (b) 
图 8.2 例 8.2 用 图 


定义 8.2 假设 G=(V, E, 办 为 无 向 图 ，eeE， 若 Ke)={u, 让， 则 称 e 是 1 与 之 间 的 
一 条 边 ， 称 & 和 vw 是 相 邻 项 点 (adjacent vertices)， 并 称 边 e 分 别 与 4 和 v 相关 联 ; 若 
u=v， 则 称 e 为 一 个 自 环 或 简称 环 (loop)。 

定义 8.3 假设 G=(V., EE, 力 为 无 向 图 ， 若 G 的 两 条 边 el 和 ez 都 与 同一 个 顶点 关联 ， 
则 称 el 和 ez 是 邻接 的 〈adjacent) 或 相 邻 的 。 

定义 8.4 假设 G=(V, ,办 为 无 向 图 , 若 G 中 关联 同一 对 顶点 ( 允许 相同 ) 的 边 多 于 
一 条 ， 则 称 这 些 边 为 重 边 或 平行 边 (parallel edges)， 这 些 边 的 条 数 称 作 重 边 的 重 数 。 

定义 8.5 假设 G=(V. EE, 办 为 无 向 图 ，veV， 顶 点 Vv 的 度数 《degree) deg(v) 是 G 中 
与 关联 的 边 的 数目 ( 自 环 在 计 度数 时 为 2)- 图 G 中 最 大 的 点 度数 和 最 小 的 点 度数 分 别 
记 为 XGO 和 &G)。 

定义 8.6 假设 G=(V. E, 办 为 无 向 图 ，G 中 度数 为 零 的 顶点 称 为 孤立 顶点 (isolated 
Vertex); 图 中 度数 为 1 的 顶点 称 为 悬挂 点 (pendant vertex)， 与 悬挂 点 相关 联 的 边 称 为 
悬挂 边 (pendant edge); 图 中 度数 为 上 的 顶点 称 为 上 度 点 ; 图 中 度数 为 奇数 的 顶点 称 为 
奇 度 点 ， 图 中 度数 为 偶数 的 顶点 称 为 偶 度 点 。 

【 例 8.3】 在 图 8.1 中 ，deg(w1)=0, deg(w2)=2, deg(v3)=3, deg(v4)=5; vs 和 vw 是 相 邻 顶 
点 ， 且 是 @ 的 两 个 端点 ;vi 和 va 是 不 相 邻 的 顶点 ;vi 是 孤立 顶点 ，e3 和 es 是 重 边 ，ei 
和 e4 是 邻接 边 ，e: 和 es 不 相 邻 ，es 是 环 。 

定义 8.7 不 存在 自 环 和 重 边 的 无 向 图 称 为 简单 图 。 
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【 例 8.4】 图 8.1 所 示 的 图 不 是 简单 图 , 而 图 8.3 所 示 的 图 是 ， 
简单 图 。 el ®ul 

对 于 无 向 简单 图 而 言 , 由 于 每 条 边 可 以 使 用 顶点 对 唯一 表示 ， 
因此 可 以 用 Xe) 代 表 e， 例 如 图 8.3 表示 的 图 也 可 以 简写 为 G-(V。 图 g3 例 8.4 用 图 
万 ， 其 中 5{v, v2, v3, v4}, E={ {v2, v4}, {v2, v3}, {v3, V4}}, 有 时 也 
将 边 fa 寻 简 写 为 zw 〈 此 时 将 zw 和 vu 视 为 等 同 )。 

下 面 介绍 图 论 中 最 基本 的 定理 ， 它 是 欧 拉 在 解决 哥 尼斯 堡 七 桥 问 题 时 建立 的 第 一 个 

定理 8.1 (图 论 基 本 定理 /握手 定理 ) 假设 G=(V, E, 力 为 无 向 图 ， 则 有 
deg(v)=2|E|， 即 所 有 项 点 度数 之 和 等 于 边 数 的 两 倍 。 


证 明 . 可 使 用 归纳 法 证 明 : 
(1)》 当 边 数 为 0 时， 每 个 顶点 都 是 孤立 项 点 ， 因 此 deg(v)=0=2|E| 成 立 。 
vey 


(2) 每 增加 一 条 边 时 ， 该 边 的 两 个 端点 〈 可 能 是 同一 个 顶点 ) 的 度数 都 增加 1， 因 
此 》deg(v) 增 加 2，|AI 增 加 1。 
ve 
由 (1)、(2) 可 知 定理 成 立 。 口 


【 例 8.5】 在 图 8.1 中 , deg(w1)=0, deg(vz)=2, deg(v3)=3, deg(v4)=5; 0+2+3+5=10=2x|E|。 
推论 在 任何 无 向 图 中 ， 奇 数 度 的 顶点 数 必 是 偶数 。 
证 明 . 设 多 .和 XK 分 别 是 图 G 的 奇 度 点 集合 和 偶 度 点 集合 ， 则 由 定理 8.1 有 
Ddeg(v)= > deg(v)+ deg(v)=2|E|。 
vey ve ve 


由 于 deg(v) 是 偶数 之 和 ， 从 而 > deg(y) = 2| 天 |-》 deg(y) 必然 也 是 偶数 ,而 只 有 
veV vepo vepe 


偶数 个 奇数 的 和 才 为 偶数 ， 即 | 多 | 必须 是 偶数 。 百 

【 例 8.6】 假设 一 共有 9 个 工厂 ， 证 明 : 

(a) 在 它们 之 间 不 可 能 每 个 工厂 都 只 与 其 他 3 个 工厂 有 业务 联系 。 

(b) 在 它们 之 间 不 可 能 只 有 4 个 工厂 与 偶数 个 工厂 有 业务 联系 。 

证 明 . 将 每 个 工厂 用 一 个 点 表示 ， 在 有 业务 联系 的 两 个 工厂 之 间 加 边 ， 则 可 构成 一 
个 无 向 图 。 

(a) 如 果 每 个 工厂 都 只 与 其 他 3 个 工厂 有 业务 联系 ， 那 么 图 G 中 每 个 点 的 度数 都 是 
3， 与 定理 8.1 的 推论 矛盾 。 

(b) 如 果 只 有 4 个 工厂 与 偶数 个 工厂 有 业务 联系 ， 则 有 5 个 工厂 与 奇数 个 工厂 有 业 
务 联 系 ， 即 图 G 中 有 5 个 顶点 具有 奇数 度数 ， 与 定理 8.1 的 推论 矛盾 。 

【 例 8.7】 证 明 : 不 存在 具有 奇数 个 面 而 且 每 个 面 都 具有 奇数 条 棱 的 多 面体 。 

证 明 . 假设 存在 这 样 的 多 面体 。 作 无 向 图 G， 其 以 多 面体 的 面 作为 图 的 顶点， 如 果 
两 个 面 之 间 存 在 公共 的 棱 ， 则 在 代表 这 两 个 面 的 两 个 顶点 之 间 添 加 一 条 边 。 根 据 假设 ， 
| 为 奇数 ， 而 且 对 于 任意 veV，deg(v) 也 是 奇数 ， 这 与 定理 8.1 的 推论 矛盾 。 
由 无 向 图 中 各 顶点 的 度数 构成 的 序列 称 为 该 图 的 一 个 度数 序列 。 例 如 图 8.1 的 一 个 


度数 序列 是 0, 2, 3, 5。 
定理 8.2 ”对 给 定 的 非 负 整 数 序列 q1, q;,,…, qd, 存在 以 qi, qd;,，…, qd 为 度数 序列 的 n 


阶 无 向 图 G 当 且 仅 当 六 4 是 偶数 。 


证 明 . 将 顶点 度数 为 奇数 的 顶点 两 两 配对 ， 两 点 之 间 连 一 条 边 ， 而 后 在 每 个 顶点 处 
不 断 增 加 自 环 即 可 。 口 
下 面 介绍 几 类 常用 的 特殊 图 。 


定义 8.8 假设 G=(V., EE, 力 为 无 向 图 ， 若 G 中 所 有 顶点 都 是 孤立 顶点 ， 则 称 G 为 零 
图 Cnull graph) 或 离散 图 (discrete graph); 若 |W=n，|E|=0， 则 称 G 为 n 阶 零 图 。 

定义 8.9 所 有 顶点 的 度数 均 相等 的 无 向 图 称 为 正则 图 (regular graph); 所 有 顶点 
的 度数 均 为 大 的 正则 图 称 为 大 度 正则 图 ， 也 记 作 大 正则 图 。 

注 : 零 图 是 零度 正则 图 。 

【 例 8.8】 图 8.4 中 (a)、(b)、(c)、(d) 都 是 3 度 正 则 图 。 


(a) (b) (c) (d) 


图 8.4 例 8.8 用 图 
定义 8.10 任意 两 个 相 异 顶点 都 相 邻 的 简单 图 称 为 完全 图 (complete graph), n 阶 
完全 图 记 为 KK,。 
注 : 显然 ，& 是 n-l 度 正 则 图 。 
如 果 记 大 {1,2,…,n}， 则 完全 图 的 边 集 是 包 { u,v}l1<u<v<n}。 
【 例 8.9】 图 8.5 是 一 些 常 用 的 完全 图 。 


| 个 内 名 审 


© 
Ai 人 > 


8.5 例 8.9 用 图 


定理 83 阶 完全 图 中 的 边 数 是 了 n(n 一])。 
证 明 . 因为 完全 图 中 每 点 的 度 都 是 n-1， 故 >》 deg(v) = n(n 一 1)， 于 是 由 定理 8.1， 边 


数 为 了 nln-D。 | 


定义 8.11 如 果 图 的 顶点 集 玉 由 集合 {0. 1} 上 的 所 有 长 为 n 的 二 进 制 囊 组 成 ,两 个 顶 
点 邻接 当 且 仅 当 它们 的 标号 序列 仅 在 一 位 上 数字 不 同 。 这 样 的 简单 图 称 作 好 立方体 
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(n-cube) 图 ， 记 作 OO 或 者 B,; n>3 时 ， 又 称 为 n 维 超 立 方 体 (hypercube) 图 。 
在 n- 立 方 体 图 中 ， 两 个 顶点 xix2… 与 yy2…ym 邻接 ， 当 且 仅 当 在 一 个 坐标 上 的 数 


字 不 同 ， 即 > =%|=1 和 
jd 


【 例 8.10】 图 8.6 显 示 了 了 B1、B,、B; 和 Ba。 


0110 


SS 


(d) 
图 8.6 例 8.10 用 图 

定义 8.12 假设 天 1 2, …,n} (n>3), E={{u,v}ll<u,v<n, u-v=l(mod n)}， 则 
称 简单 图 G(V, 情 ) 为 圈 图 《cycle graph)， 记 作 Cr- 

定义 8.13 假设 态 {0, 1,2,…,n} (n=3), E={fu,v}l<u, v<n, uv=l(mod n), 
或 者 u=0，v 三 1}， 则 称 简单 图 G(V.E) 为 轮 图 (wheel graph)， 记 作 夸 。 

从 直观 上 讲 ， 轮 图 画 ,就 是 在 圈 图 C* 中 增加 一 个 顶点 连接 所 有 其 他 项 点。 

【 例 8.11】 n=3,4,5,6 的 圈 图 C; 见 图 8.7。 


(a) (b) (0 (d) 


图 8.7 例 8.11 用 图 


【 例 8.12】 n=3,4, 5,6 的 轮 图 万 , 见 图 8.8。 

定义 8.14 若 简 单 图 G=(V, 玉 的 顶点 集 玉 存 在 一 个 划分 { 历 ， 瑟 } 使 得 G 中 任 一 条 边 
的 两 端 分 别 属于 瑟 和 有 到 , 则 称 G 是 二 部 图 (bipartite graph), 此 时 也 可 以 将 G 写 作 G=( 有 万， 
万 , 有 。 如 果 卫 中 的 每 个 顶点 都 与 到 中 每 个 顶点 相 邻 ， 则 称 G 是 完全 二 部 图 (complete 
bipartite graph)， 记 作 久 .;， 其 中 | 克 ，s=| 万 |。 让 和 孔 称 作 G 的 互补 顶点 子 集 。 


第 8 章 图 论 \ 李 人 


(a) (b) (c) (d) 


8.8 例 8.12 用 图 


【 例 8.13】 图 8.9 EE 是 二 部 图 ，(a) 是 完全 二 部 图 K3， 而 (b) 不 是 完全 二 
部 图 ;(c) 和 (d) 都 不 是 


爱 么 侈 忌 


站 例 8.13 

如 果 边 存在 方向 ， 就 得 到 了 有 向 图 。 

定义 8.15 一 个 有 向 图 ( directed graph 或 digraph ) G 指 一 个 三 元 组 (VF, 力 ， 其 中 : 

(1) 大 {v1, Ww …, Ww} 是 一 个 有 限 集 合 ， 称 作 顶 点 集 ， sn (vertex) 或 

(2 ) EE={e1,ez, …, em} 是 一 个 有 限 集合 ， 称 作 边 集 ， 其 元 素 称 作 边 (edge)。 

(3)y 是 EE 到 VxV 的 一 个 函数 ， 对 于 任意 eeE， 若 Ae)=(u, vjeVxV， 则 tu 称 作 边 @ 
的 始点 ，v 称 作 边 e 的 终点 。 

注 : 在 本 章 中 如 不 加 特殊 声明 ， 所 提 及 的 “图 ” 均 泛 指 无 向 图 和 有 向 图 ， 即 它 既 可 以 
表示 无 向 图 又 可 以 表示 有 向 图 。 

【 例 8.14】 ”如 图 8.10 所 示 ， 有 向 图 G=(V. E, 办 中 大 {fy1, vw, v3, V4}，E={@1, @2, @3, @4, 
@s}, Me1)=(va, v2), Ae2)=(v3, V2), Ae3)=(v3, V4), Aea)=(V4, V3), Aes)=(V4, V4)。 

例如 城市 间 的 道路 如 果 有 单行 线 ， 那 么 就 应 该 将 其 抽象 为 有 向 图 模型 ， 再 如 图 8.11 
所 示 的 程序 流程 图 ， 也 可 以 抽象 为 有 向 图 模型 。 


图 8.10 例 8.14 用 图 8.11 ”程序 流程 图 
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在 有 向 图 中 ， 由 于 边 存在 方向 性 ， 因 此 点 的 度数 的 概念 稍 有 不 同 。 

定义 8.16 假设 G-( 及 已 力 为 有 向 图 ,ve 及 顶点 Y 的 入 度 (in-degree) deg (Vv) 是 以 
Vy 为 终点 的 有 向 边 的 数目 ， 出 度 (out-degree) deg (Vv) 是 以 Vv 为 始点 的 有 向 边 的 数目 ， 顶 
点 的 度数 deg(v)=deg (v)+deg (v)。 

【 例 8.15】 在 图 8.12 中 , deg’(w)=0, deg (w)=0, deg’(w)=0, deg (vw)=2, deg’ (v3)=2, 
deg (v3)-1, deg’(w)-3, deg (va)-2。 

定理 8.4 ”对 于 任意 有 向 图 (VE,y)， 有 》 deg’(v)=》 deg (v) 直 E|。 


证 明 . 任何 一 条 有 向 边 ， 在 计算 顶点 度数 时 提供 一 个 出 度 和 一 个 入 度 。 因 此 ， 任 意 
有 向 图 出 度 之 和 等 于 入 度 之 和 等 于 边 数 。 口 

定义 8.17 假设 G-( 用 已 力 为 图 ， 丽 是 下 到 到 的 一 个 函数 ， 则 称 (G, 不 是 一 个 赋 权 
图 (weighted graph)， 对 于 eeE，Wle) 称 作 边 e 的 权重 (weight) 或 简称 权 。 

在 赋 权 图 中 ， 习 惯 上 将 边 的 权重 标 在 边 的 旁边 ， 例 如 图 8.13 就 是 一 个 赋 权 图 。 


ev 


图 8.12 例 8.15 用 图 图 8.13” 赋 权 图 示例 
8.1.2 图 的 同 构 与 子 图 


一 个 图 的 图 形 表 示 不 一 定 是 唯一 的 ， 有 很 多 表面 上 看 来 不 同 的 图 之 间 的 差别 仅 在 于 
顶点 和 边 的 名 称 的 差异 ， 而 从 邻接 关系 的 意义 上 看 ， 它 们 本 质 上 都 是 一 样 的 ， 可 以 把 它 
们 看 成 是 同一 个 图 的 不 同 表现 形式 。 这 就 是 图 的 同 构 概 念 。 

定义 8.18 设 Gi=( 有 万. Ei, Nh) 和 Gs=( 了 ,2,) 是 两 个 无 向 图 ， 如果 存在 下 到 万 的 双 
射 f/ 和 瓦 到 的 双 射 g, 满足 对 于 任意 的 eeF1, 车 hn(e)={u,v}, 则 pp(g(e)={f0),f07)}， 
则 称 G 和 G, 是 同 构 的 (isomorphic)， 并 记 之 为 Gl 宇 G,。 

将 定义 叙述 改 为 “满足 对 于 任意 的 eeE1, 车 hn(e)=(u.v)， 则 pp(g(@)F0000),707))”， 则 
该 定义 也 适用 于 有 向 图 。 

【 例 8.16】 图 8.14 中 (a) 和 (b) 是 同 构 的 ， 点 集 之 间 的 双 射 函数 是 ftv1)=a,， fv2)=b， 


8.14 例 8.16 用 图 
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ftva)=c, ftva)=4， 边 集 之 间 的 双 射 函数 是 g(@i)=Ei， 计 1, 2，…, 6。 

易 知 ， 图 之 间 的 同 构 关系 是 一 种 等 价 关 系 。 由 于 我 们 感 兴趣 的 主要 是 图 的 结构 和 性 
质 ， 因 此 在 本 书 中 不 区 别 同 构 的 图 ， 即 只 考虑 等 价 类 中 的 代表 元 素 ， 而 不 再 标 出 图 的 全 
部 顶点 名 称 和 边 的 名 称 。 

【 例 8.17】 图 8.16 中 (a)、(b)、(c)、(d) 和 (e) 是 同 构 的 , 称 作 彼得 森 图 (Peterson graph)。 


(a) (b) (©) 
(d) (e) 


图 8.15 例 8.17 用 图 
【 例 8.18】 画 出 所 有 不 同 构 的 具有 4 个 顶点、3 条 边 的 简单 图 。 


解 . 如 图 8.16 所 示 。 


(a) (b) (0) 
图 8.16 例 8.18 用 图 


目前 尚 没有 一 个 有 效 的 方法 可 以 判定 两 个 图 是 否 同 构 ， 下 面 给 出 图 同 构 的 一 些 必要 
条 件 : 

(a) 同 构 的 图 项 点数 相同 。 

(b) 同 构 的 图 边 数 相同 。 

(c) 同 构 的 图 项 点 度数 序列 在 不 计 次 序 的 情况 下 相同 。 

但 是 同时 满足 这 3 个 条 件 的 两 个 图 也 可 能 不 同 构 。 

【 例 8.19】 图 8.17 的 (a) 和 (b) 满 足 上 述 3 个 条 件 ， 但 是 彼此 不 同 构 。 


人 


(a) (b) 
图 8.17 例 8.19 用 图 


定义 8.19 假设 G=(TV, 刀 是 一 个 n 阶 简单 图 , 令 E={{u,v}|u, ve uzv,{u, v} gE}， 
则 称 (也 E) 为 G 的 补 图 (complement graph), 记 作 G=(V,E'), 若 G 与 G 同 构 , 则 称 G 
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是 自 补 图 (self-complementary graph)- 
从 直观 上 说 ，n 阶 简单 图 G 的 补 图 就 是 完全 图 ,去 除 G 的 边 集 后 得 到 的 图 。 
【 例 8.20】 在 图 8.18 中 ，(a) 的 补 图 是 (b)。 


(7 © | 
(a) (b) 


图 8.18 例 8.20 用 图 


定义 8.20 设 G<(W, ,有 和 且 -( 态 , EE, 坟 ) 是 两 个 图 ， 车 满足 万 CVi、ECE1， 及 
= ls, ， 即 对 于 任意 eeE,， 有 jp(e)=Xh(e), 则 称 甩 是 G 的 子 图 (subgraph )。 当 也 = 六 
时 ， 称 五 是 G 的 生成 子 图 或 支撑 子 图 ; 当 已 CE 或 态 c 且 时 ， 称 五 是 G 的 真子 图 ; 当 
用 = 且 且 已 = 请 或 忆 =O 时 ， 称 万 是 G 的 平凡 子 图 。 

定义 8.21 设 天 (到 , 已, 四 ) 是 G=( 历 , EE, YY1) 的 子 图 ， 若 E={elh(e)={u, YE 万; ， 即 
瑟 包 含 了 图 G 中 万 之 间 的 所 有 边 ， 则 称 甩 是 G 的 导出 子 图 。 

【 例 8.21】 在 图 8.19 中 ,， 瓦 是 G 的 子 图 , 压 是 G 的 导出 子 图 ， 万 是 G 的 支撑 子 
图 ， 本 不 是 G 的 子 图 。 


NX» 


图 8.19 例 8.21 用 图 

下 面 介绍 构造 子 图 的 几 种 常用 方法 。 

定义 8.22 设 v 是 图 G 的 一 个 顶点 , 从 G 中 删 去 顶点 V 及 其 关联 的 全 部 边 以 后 得 到 
的 图 称 为 G 的 删 点 子 图 ， 记 为 G-v; 显然 它 是 G 的 导出 子 图 。 

【 例 8.22】 图 8.20(a) 为 图 G，(b) 为 图 G-v。 

定义 8.23 设 e 是 图 G 的 一 条 边 ,从 G 中 删 去 边 e 之 后 得 到 的 图 称 为 G 的 删 边 子 图 ， 
记 为 G-e。 显 然 它 是 G 的 支撑 子 图 。 

【 例 8.23】 图 8.21(a) 为 图 G，(b) 为 图 G-e。 


(a) (b) (a) (b) 


8.20 例 8.22 用 图 8.21 例 8.23 用 图 


第 8 章 图 论 


8.1.3 道路 、 回 路 与 连通 性 


定义 8.24 有 向 图 G=(V. E, 力 中 的 一 条 道路 (path) 去 是 指 一 个 点 - 边 序列 vo, el, vi, 
@2,，…, Vels ep Ve， 满足 对 于 所 有 二 1，…,，Y(@iFG(Viy;， 称 开 是 从 Wo 到 Wi 的 道路 。 如 
果 yo=w， 则 称 元 是 回路 〈circuit)。yo 称 为 道路 x 的 起 点 ，W 称 为 A 的 终点 , 大 称 为 元 
的 长 度 。 如 果 在 道路 /回路 zt 中 各 边 互 异 ， 则 称 x 是 简单 道路 (simple path) /简单 回路 
(simple circuit)。 如 果 在 道路 /回路 元 中 , 除 Vo 和 We 外 ,图 中 每 个 顶点 至 多 出 现 一 次 ， 则 
称 元 是 初级 道路 /初级 回路 ; 初级 回路 也 称 作 圈 (cycle)。 

注 : 

(a) 类 似 地 可 以 定义 无 向 图 G=(V, EE, 力 中 的 道路 x 为 点 - 边 序列 vo, et v1, ea，…, V1, Ek 
ve， 满足 对 于 所 有 二 1，…,k，XeiF fw 如。 继而 可 以 定义 无 向 图 中 的 回路 、 道 路 端点 、 
长 度 、 简 单 道路 /简单 回路 、 初 级 道路 /初级 回路 。 

(b) 对 于 简单 图 而 言 ,由 于 每 条 边 可 以 使 用 顶点 对 唯一 表示 , 因此 道路 vo, et v1, ea，… 
Ves ek Wk 也 可 以 仅 用 顶点 序列 vo, wy，…, 失 表 示 。 

【 例 8.24】 在 图 8.22 中 ， V3, €2, V2, 1, V4, 265， ws 是 一 条 简单 道路 但 不 是 初级 道路 ， V3, 
ez V2, el V4 是 一 条 初级 道路 ，v3, e3, v4, et V3 是 一 条 简单 回路 。 

定理 8.5 ”假设 简单 图 G 中 每 个 顶点 的 度数 都 大 于 1， 则 G 中 存在 回路 。 

证 明 . 假设 x vo, Vi， …, vey Ww 是 图 G 中 最 长 的 一 条 初级 道路 ， 显 然 vo 和 vi 都 不 会 
与 不 在 道路 x 上 的 任何 顶点 相 邻 ， 否 则 将 可 以 产生 更 长 的 一 条 道路 。 但 是 deg(vo)>1， 因 
此 必定 存在 x 上 的 顶点 vw 与 we 相 邻 ， 于 是 产生 了 回路 (如 图 8.23 所 示 )。 口 

定义 8.25 假设 WW 和 vV 是 无 向 图 或 有 向 图 G 中 的 两 个 顶点 ， 如 果 w=v 或 者 图 中 存在 
从 1 到 vv 的 道路 ， 则 称 4 到 v 是 可 达 的 〈reachable)， 否 则 称 w 到 v 是 不 可 达 的 

注 : 容易 看 出 ， 可 达 性 是 无 向 图 的 项 点 集 上 的 一 个 等 价 关系 。 

【 例 8.25】 在 图 8.24 中 ，vs 到 vw 是 可 达 的 ，v, 到 vw 是 不 可 达 的 。 
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图 8.22 例 8.24 用 图 图 8.23 定理 8.5 用 图 


定义 8.26 假设 G 是 无 向 图 ,如果 图 中 任意 两 相 异 点 之 间 都 存在 道路 , 则 称 G 为 连 
通 的 ( connected ) 或 连通 图 ; 否则 称 图 G 是 不 连通 的 〈disconnected ). 

注 : 定义 1 阶 简单 图 也 是 连通 图 。 

定义 8.27 假设 无 向 图 G 的 顶点 集 玉 在 可 达 关 系 下 的 等 价 类 为 { 厂 , 玫 ,…, 克 }， 则 
G 关 于 万 的 导出 子 图 称 作 图 G 的 一 个 连通 分 支 (connected component)， 其 中 天 1,. 2，…, 有 

注 : 连通 图 是 只 有 一 个 连通 分 支 的 无 向 图 。 

【 例 8.26】 图 8.25 是 有 3 个 连通 分 支 的 非 连通 图 。 

定义 8.28 假设 G-( 甩 已 力 是 连通 图 ， 若 ee 下 ， 且 G-e 不 连通 ， 则 称 e 是 图 G 中 一 


> 
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条 割 边 或 桥 (bridge)。 


几 
| 
如 
ev 
图 8.24 例 8.25 用 图 图 8.25 例 8.26 用 图 


【 例 8.27】 图 8.26 中 ，e!、e; 都 是 桥 ， 而 e3、e4s、es 都 不 是 桥 。 

注 : 图 中 每 条 悬挂 边 都 是 桥 。 

定理 8.6 ”连通 图 中 边 e 是 桥 当 且 仅 当 e 不 属于 图 中 任意 一 条 回路 。 

对 于 有 向 图 而 言 ， 连 通 性 的 情况 要 复杂 些 。 

定义 8.29 假设 G 是 有 向 图 ， 如果 忽略 图 中 边 的 方向 后 得 到 的 无 向 图 是 连通 的 ， 则 
称 G 为 连通 的 或 有 向 连通 图 ; 否则 称 图 G 是 不 连通 的 。 

定义 8.30 假设 G 是 有 向 连通 图 ， 如 果 对 于 图 中 任意 两 个 顶点 4 和 vV, 到 vv 和? 
到 都 是 可 达 的 ， 则 称 G 为 强 连通 的 (strongly connected); 如 果 对 于 图 中 任意 两 个 顶 
点 4 和 YU 到 vv 和?Y 到 1 至 少 之 一 是 可 达 的 ， 则 称 图 G 是 单 向 连通 的 。 

注 : 强 连 通 图 必 是 单 向 连通 图 ， 单 向 连通 图 必 是 有 向 连通 图 。 但 是 这 两 个 命题 反 过 
来 并 不 成 立 。 

定义 8.31 假设 G 是 有 向 图 ， 如 果 图 中 不 存在 有 向 回路 ， 则 称 G 为 有 向 无 环 图 
(Directed Acyclic Graph )， 简 记 作 DAG。 

【 例 8.28】 图 8.27 中 的 (a) 是 强 连通 的 ，(b) 是 单 向 连通 的 但 不 是 强 连通 的 ，(c) 是 有 
向 连通 的 但 不 是 单 向 连通 的 ，(a) 和 (b) 都 不 是 DAG，(c) 是 DAG。 


如 | vl 
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w vs (a) (b) (c) 
图 8.26 例 8.27 用 图 图 8.27 例 8.28 用 图 


8.1.4 图 的 矩阵 表示 


图 用 图 形 表示 的 优点 是 直观 形象 ， 但 是 当 顶 点 数 和 边 数 的 值 比较 大 时 ， 这 种 方法 不 
是 很 方便 。 图 论 中 的 图 主要 研究 的 是 项 点 集 以 及 顶点 之 间 是 否 具有 某 种 关系 ， 因 此 可 以 
仿照 之 前 的 关系 矩阵 ， 用 矩阵 形式 来 表示 图 ， 以 便于 用 代数 方法 研究 图 的 性 质 ， 也 便于 
计算 机 处 理 。 

定义 8.32 设 G 是 有 向 图 ， 顶点 集 为 天 fw V2 …,W。 构造 矩阵 A4=(ay)mw， 其 中 : 

m， ”车 存在 m 条 vi 到 vj 的 有 向 边 
“ - 若 不 存在 w 到 wj 的 有 向 边 

则 称 4 是 有 向 图 G 的 邻接 矩阵 ( adjacent matrix ). 


有 向 图 G 的 邻接 矩阵 4 具有 如 下 性 质 : 
(a) 二 中 第 站 行 元 素 之 和 为 顶点 的 出 度 ， 即 六 ou = deg*(w) 。 


(Cb) 4 中 第 ; 列 元 素 之 和 为 顶点 六 的 入 度 ， 即 六 mw = deg-(w) 。 


(c) 4 在 普通 乘法 意义 下 的 大 次 宕 个 的 第 i 行 第 j 列 元 素 值 为 G 中 从 六 到 六 的 长 度 


为 大 的 不 同道 路 数目 。 
对 于 无 向 图 也 可 以 类 似 地 定义 邻接 矩阵 。 


定义 8.33 设 G 是 无 向 图 ， 顶 点 集 为 [三 {vi, wm,…,W}。 构造 矩阵 4-(aj)wm， 其 中 : 


_ fm, 车 存在 m 条 以 Vi 到 vj 为 两 端的 边 
[0， 着 到 w 不 相生 
则 称 44 是 无 向 图 G 的 邻接 矩阵 。 
无 向 图 G 的 邻接 矩阵 4 具有 如 下 性 质 : 
(a) 4 是 对 称 和 矩阵 。 


(b) 4 中 第 ; 行 元 素 之 和 等 于 第 ; 列 元 素 之 和 ， 为 顶点 证 的 度数 ， 即 六 mw = 六 a, = 
j=l j=l 
deg(vi)。 
(c) 4 在 普通 乘法 意义 下 的 大 次 时 和 的 第 i 行 第 j 列 元 素 值 为 G 中 从 六 到 六 的 长 度 
为 大 的 不 同道 路 数目 。 
0000 0000 
Si 00 00 a |0 0 0 0 
【 例 8.29】 图 8.28 的 邻接 矩阵 是 4= nd A 0 中 as=3 表 
QQ 0323 
明 从 v 到 vy 声 有 3 条 长 度 为 3 的 不 同道 路 : 
V4a, €5, V4, €4, V3, €2, V2 
V4, €5, V4, €5, Va, €1, V2 
V4, €4, V3, €3, V4, €1, V2 
0000 0 0 0 0 
0011 | 沽 - 滞 汐 
【 例 8.30】 图 8.29 的 邻接 矩阵 是 4= pe bP a22=5 
(rl 让 0 9 15 15 


表明 从 到 v 有 5 条 长 度 为 3 的 不 同 回 路 : 


el Wy 
e e, 0 
| gs 
ba ee Vs 
vr vs 
4 


e4 
ev ev 


8.28 例 8.29 用 图 8.29 例 8.30 用 图 


离散 数学 及 应 用 (第 2 版 ) 


V2, €2, V3, €3, V4, el V2 
V2, €2, V3, €4, V4, el V2 
V2, el V4, €3, V3, €2, V2 
V2, 1, V4, €4, V3, €2, V2 
V2, 1, V4 65 V4, el V2 
对 于 二 部 图 G=(K, 了 有， 还 可 以 采用 和 矩阵 形式 来 表示 。 例 如 图 8.30(a) 的 矩阵 形式 就 
是 图 8.30(b)。 


员 功 为 芒 
mf10 11 

mlo 1 01 
™ » | 0 
| 00 
3. wl 0 10 
有 xwl0o 0 11 

(a) (b) 


8.30 二 部 图 的 矩阵 形式 


8.2 欧 拉 图 


18 世纪 时 ， 普 列 戈 利 亚 〈Pregel) 河流 经 东 普 鲁 士 的 哥 尼 斯 堡 (Konigsberg， 今 名 加 
里 宁 格 勒 ， 属 俄罗斯 )， 将 该 市 陆地 分 成 了 4 个 部 分 : 两 岸 及 两 个 河 心 岛 。 陆 地 间 共 有 7 
座 桥 相通 〈 如 图 8.31 所 示 )。 当 时 的 居民 一 直 在 议论 一 个 话题 ; 能 和 否 从 任何 一 块 陆 地 出 
发 ， 通 过 每 座 桥 一 次 且 仅 一 次 ， 最 后 又 返回 出 发 点 ? 

欧 拉 在 1736 年 解决 了 这 一 问题 ， 发 表 了 图 论 史上 第 一 篇 重要 文献 ， 标 志 着 图 论 的 
开端 。 


图 8.31 哥 尼 斯 堡 七 桥 ( 图 片 来 源 : 维基 百科 ) 
欧 拉 注意 到 行人 在 同一 块 陆地 内 部 如 何 行走 与 问题 无 关 ， 因 此 他 用 顶点 a、b、c、q 
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分 别 表 示 4 块 陆 地 ， 用 边 来 表示 连接 陆地 的 桥 。 这 样 ， 他 就 将 这 个 实际 问题 转化 为 在 
图 8.32 所 示 的 图 中 寻找 包括 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 的 回路 。 本 节 即 介绍 解决 这 一 问题 的 相 
关 概 念 和 方法 。 

定义 8.34 通过 图 G 中 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 的 道路 称 作 该 图 的 一 条 欧 拉 道路 
( Eulerian path ); 通过 图 G 中 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 的 回路 称 作 该 图 的 一 条 欧 拉 回路 
(Eulerian circuit ); 存在 欧 拉 回 路 的 图 称 为 欧 拉 图 (Eulerian graph )。 

注 : 欧 拉 道路 是 经 过 所 有 边 的 简单 道路 ， 欧 拉 回 路 是 经 过 所 有 边 的 简单 回路 。 

【 例 8.31】 图 8.33 中 的 (a) 存 在 欧 拉 回路 ，(b) 不 存在 欧 拉 回路 但 是 存在 欧 拉 道路 ， 
(c) 不 存在 欧 拉 道路 。 


4 让 口 克 


(a) (b) (0) 
图 8.32 哥 尼 斯 堡 七 桥 的 抽象 图 8.33 例 8.31 用 图 


欧 拉 在 1736 年 给 出 了 欧 拉 道路 /回路 存在 的 必要 条 件 ; 1873 年 ， 希 尔 霍 尔 策 (Carl 
Hierholzer) 首次 给 出 了 刻画 欧 拉 图 的 充 要 条 件 。 

定理 8.7 无 向 图 G 是 欧 拉 图 当 且 仅 当 G 是 连通 的 而 且 所 有 顶点 都 是 偶数 度 。 

证 明 .〈 必 要 性 ) 假设 无 向 图 G 是 欧 拉 图 ， 即 图 中 存在 欧 拉 回路 ， 则 沿 着 该 回路 朝 一 
个 方向 前 进 时 ， 经 一 条 边 进入 某 顶 点 后 必定 经 由 另 一 条 边 离开 ， 因 此 每 个 顶点 都 和 偶数 
条 边关 联 ， 即 各 项 点 的 度 都 是 偶数 。 

(充分 性 ) 设 连通 图 G 的 顶点 都 是 偶数 度 ， 采 用 构造 法 证 明 欧 拉 回路 的 存在 性 。 从 
任意 点 vo 出发， 构造 G 的 一 条 简单 回路 C: 由 于 各 项 点 的 度 均 是 偶数 ， 因 此 不 可 能 停留 
在 某 点 yzv 上 而 不 能 继续 向 前 构造 ， 因 此 最 终 一 定 能 够 回 到 w， 构 成 简单 回路 C (如 
图 8.34(a) 加 粗 边 所 示 )。 

车 C 包 含 了 G 中 的 所 有 边 ， 它 即 是 G 的 欧 拉 回 路 。 和 否则 ， 从 G 中 删 去 C 的 各 边 及 
孤立 顶点 (如果 存在 ), 得 到 Gi， 显然 Gi 中 各 顶点 的 度 仍然 是 偶数 。 由 于 原 图 是 连通 的 ， 
Gi 和 原 图 的 其 他 部 分 必然 有 公共 顶点 uw。 从 这 一 点 出 发 ， 在 原 图 的 剩余 部 分 中 重复 上 述 
步骤 得 到 回路 C' (如 图 8.34(b) 加 粗 边 所 示 ) 。 将 C 和 C' 连 接 起 来 得 到 包含 边 数 比 原来 
更 多 的 G 的 一 条 简单 回路 (如 图 8.34(c) 加 粗 边 所 示 )。 不 断 重复 上 述 构造 过 程 ， 最 终 可 
以 构造 出 包含 图 G 所 有 边 的 回路 ， 即 G 的 一 条 欧 拉 回路 。 电 


器 呈 


(b) (9) 
8.34 ”定理 8.7 用 图 
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定理 8.8 无 向 图 G 存 在 欧 拉 道 路 当 且 仅 当 G 是 连通 的 而 且 G 中 奇数 度 顶 点 不 超过 
两 个 。 
证 明 .必要 性 ) 设 连通 图 G 含有 一 条 欧 拉 道路 工 ， 则 在 工 中 除 起 点 与 终点 外 ， 其 余 
每 个 顶点 都 与 偶数 条 边 相 关联 ， 因 此 ，G 中 最 多 有 两 个 奇数 度 的 顶点 。 

(充分 性 ) 若 G 没有 奇数 度 顶点 ， 则 由 定理 8.7，G 存在 欧 拉 回 路 ， 其 就 是 一 条 欧 拉 
道路 。 

若 G 有 两 个 奇数 度 项 点 & 和 v， 则 在 图 G 中 添加 边 wv 得 到 G'， 由 定理 8.7，G' 存 在 
欧 拉 回路 C。 从 C 中 去 掉 边 zw， 则 得 到 一 条 简单 道路 工 ， 其 两 个 端点 是 zx 和 v， 并 且 包 
含 了 G 的 全 部 边 ， 即 工 是 G 的 一 条 欧 拉 道 路 。 口 

由 定理 8.8 知道 , 图 8.32 所 示 图 的 4 个 顶点 都 是 奇数 度 项 点 ， 因 此 不 存在 欧 拉 道 路 ， 
所 以 哥 尼斯 堡 七 桥 问 题 不 存在 满足 要 求 的 路 线 。 

【 例 8.32】 图 8.35 中 的 (a)、(b) 所 有 项 点 都 是 偶数 度 ， 因 此 它们 都 是 欧 拉 图 ;(c) 中 
有 两 个 奇数 度 顶 点 ,因此 不 存在 欧 拉 回路 , 但 是 存在 欧 拉 道路 ; (d) 中 有 8 个 奇数 度 顶 点 ， 
因此 不 存在 欧 拉 道路 。 


(a) (b) (9 (d) 


图 8.35 例 8.32 用 图 


前 面 讨论 了 欧 拉 道路 存在 性 的 判定 问题 ， 下 面 介绍 弗 勒 里 〈Fleury) 于 1883 年 提出 
的 在 存在 欧 拉 道路 /回路 的 无 向 图 中 构造 该 道路 /回路 的 算法 : 

弗 勒 里 算法 Fleury (G) 

输入 : 至 多 有 两 个 奇数 度 顶点 的 图 G=(V,E,y) 

输出 : 以 序列 形式 呈现 的 欧 拉 回路 /道路 x 


1 ”选择 图 中 一 个 奇数 度 顶 点 vew 如 果 图 中 不 存在 奇数 度 项 点 ， 则 任意 选取 一 个 项 点 w 道路 
序列 mv 
如 果 1EIz0， 则 
如 果 与 Vv 关 联 的 边 多 于 一 条 ， 则 任 选 其 中 不 是 桥 的 一 条 边 e; 否则 选择 桥 e 
假设 e 的 两 个 端点 是 VvV 和 uu，A-xeeeu，veu 
删除 边 e 及 孤立 项 点 (如 果 存 在 ) 
返回 步骤 2 
输出 序列 亚 


心 w IF 


2 
2 
2- 
2 
2 
3 


表 8.1 给 出 了 弗 勒 里 算法 的 一 个 实例 。 
定理 8.9 假设 连通 图 G 中 有 个 度 为 奇数 的 顶点 ， 则 G 的 边 集 可 以 划分 成 52 条 
简单 道路 ， 而 不 可 能 分 解 为 b2-1 或 更 少 条 简单 道路 。 


第 8 章 图 论 


表 8.1 弗 勒 里 算法 实例 


选择 的 边 e 


el 
@ V1, el V2, €2, V3 
V1, el, V2, e2, V3, €4, V4 
e4 i 
(注意 此 时 不 能 选择 桥 e3) 
65 V1, el V2, €2, V3, €4, V4, €5, V5 5 
e6 V1, el V2, e2, V3, €4, V4, €5, V5, €6, V3 
@3 V1, el V2, €2, V3, €4, V4, €5, V5, 66, V3, €3, V1 


证 明 . 由 握手 定理 知 大 必定 是 偶数 。 将 这 大 个 顶点 两 两 配对 后 增添 互 不 相 邻 的 /2 条 
边 ， 得 到 一 个 无 奇数 度 顶 点 的 连通 图 G'。 由 定理 8.7， 图 G' 中 存在 欧 拉 回 路 C。 在 C 中 
删 去 增添 的 这 jb2 条 边 ， 便 得 到 了 k/2 条 简单 道路 ， 它 们 包含 了 原 图 G 中 的 所 有 边 。 

假设 图 G 的 边 集 可 以 分 为 9 条 简单 道路 , 则 在 图 G 中 添加 9 条 边 可 以 得 到 欧 拉 图 G'。 
因此 图 中 所 有 顶点 都 是 偶数 度 ， 而 每 添加 一 条 边 最 多 可 以 将 两 个 奇 度 点 变 为 偶 度 点 ， 即 
有 2g 宇 k。 口 

【 例 8.33】 图 8.36(a) 所 示 的 图 中 有 8 个 奇数 度 顶点 ， 因 此 可 以 将 它 的 边 集 分 解 为 4 
条 简单 道路 ， 如 图 8.36(b) 所 示 。 


(a) (b) 
图 8.36 例 8.33 用 图 


无 向 图 的 欧 拉 道路 问题 及 其 有 关 结 果 很 容易 推广 到 有 向 图 中 。 

定理 8.10 有 向 图 G 中 存在 欧 拉 回路 当 且 仅 当 G 是 连通 的 ， 而 且 G 中 每 个 顶点 的 
入 度 都 等 于 出 度 。 有 向 图 G 中 存在 欧 拉 道路 但 不 存在 欧 拉 回路 当 且 仅 当 G 是 连通 的 ， 除 
a 其 余 每 个 顶点 的 入 度 都 等 于 出 度 ， 而 且 这 两 个 顶点 中 一 个 顶点 的 入 度 比 出 
度 大 1， 另 一 项 点 的 入 度 比 出 度 小 1。 

此 定理 的 证 明 与 定理 8.7、 定 理 8.8 的 证 明 类 似 。 

【 例 8.34】 图 8.37 中 ，(a) 存 在 欧 拉 回 路 ; (b) 不 存在 欧 拉 回路 , 但 是 存在 欧 拉 道路 ; 
(c) 不 存在 欧 拉 道 路 。 


Sm 
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(a) (b) (c) 
8.37 例 8.34 用 图 


8.3 ”哈密 顿 图 


1857 年 爱尔兰 数学 家 哈密 顿 (William Rowan Hamilton，1805 一 1865) 发 明了 “周游 
世界 ?玩具 : 用 一 个 正 十 二 面体 的 20 个 顶点 代表 世界 上 20 个 大 城市 ，30 条 棱 表 示 这 些 
城市 之 间 的 交通 线路 (如 图 8.38(a) 所 示 )。 要 求 游戏 者 从 任意 一 个 城市 〈 即 顶点) 出 发 ， 
沿 棱 行走 经 过 每 个 城市 一 次 且 只 经 过 一 次 ， 最 终 返 回 出 发 地 。 

后 来 由 于 立体 的 玩具 不 太 好 用 ， 又 诞生 了 它 的 木板 状 的 版 本 〈 如 图 8.38(b) 所 示 )。 

问题 的 实质 是 : 在 图 8.38(b) 所 示 的 连通 图 中 ， 是 否 存 在 包含 所 有 顶点 的 初级 回路 ? 
这 个 问题 的 解 (之 一 ) 由 图 8.38(c) 给 出 。 更 重要 的 是 ， 由 此 引出 了 哈密 顿 道 路 和 哈密 顿 
回路 的 概念 。 


(b) 
图 8.38 “周游 世界 ”玩具 

定义 8.35 通过 图 G 中 每 个 顶点 一 次 且 仅 一 次 的 道路 称 作 该 图 的 一 条 哈密 顿 道 路 
( Hamiltonian path ); 通过 图 G 中 每 个 顶点 一 次 且 仅 一 次 的 回路 称 作 该 图 的 一 条 哈密 顿 
回路 ( Hamiltonian circuit ); 存在 哈密 顿 回路 的 图 称 为 哈密 顿 图 ( Hamiltonian graph )。 

注 : 
(a) 由 定义 可 以 看 出 , 图 G 中 是 否 存 在 自 环 和 重 边 不 影响 哈密 顿 道路 /回路 的 存在 性 ， 
因此 之 后 只 须 考 虑 简单 图 的 情况 。 

(b) 哈密 顿 图 中 一 定 不 存在 悬挂 边 。 

(c) 存在 哈密 顿 道路 的 图 中 不 存在 孤立 顶点 。 

【 例 8.35】 图 8.39 中 ，(a) 存 在 哈密 顿 回 路 ，(b) 不 存在 哈密 顿 回路 ， 但 是 存在 哈密 
顿 道路 ，(c) 不 存在 哈密 顿 道路 。 

【 例 8.36】 图 8.40(a) 中 没有 哈密 顿 回路 。 

解 . 将 图 中 顶点 分 为 两 类 (在 图 8.40(b) 中 分 别 用 实心 顶点 和 空心 顶点 表示 )， 如 果 图 


空心 顶点 有 9 个 ， 无 法 组 成 满足 要 求 的 初级 回路 。 因 此 G 中 没有 哈密 顿 回路 。 
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仿 今 今 回 @ 


(b) (c) 
8.39 例 8.35 用 图 8.40 例 8.36 用 图 


【 例 8.37】 有 7 位 科学 家 参加 一 个 会 议 ， 已 知 A 只 会 讲 英语 ，B 会 讲 英语 和 汉语 ， 
C 可 以 讲 英语 、 意 大 利 语 和 俄语 ，D 会 日 语 和 汉语 ，E 会 德语 和 意大利 语 ，F 会 讲法 语 、 
日 语 和 俄语 ，G 可 以 讲 德语 和 法 语 。 可 和 否 安排 他 们 在 一 个 圆桌 围 坐 ， 使 得 相 邻 的 科学 家 
都 可 以 使 用 相同 的 语言 交流 。 

解 . 用 顶点 表示 科学 家 ， 如 果 两 位 科学 家 有 共同 语言 则 在 代表 他 们 的 顶点 之 间 连 一 
条 边 ， 可 以 形成 如 图 8.41(a) 所 示 的 图 。 一 个 满足 要 求 的 排 座位 方案 即 是 图 中 的 一 个 哈密 
顿 回 路 〈 如 图 8.41(b) 加 粗 边 所 示 )。 


G A G 
E E 
D © D 
(a) 


(b) 


图 8.41 例 8.37 用 图 


尽管 欧 拉 图 问题 与 哈密 顿 图 问题 类 似 ， 但 是 后 者 却 要 困难 得 多 (NPC 问题 )， 至 今 
尚未 找到 一 个 简单 的 充分 必要 条 件 去 判定 一 个 图 是 否 哈密 顿 图 。 哈 密 顿 图 的 刻画 一 直 是 
图 论 中 的 重要 课题 之 一 ， 本 节 将 介绍 几 个 基本 结果 。 

定理 8.11 设 G=(V. 百 是 m (Cn 二 2) 阶 简单 图 ， 如 果 G 中 任 一 对 顶点 和 vw 都 满足 
deg(u)tdeg(v) 宇 n-1， 则 G 中 存在 哈密 顿 道 路 。 

证 明 . n=2 时 易 验 证 定理 成 立 ， 下 面 假设 n 宇 3。 

首先 证 明 G 是 连通 图 。 否 则 ， 图 G 至 少 有 两 个 连通 分 支 Gi=(Vi, ED 和 Gs=(W, E2)， 
任 取 vieWi, we 了 态 ， 得 deg(vi)+deg(w) 夺 II-1+| 态 |-1=n-2， 与 条 件 巴 盾 。 

接 下 来 , 采用 构造 法 证 明 图 G 存在 哈密 顿 道路 。 假设 x Vi, V2，…, Vey, 六 是 图 G 中 
最 长 的 一 条 初级 道路 ( 易 知 k 宇 3), 显然 vi 入 都 不 会 与 不 在 道路 x 上 的 任何 顶点 相 邻 ， 
否则 将 可 以 产生 更 长 的 一 条 道路 。 

车 大 2， 则 该 初级 道路 经 过 了 G 的 全 部 顶点 ， 即 是 G 中 的 一 条 哈密 顿 道路 。 

若 kn， 下 面 证 明 因此 必定 存在 比 x 更 长 的 初级 回路 ， 由 而 导致 矛盾 。 

首先 证 明 必定 存在 1<i 和 大 使 得 fw wi}eE，fvi, weeE 《如 图 8.42 所 示 )。 

如 若 不 然 , 假设 与 vi 相 邻 的 顶点 为 ， ，…， 蕊 ， 则 训 必 定 与 3， 4， 


如 i 


3 
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不 相 邻 ， 于 是 deg(v1)+deg(VA 和 村 (k-1- 人 -1<n-1， 与 已 知 条 件 矛 盾 。 

因此 必定 存在 1<i 委 大 使 得 fw wi}eE,， {vi veeE, 于 是 可 以 得 到 初级 回路 vi, V2,，… 
VD W Ve1,，“…, Vi, V1 《如 图 8.43 中 加 粗 边 所 示 )， 即 G 中 存在 仅 经 过 这 大 个 顶点 的 初级 
回路 C。 不 妨 对 C 上 的 顶点 重新 编号 ， 使 得 回路 C 的 形式 为 mw V2 …, Ves Ve (如 
图 8.44(a) 所 示 )。 


| 加 < 外 四 本 DE 外 上 
图 8.42 定理 8.11 用 图 1 图 8.43 定理 8.11 用 图 2 
然后 证 明 存在 比 x 更 长 的 初级 道路 ， 因 而 导致 矛盾 。 
因为 G 是 连通 图 且 k<n， 所 以 一 定 存在 C 之 外 的 顶点 与 C 中 某 点 相 邻 ， 不 妨 假设 顶 
点 2 与 妆 相 邻 ， 于 是 可 以 得 到 长 度 为 kt1 的 初级 道路 wh ya， ,ye Vi WwW， …, V4 《如 
图 8.44(b) 中 加 粗 边 所 示 )。 百 
下 四 ”7 
4 软 7 和 
1 sy 1 
\ be, 4? 1 
\、 4 ~ 
(a) 下 


图 8.44 定理 8.1 用 图 3 


定理 8.12 设 G=(V, 月 是 n(n 大 3) 阶 简单 图 ， 如 果 G 中 任 一 对 顶点 w 和 vw 都 满足 
deg()+deg(y) 三 np， 则 G 是 哈密 顿 图 。 

证 明 . 由 定理 8.11，G 中 存在 哈密 顿 道路 :yi, yw，…, Vwi, ww (必要 时 对 顶点 重新 编 
号 )。 类 似 于 定理 8.11 的 证 明 过 程 , 可 得 到 必定 存在 1<i<n 使 得 {vi, vi} eE, {viii, wn} eE， 
并 由 此 可 以 构造 一 条 哈密 顿 回 路 。 口 

推论 1 设 G-( 严 刀 是 Cn 二 3) 阶 简单 图 , 如 果 G 中 任 一 顶点 的 次 数 都 至 少 是 w2， 
则 G 是 哈密 顿 图 。 

【 例 8.38】 当 n>2 时 ， 完 全 图 三 是 哈密 顿 图 。 

推论 2 设 G 是 一 个 (n,m) 简 单 图 车 m 宇 (n>-3n+6)/2， 则 G 是 哈密 顿 图 。 

证 明 . 如 果 图 中 存在 两 个 顶点 u, v， 使 得 deg(w)+deg(v)<n， 则 在 图 G 中 删 去 这 两 个 
点 ， 构 成 n-2 阶 简单 图 G'。G' 中 的 边 数 为 m' 宇 m-(deg(w)+deg(vV))>(n*-3n+6)/2-n= 
(n-2)(n-3)/2， 与 G' 是 简单 图 矛盾 。 


因此 ，G 中 任 一 对 顶点 u 和 vw 都 满足 deg(0)+deg() 三 mn， 由 
定理 8.12，G 是 哈密 顿 图 。 口 < > 
注意 ， 上 述 结果 都 是 充分 条 件 ， 不 满足 这 些 条 件 的 图 也 可 能 


是 哈密 顿 图 , 例如 图 8.45 所 示 的 图 显然 是 哈密 顿 图 , 但 是 它 每 个 。 图 8.45 ”哈密 顿 图 
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【 例 8.39】 假设 在 n(n 宇 4) 个 人 中 ， 任 意 两 人 合 在 一 起 能 认识 其 余 的 n-2 个 人 ， 
则 他 们 可 以 围 成 一 圈 ， 使 相 邻 者 相识 。 

证 明 . 以 每 个 人 为 一 个 顶点 ， 相 识 者 之 间 加 边 ， 便 构成 一 个 图 G。 问 题 转化 为 证 明 
图 G 是 哈密 顿 图 。 由 题 意 可 知 对 于 任意 两 顶点 u、v， 有 deg(w)+deg(v) 宇 n-2。 

车 wu、v 代表 的 两 人 相识 ， 则 deg(w)+deg(vV) 宇 n-2+1+1=n。 

车 u、v 代表 的 两 人 不 相识 , 他们 两 人 合 在 一 起 能 认识 其 余 的 n-2 个 人 。 假设 存在 顶 
点 w 与 4 相 邻 ， 则 必然 有 w 与 v 相 邻 ， 否则 wu、w 代表 的 两 人 合 在 一 起 仍然 不 认识 v 代 
表 的 人 。 同 理 ， 若 存在 顶点 mw 与 相 邻 ， 则 必然 有 w 与 相 邻 。 这 说 明 w、v 代表 的 两 
人 都 认识 其 余 的 全 部 n-2 个 人 ， 于 是 deg(w)+deg(v)=n-2+n-2 宇 n。 

由 定理 8.12 可 知 图 中 存在 哈密 顿 回 路 ， 即 所 有 人 可 以 围 成 一 圈 ， 使 相 邻 者 相识 。 口 

下 面 介 绍 一 个 与 哈密 顿 道路 /回路 相关 的 有 趣 问 题 一 骑士 巡游 (Knight”s tour): 
在 8x8 的 国际 象棋 盘 的 某 一 位 置 上 放置 一 个 棋子 马 ( 亦 称 骑士 ), 然 后 采用 国际 象棋 中 “ 马 
走 日 字 ” 的 规则 前 进 ， 要 求 经 过 棋盘 上 每 个 小 格子 一 次 且 仅 一 次 。 根 据 是 否 要 求 棋子 马 
最 终 回 到 出 发 点 ， 又 可 以 把 骑士 巡游 问题 分 为 骑士 巡游 道路 问题 和 骑士 巡游 回路 问题 。 
例如 图 8.46(a) 是 一 个 骑士 巡游 道路 ， 图 8.46(b) 是 一 个 骑士 巡游 回路 。 


(a) 
图 8.46 ”骑士 巡游 道路 和 骑士 巡游 回路 


而 后 人 们 又 把 骑士 巡游 问题 推广 到 一 般 的 mxn(m 三 n) 棋盘 上 ， 施 文 克 (Schwenk) 
证 明 ， 除 了 以 下 3 种 情况 外 ，mxn (m 和 mn) 棋盘 上 都 存在 骑士 巡游 回路 : 

(1) m 入 n 都 是 奇数 而 且 nz1。 

(2 m=1,2,4, 

(3) m=3 而 且 n=4., 6. 8。 

虽然 骑士 巡游 回路 的 存在 性 已 经 得 到 了 证 明 , 但 它 的 构造 算法 仍 是 一 个 活跃 的 课题 。 

另 一 个 与 哈密 顿 回 路 相关 的 问题 是 旅行 商 问题 (Traveling Saleman Problem, TSP)， 
又 称 作 旅行 推销 员 问 题 、 货 郎 担 问题 。 问 题 的 描述 是 : 有 一 个 推销 员 ， 要 到 7 个 城市 推 
销 商 品 ， 这 n 个 城市 两 两 之 间 的 距离 是 已 知 的 ， 他 希望 找到 一 条 最 短 的 路 线 ， 走 遍 所 有 
的 城市 ， 最 后 再 回 到 他 出 发 的 城市 。 使 用 图 论 的 语言 描述 就 是 ， 给 定 一 个 权 值 都 为 正 数 
的 赋 权 完全 图 ， 求 各 边 权 值 和 最 小 的 哈密 顿 回路 。 

【 例 8.40】 图 8.47 所 示 图 中 的 一 条 各 边 权 值 和 最 小 哈密 顿 回路 是 vi, wz, vs, va va, vi， 
权 值 和 为 135。 
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8.47 例 8.40 用 图 


旅行 商 问题 在 现实 生活 中 有 很 多 的 应 用 领域 ， 如 规划 最 合理 高 效 的 道路 交通 ， 以 减 
少 拥堵 ; 更 好 地 规划 物流 ， 以 减少 运营 成 本 ;在 互联 网 环境 中 更 好 地 设置 节点 ， 以 利于 
信息 流动 等 。 但 是 旅行 商 问 题 也 是 一 个 著名 的 难题 (NPC 问题 )， ee 
决 方法 ， 因 此 为 之 设计 高 效 的 近似 算法 始终 是 最 优化 领域 和 算法 领域 的 研究 热点 


84 平面 图 


定义 8.36 如 果 可 以 将 无 向 图 G 画 在 平面 上 ， 使 得 除 端点 处 外 ， 各 边 彼此 不 相交 ， 
则 称 G 是 具有 平面 性 的 图 ， 或 简称 为 平面 图 (planar graph)， 否 则 称 G 是 非 平面 图 。 

注 : 容易 看 出 ， 图 G 中 是 否 存在 自 环 和 重 边 不 影响 图 的 平面 性 。 因 此 之 后 只 须 考虑 
简单 图 的 情况 。 

【 例 8.41】 图 8.48 中 (a) 和 (b) 都 是 平面 图 ， 可 分 别 画 为 (和 (gd) 的 形式 。 


(a) (b) (c) (d) 


图 8.48 例 8.41 用 图 


Re 图 8.49 中 (a) 和 (b) 都 是 非 平面 图 ， 无 论 怎 么 画 ， 都 会 有 一 条 边 与 其 他 边 
， 例 如 (c) 和 (d) (有 关 这 一 结论 更 严格 的 证 明 将 在 定理 8.16 给 出 )。 


合肥 多 万 


(a) Ks (b) Ks.s 
图 8.49 例 8.42 用 图 
定义 8.37 设 图 G 可 以 画 在 平面 上 且 满 足 无 边 相 交 ，G 的 边 将 平面 划分 为 若干 个 封 
闭 区域 ， 则 称 之 为 G 的 面 (face)， 包 转 面 的 边 称 为 该 面 的 边界 《boundary)， 面 的 边界 
中 的 边 数 称 为 面 的 次 数 〈degree) ( 桥 在 计 次 数 时 算 作 两 条 边 )- 
注 : 若 一 条 边 不 是 桥 ， 它 必 是 两 个 面 的 公共 边界 ; 桥 只 能 是 一 个 面 的 边界 。 两 个 以 


一 条 边 为 公共 边界 的 面 称 为 相 邻 的 面 。 

【 例 8.43】 图 8.50(a) 中 有 5 个 顶点 、6 条 边 、3 个 面 ， 其 中 i、 户 称 为 内 部 面 ， 记 
称 为 外 部 面 ，f 的 次 数 为 1,， 万 的 次 数 为 6， 户 的 次 数 为 5。 图 8.50(b) 中 有 3 个 顶点 、6 
条 边 、5 个 面 ， 其 中 万 的 次 数 为 1， 户 的 次 数 为 3， 的 次 数 为 2， 有 的 次 数 为 2， 户 的 次 
数 为 4。 


8.50 例 8.43 用 图 


连通 平面 图 G 的 顶点 数 n、 边 数 m 和 面 数 1 具 有 如 下 数值 特点 。 

定理 8.13 平面 图 G 的 所 有 面 的 次 数 之 和 等 于 边 数 的 两 倍 。 

定理 8.14 〈 欧 拉 公 式 ) 设 G 是 一 个 面 数 为 1 的 (n,m)- 连 通 平面 图 ， 则 

n—mt+ 广 2 
证 明 . 对 图 的 边 数 m 作 归 纳 : 
(1) m=0 时 ， 由 于 G 是 连通 图 ， 因 此 G 只 包含 一 个 孤立 顶点， 只 有 一 个 外 部 面 。 于 是 
n-m+f=1-0+1=2 

(2) 假设 m=k 时 欧 拉 公式 成 立 。 对 于 m=k+1 情形 ， 分 两 种 情况 讨论 : 

@ 图 中 存在 悬挂 点 〈 如 图 8.51(a) 中 的 v)， 则 删 去 与 之 相连 的 悬挂 边 后 ， 边 数 和 点 
数 都 减少 1 而 面 数 不 变 ， 因 此 n-mtf 的 值 不 发 生变 化 。 

@ 图 中 不 存在 悬挂 点 ， 则 每 个 顶点 的 度数 都 大 于 1， 由 定理 8.5， 图 中 存在 回路 C， 
C 上 任 一 边 都 一 定 是 两 个 面 的 公共 边界 (如 图 8.51(b) 中 的 e)， 删 去 此 边 后 这 两 个 面 合并 
为 一 个 面 , 因此 顶点 数 不 变 , 边 数 减少 1, 面 数 也 减少 1, 于 是 n-mtf 的 值 也 不 发 生变 化 。 


口 
(a) (b) (©) 
图 8.51 定理 8.14 用 图 
推论 设 G 是 一 个 面 数 为 了 的 (mx z0)- 平 面 图 ， 且 有 7 个 连通 分 支 ， 则 n-mt 扬 1+1。 
证 明 . 假设 这 7 个 分 支 是 G1, Gs, …, Gl， 并 设 G 的 顶点 数 、 边 数 和 面 数 分 别 是 ni、 


mi 和 万 显然 有 部 =n 和 部 mm =， 此 外 由 于 外 部 面 是 各 个 连通 分 支 共 用 的 ， 因 此 


和 
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由 于 每 个 Gi 都 是 平面 连通 图 ， 因 此 由 欧 拉 公 式 有 ni-mitf 拓 2， 于 是 有 

i 加 

定理 8.15 设 G 是 一 个 面 数 为 1 的 (nm, m)- 连 通 简 单 平面 图 ，n 宇 3， 每 个 面 的 次 数 至 
少 是 7， 则 m<- 瑟 o-2). 


证 明 : 由 定理 8.13 有 72m。 代 入 欧 拉 公式 可 得 : 2=n m+/f nm+2m, 束 


理 即 得 ms 了 写 o-2， 口 


推论 1 设 G 是 一 个 面 数 为 1 的 (n,m)- 连 通 简单 平面 图 且 n 宝 3， 则 m3n-6。 

证 明 . 由 于 G 是 简单 图 ， 而且 n 宇 3， 因此 每 个 面 的 次 数 至 少 为 3， 代 入 定理 8.15 中 
的 公式 即 得 。 口 

推论 2 设 G 是 一 个 面 数 为 1 的 (n, m)- 连 通 简单 平面 图 ，n 宇 3 且 每 个 面 的 次 数 至 少 
是 4， 则 m 夺 2n-4。 

推论 3 在 任何 简单 连通 平面 图 中 ， 至 少 存在 一 个 度数 不 超过 5 的 顶点 。 


证 明 . 若 全 部 顶点 的 度数 均 大 于 5， 则 由 握手 定理 有 6n2m， 即 3 入 m。 再 由 推论 
1 得 到 3 入 3m-6， 产 生 了 矛盾 。 口 


利用 定理 8.15 及 其 推论 可 以 判定 某 些 图 是 非 平 面 图 。 

定理 8.16 Ks 和 Ks.3 都 是 非 平 面 图 。 

证 明 . 

(a) 假设 简单 图 Ks 是 平面 图 ， 则 由 推论 1 应 有 10=m 夺 3n-6=3x5-6=9， 产 生 矛 盾 ， 
因此 Ks 不 是 平面 图 。 

(b) 假设 二 部 图 Ks 3 是 平面 图 ， 其 中 最 短 的 回路 长 度 为 4， 因 此 每 个 面 的 次 数 至 少 
是 4， 由 推论 2 应 有 9=m 三 2n-4=2x6-4=8， 产 生 蔬 盾 。 口 

注意 ， 定 理 8.15 及 其 推论 只 是 图 可 平面 性 的 必要 条 件 ， 而 非 充分 条 件 ， 换言之 ， 即 
使 满足 定理 8.15 的 图 也 可 能 是 非 平面 图 ， 例 如， 图 8.52 中 每 个 面 的 次 数 至 少 为 3， 点 数 
n=7， 边 数 m=11，11 夸 3x7-6=15， 满 足 定理 8.15 推论 1 的 条 件 。 但 是 该 图 只 是 在 Ks. 3 
基础 上 增加 一 个 度数 为 2 的 点 和 两 条 边 ， 并 不 是 平面 图 。 
因此 上 述 方法 只 可 用 来 判别 某 个 图 是 非 平面 图 ， 而 不 能 用 来 断定 一 个 图 是 平面 图 。 

波兰 数学 家 库 拉 托 夫 斯 基 (Kuratowski，1896 一 1980) 建立 了 一 个 定理 ， 定 性 地 说 
明了 平面 图 的 本 质 ， 可 用 以 判断 任何 一 个 图 是 否 是 平面 图 。 

定义 8.38 假设 G=(V. E, 是 无 向 图 ，eeE， 顶点 W 和 VV 是 边 e 的 两 端 ,e 的 细 分 
(subdivision) 是 指 在 G 中 增加 一 个 顶点 w， 删 去 边 e。， 再 增加 以 1 和 Ww 为 端点 的 边 el 
及 以 WwW 和 VV 为 端点 的 边 es 

从 直观 上 看 ，e 的 细 分 就 是 在 边 的 中 间 增 加 一 个 2 度 的 顶点 w， 即 如 图 8.53 所 示 。 
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© @ 
二 = 这 © » 


8.52” 非 平面 图 8.53” 边 的 细 分 
定义 8.39 假设 G 是 无 向 图 , G 的 一 个 细 分 是 指 对 G 的 边 做 零 次 或 多 次 细 分 后 得 到 
的 图 。 
【 例 8.44】 图 8.54 中 的 (b) 和 (c) 都 是 (a) 的 细 分 。 


A 


0 
© 
(b) (©) 

8.54 例 8.44 用 图 


定理 8.17 〈 库 拉 托 夫 斯 基 定 理 ) 一 个 无 向 图 是 平面 图 当 且 仅 当 它 不 包含 与 Ks 或 
Ks,3 的 细 分 同 构 的 子 图 。 

【 例 8.45】 彼得 森 图 不 是 平面 图 。 

证 明 . 采用 如 图 8.55(a) 所 示 的 形式 ， 图 8.55(b) 是 (a) 的 一 个 子 图 ， 其 是 图 8.55(c) 的 细 
分 ， 而 (c) 即 是 二 部 图 Ks,3， 其 中 实心 顶点 和 空心 顶点 标明 了 两 个 互补 顶点 子 集 。 


(a) (b) (©) 


图 8.55 例 8.45 用 图 
【 例 8.46】 证 明 图 8.56(a) 和 (b) 所 示 两 图 都 不 是 平面 图 。 


(a) (b) 


8.56 例 8.46 用 图 1 


证 明 . 
(a) 删除 图 8.57(a) 所 示 的 虚线 边 ， 得 到 如 图 8.57(b) 所 示 的 子 图 ， 其 就 是 Ks 的 一 个 
细 分 (如 图 8.57(c) 所 示 )。 
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(b) 采用 两 种 方法 证 明 。 
(b) (9 


(a 
8.57 例 8.46 用 图 2 


方法 1: 删除 图 8.5$8(a) 中 画 成 虚线 的 边 和 空心 项 点 ， 得 到 如 图 8.58(b) 所 示 的 子 图 ， 
其 同 构 于 Ks.3。 
方法 2: 删除 图 8.58(c) 所 示 的 虚线 边 ， 得 到 Ks 的 细 分 (如 图 8.58(d) 所 示 )。 


8.58 例 8.46 用 图 3 


此 外 ， 在 可 平面 图 和 哈密 顿 图 之 间 存 在 着 有 趣 的 联系 ， 可 以 用 于 判定 一 个 给 定 的 哈 
密 顿 图 是 否 是 可 平面 图 。 

算法 的 基本 思想 是 : 如 果 简 单 图 G 既是 哈密 顿 图 又 是 平面 图 , 那么 在 G 画 为 平面 图 
后 ，G 的 不 在 哈密 顿 回 路 C 中 的 边 将 落 在 两 个 集合 之 一 : C 的 内 部 〈interior) 或 C 的 外 
部 (exterior)。 

具体 而 言 ， 简 单 哈密 顿 图 的 可 平面 性 判断 算法 如 下 : 

哈密 顿 图 的 可 平面 性 判断 算法 QHPlanar (O) 

输入 : (n,m)- 简 单 哈 密 顿 图 G 

输出 : G 是 否 可 平面 化 的 判断 

1 ”将 图 G 的 哈密 顿 回路 c 画 在 平面 上 形成 一 个 环 ， 使 得 C 将 整个 平面 划分 成 内 部 区 域 及 外 部 
区 域 
2 ， 设 G 的 不 在 c 中 的 边 为 ea，ez，…， enn， 在 新 的 图 G" 中 构造 顶点 el， ez，…， emmn 
3 ” 若 边 e; 和 ej 在 G 的 新 画 法 中 是 必须 交叉 的 , 即 它们 二 者 无 法 同时 画 在 c 的 内 部 或 外 部 , 则 

在 图 G' 的 顶点 e; 和 ej 之 间 连 一 条 边 
4 ”车 G' 是 二 部 图 则 返回 判断 结果 “是 ” 否则 返回 “ 否 ” 


【 例 8.47】 图 8.59(a)、(b)、(c) 都 是 哈密 顿 图 ， 按 照 上 述 算法 得 到 (d)、(e)、(。 其 
中 只 有 (qd) 是 二 部 图 ， 所 以 (a) 是 平面 图 ， 而 (b)、(c) 两 图 都 不 是 平面 图 。 

另 一 个 与 平面 图 相关 的 重要 概念 即 是 对 偶 图 。 

定义 8.40 设 G 是 一 个 平面 图 ,满足 下 列 条 件 的 图 G 称 为 G 的 对 偶 图 (dual graph): 


(d) (e) (f) 
图 8.59 例 8.47 用 图 


(1) G 的 面 /与 G' 中 的 顶点 一 一 对 应 

(2) 若 G 中 的 面 h 和 所 邻接 于 共同 边界 e， 则 在 G* 中 有 与 e 一 一 对 应 的 边 e*， 其 以 
太 和 万 所 对 应 的 点 让 与 Vj 为 两 个 端点 。 

(3 ) 若 割 边 e 处于] 内 ， 则 在 G 中 所 对 应 的 点 有 一 个 自 环 e 与 e 一 一 对 应 。 

下 面 通过 一 个 例子 来 说 明 对 偶 图 的 画 法 ， 假设 平 面 图 G 如 图 8.60(a) 所 示 。 

(1) 在 图 G 中 的 每 个 面 内 画 一 个 顶点 〈 图 8.60(b) 中 的 空心 顶点 )。 

(2) 在 这 些 新 的 顶点 之 间 添 加 边 〈 图 8.60(b) 中 的 虚线 )， 每 条 新 的 边 恰 与 G 中 的 一 
条 边 相 交 一 次 。 

所 得 的 新 图 (包括 空心 顶点 和 虚线 边 ) 即 为 G 的 对 偶 图 G” (整理 后 如 图 8.60(c) 
所 示 )。 


(a) 


8.60 ”对偶 图 的 画 法 


从 这 个 例子 中 可 以 看 出 , 平面 图 G 的 对 偶 图 G 也 是 平面 图 ,而 且 是 连通 的 。G 的 自 
环 和 G 的 桥 之 间 以 及 G 的 桥 和 G 的 自 环 之 间 存 在 着 对 应 关系 。 

同时 ， 图 8.60(a) 和 图 8.60(c) 恰 是 例 8.43 所 示 两 图 〈 图 8.50)， 它 们 的 顶点 数 、 边 数 
和 面 数 之 间 存在 一 定 关系 。 

定理 8.18 ”假设 G" 是 平面 连通 图 G 的 对 偶 图 ，m、m、 太 三 、m、 矿 分别 是 G 和 CC 
的 顶点 数 、 边 数 和 面 数 ， 则 有 
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(a) nf 

(b) m=m’。 

(¢) f=n'。 

(d) 若 面 对 应 于 顶点 立 ， 则 j/ 的 次 数 等 于 六 的 度数 。 

证 明 . (b)、(c)、(d) 由 对 侦 图 的 画 法 即 得 ， 下 面 证 明 (a)。 

由 于 G 和 G 都 是 平面 连通 图 , 由 欧 拉 公 式 有 -mt+ 户 2 及 nn -m+f=2, 又 m=m", Fn， 
即 得 = 六。 百 

图 的 平面 性 问题 有 许多 实际 的 应 用 。 例 如 在 高 速 公路 的 设计 、 电 路 印刷 板 的 设计 中 
都 要 考虑 如 何 避 免 线 路 交叉 ;如 果 无 法 避免 交叉 ， 那 么 怎样 才能 使 交叉 数 尽 可 能 地 少 ? 
或 者 如 何 进行 分 层 设计 以 使 每 层 都 无 交叉 ? 这 些 问题 都 与 图 的 平面 表示 相关 。 


8.5 ”顶点 支配 、 独 立 与 覆盖 


本 节 讨 论 项 点 、 边 和 图 的 一 些 关 系 ， 在 本 节 中 都 假设 G(V, 刀 是 没有 孤立 顶点 的 简 
单 图 。 

定义 8.41 设 G-( 及 如 是 无 向 简单 图 ，DEF， 若 对 于 任意 veJV-D， 都 存在 ueD, 使 
得 xve 下 ， 则 称 刀 为 一 个 支配 集 ( dominating set )。 若 刀 是 图 G 的 支配 集 ， 且 万 的 任何 
真子 集 都 不 再 是 支配 集 ， 则 称 DD 为 一 个 极 小 支配 集 ( minimal dominating set )， 如 果 图 
G 的 支配 集 D 满足 对 于 G 的 任何 支配 集 DD' 都 有 |D|<ID', 则 称 DD 是 G 的 一 个 最 小 支配 集 
(minimum dominating set )， 最 小 支配 集 DD 的 元 素数 称 作 图 G 的 支配 数 ( domination 
number )， 记 作 XG) 

注 : 
(a) 对 于 矿 中 任 一 个 顶点 而 言 , 它 或 者 属于 支配 集 , 或 者 与 广 配 集中 一 个 元 素 相 邻 。 

(b) 一 个 图 中 的 极 小 支配 集 可 能 是 不 唯一 的 。 

(c) 一 个 图 中 的 最 小 支配 集 可 能 是 不 唯一 的 。 

(d) 每 个 最 小 支配 集 都 是 极 小 支配 集 ， 但 不 是 每 个 极 小 支配 集 都 是 最 小 支配 集 。 

【 例 8.48】 在 图 8.61 中 ，f{vi, v2, um} 不 是 支配 集 ，{fvs ve, v} 是 支配 集 ， 但 不 是 极 小 
支配 集 ，fvu va, vs} 是 极 小 支配 集 ， 但 不 是 最 小 支配 集 ，fvwa. ye} 既 是 极 小 支配 集 也 是 最 小 
支配 集 ，{fvc v} 也 是 最 小 支配 集 。 图 8.61 的 支配 数 是 2。 


vl 历 w vy 
全 ve 


8.61 例 8.48 用 图 


【 例 8.49】 
(a) 在 任 一 简单 图 G( 及 局 中 ， 亚 都 是 支配 集 。 
(b) 完全 图 瑟 〈z 三 3) 的 支配 数 为 1。 
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(c) 完全 二 部 图 ;的 支配 数 为 min(m, n)。 

(b) 轮 图 到 Cn>>3) 的 支配 数 为 1。 

例如 ， 在 一 个 分 布 式 计算 系统 中 ， 每 个 节点 都 有 一 台 计 算 服务 器 ， 有 些 节 点 放置 数 
据 存储 器 ， 节 点 之 间 使 用 数据 线 连 接 。 为 提高 速度 ， 要 求 每 个 节点 都 可 以 直接 访问 到 数 
据 存储 器 ， 同时， 为 了 节约 成 本 ， 要 求 数据 存储 器 尽 可 能 少 。 这 就 可 以 抽象 为 支配 集 的 
问题 。 

定义 8.42 设 G=(V,E, 力 是 一 个 无 向 图 , SS 及 若 对 任意 u,veS, 都 有 2 与 不 相 邻 ， 
则 称 5 是 G 的 一 个 点 独立 集 或 简称 独立 集 (independent set)， 空 集 @ 是 任意 图 的 点 独立 
集 ; 若 对 G 的 任何 独立 集 T， 都 有 SgT， 则 称 S 是 G 的 一 个 极 大 独立 集 (maximal 
independent set)。 特 别 地 ， 称 具有 最 大 基数 的 独立 集 为 最 大 独立 集 (maximum 
independent set)。 图 G 中 最 大 独立 集 的 基数 称 为 G 的 独立 数 (independence number)， 
记 为 afO)。 

注 : 
(a) 极 大 点 独立 集 不 是 任何 其 他 点 独立 集 的 子 集 。 

(b) 车 点 独立 集 5S 是 G 的 一 个 极 大 独立 集 ， 则 对 于 任意 weWS， 都 存在 veS， 使 得 
4 与 相 邻 。 

(c) 一 个 图 中 的 极 大 独立 集 可 能 是 不 唯一 的 。 

(d) 一 个 图 中 的 最 大 独立 集 可 能 是 不 唯一 的 。 

(e) 每 个 最 大 独立 集 都 是 极 大 独立 集 ， 但 不 是 每 个 极 大 独立 集 都 是 最 大 独立 集 。 

【 例 8.50】 在 图 8.61 中 ，fwu vw, V3} 不 是 独立 集 ，{fvi, V3} 是 独立 集 ， 但 不 是 极 大 独 
立 集 ; {wv, ve} 是 极 大 独立 集 ， 但 不 是 最 大 独立 集 ， {vi, va, vs} 既 是 极 大 独立 集 也 是 最 大 独 
立 集 ，{fw, va, vs} 也 是 最 大 独立 集 。 图 8.61 的 独立 数 是 3。 

【 例 8.51】 

(a) 在 任 一 简单 图 G(V, ) 中 ， 空 集 @ 都 是 独立 集 。 

(b) 完全 图 兵 ,(n 宇 3) 的 独立 数 为 1。 

(c) 完全 二 部 图 Km 的 独立 数 为 max(m, n)。 

(d) 圈 图 CG,(n 宇 3) 的 独立 数 为 Ln/2j。 

(e) 轮 图 扬 (n 宇 3) 的 独立 数 为 Ln/2j。 

例如 ， 在 某 个 通信 系统 中 ， 由 于 传输 过 程 中 存在 电磁 干扰 ， 输 入 符号 可 能 和 输出 符 
号 不 同 。 例如， 输入 ai 时 输出 端 可 能 会 是 a1/、as， 输 入 qz 
时 输出 端 可 能 会 是 ar、as、as， 输 入 as 时 输出 端 可 能 会 是 
dl、 d3» 输入 a4 时 输出 端 可 能 会 是 Ad3、 das 输入 as 时 输出 
端 可 能 会 是 a4、as。 因 此 该 通信 系统 中 只 能 使 用 {a1, az, aa， 
qa, as} 中 的 部 分 符号 ， 而 不 是 全 体 ; 但 从 效率 角度 出 发 ， 又 
希望 能 供 使 用 的 符号 尽 可 能 多 。 如 果 输 入 符号 x 和 了 时 可 
能 具有 相同 的 输出 ， 则 在 顶点 x 和 y 之 间 连 一 条 无 向 边 。 
于 是 该 问题 就 可 以 抽象 为 求 图 8.62 中 最 大 点 独立 集 的 
问题 。 


图 8.62 ”通信 系统 中 的 符号 
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在 图 的 独立 数 和 支配 数 之 间 存 在 如 下 关系 。 

定理 8.19 一 个 独立 集 也 是 支配 集 当 且 仅 当 它 是 极 大 独立 集 。 

证 明 .充分 性 ) 假设 5 是 图 的 一 个 极 大 独立 集 ， 但 不 是 支配 集 ， 则 存在 顶点 v 与 5 
中 所 有 顶点 都 不 相 邻 ， 这 就 与 8 作为 独立 集 的 “ 极 大 性 ”产生 了 矛盾。 

(必要 性 ) 如 果 5 既是 独立 集 也 是 支配 集 ， 但 不 是 极 大 独立 集 ， 则 有 独立 集 8: 满足 
SCS1， 考 虑 顶点 ueS1-S， 则 与 § 中 所 有 顶点 都 不 相 邻 ， 与 S 是 支配 集 产生 矛盾 。 口 

定理 8.20 无 向 简单 图 的 极 大 独立 集 都 是 极 小 支配 集 ， 反 之 不 真 。 

证 明 . 假设 $ 是 图 的 一 个 极 大 点 独立 集 ， 由 定理 8.19，S 是 支配 集 。 

如 果 S 不 是 极 小 支配 集 ， 则 存在 集合 SicS，Si 也 是 支配 集 ， 考 虑 项 点 weS-S， 则 zx 
必定 与 5S1 中 某 顶 点 相 邻 。 换 言 之 ， 存 在 一 条 边 的 两 端点 都 属于 S$， 与 8 是 独立 集 产生 
矛盾 。 

反 过 来 , 极 小 支配 集 不 一 定 是 极 大 独立 集 。 例 如 在 图 8.61 中 ，{fva, ve} 是 极 小 支配 集 ， 
但 不 是 极 大 独立 集 。 | 

这 个 例子 也 表明 了 a(G) 宇 KG)。 

定义 8.43 设 G(V. 刀 是 简单 图 ，V*CV。 如 果 对 于 任意 eeE， 都 存在 veV*， 使 得 Vv 
是 e 的 一 个 端点 ， 则 称 信 "为 G 的 一 个 点 覆盖 集 ， 简 称 点 覆盖 〈vertex cover)。 若 人 "是 
图 G 的 点 履 盖 , 且 斑 " 的 任何 真子 集 都 不 再 是 点 覆盖 , 则 称 人 "为 一 个 极 小 点 覆盖 (minimal 
Vertex cover)。 如 果 图 G 的 点 覆盖 矿 " 满 足 对 于 G 的 任何 点 履 盖 亚都 有 | 矿 "| 二 | 斑 |， 则 称 
及 "是 G 的 一 个 最 小 点 覆盖 (minimum vertex cover)， 最 小 点 覆盖 亚 " 的 元 素数 称 作 图 G 
的 点 覆盖 数 〈vertex cover number)， 记 作 扩 O) 

注 : 

(a) 在 极 小 点 覆盖 中 ， 不 存在 所 有 相 邻 顶点 都 属于 天" 的 顶点 。 

(b) 一 个 图 中 的 极 小 点 覆盖 可 能 是 不 唯一 的 。 

(c) 一 个 图 中 的 最 小 点 覆盖 可 能 是 不 唯一 的 。 

(d) 每 个 最 小 点 覆盖 都 是 极 小 点 覆盖 ， 但 不 是 每 个 极 小 点 覆盖 都 是 最 小 点 覆盖 。 

(e) 明显 有 RG)>XG)。 

【 例 8.52】 在 图 8.61 中 ，{vi, v2, 3} 不 是 点 覆盖 集 ，{fw V2, va vc wy} 是 点 覆盖 集 ， 
但 不 是 极 小 点 覆盖 集 ; {v1, wm, v3, vs, 7} 是 极 小 点 覆盖 集 , 但 不 是 最 小 点 覆盖 集 ; {v1, vs, v4， 
Ve} 既是 极 小 点 覆盖 集 也 是 最 小 点 覆盖 集 ; {v2, wu vc v7} 也 是 最 小 点 覆盖 集 。 图 8.61 的 点 
柳 盖 数 是 4。 

【 例 8.53】 

(a) 在 任 一 简单 图 G(F 局 中 ，F 是 点 覆盖 。 

(b) 完全 图 琴 (n 宇 3) 中 点 覆盖 数 是 n-1。 

(c) 完全 二 部 图 Kn 的 点 覆盖 数 是 min(m, n)。 

(d) 圈 图 GC,(n 宇 3) 的 点 覆盖 数 为 [n/21。 

(e) 轮 图 扬 (n 宇 3) 的 点 覆盖 数 为 | w2 1。 

例如 , 一 个 小 区 需要 在 一 些 路 口 安 置 360° 全 方位 摄像 监控 , 要 求 能 够 监控 所 有 通道 ， 
这 就 可 以 抽象 为 点 覆盖 集 的 问题 。 
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在 简单 图 中 ， 点 覆盖 集 与 独立 集 具有 如 下 关系 。 

定理 8.21 在 简单 图 G(TV. 情 中 ，V*cV 是 点 覆盖 集 当 且 仅 当 斑斑 是 独立 集 。 

证 了 明 . (必要 性 ) 假设 V'cV 是 点 覆盖 集 , 若 天 三 不 是 独立 集 , 则 存在 顶点 u, ve 天 
V*， 使 得 u、v 相 邻 ， 而 这 与 V* 是 点 覆盖 集 产 生 矛 盾 一 一 边 uw 没有 被 “覆盖 ” 住 。 

(充分 性 ) 如 果 大 V* 是 独立 集 , 但 V'cV 不 是 点 覆盖 集 ， 则 存在 边 wveE 使 得 u, vg 
V*， 于 是 u,veW 广 年 w,v 相 邻 ， 与 矿 玉 是 独立 集 矛 盾 。 [| 

推论 1 在 简单 图 G(TV, 肪 中 ，V'*cV 是 极 小 点 覆盖 集 当 且 仅 当 大 VV* 是 极 大 独立 集 。 

证 明 . 如 果 VV* 是 极 小 点 覆盖 集 但 六 "不 是 极 大 独立 集 ， 则 存在 另 一 个 独立 集 5， 
大 有"cS， 于 是 由 定理 8.21，WS 是 点 覆盖 集 而 且 VV= 太 (VV oy-S， 与 的 “ 极 小 ” 
性 矛盾 。 

类 似 地 可 证 明 如 果 天 V* 是 极 大 独立 集 ， 则 V*cV 是 极 小 点 覆盖 集 。 | 

推论 2 在 简单 图 G(V, 轧 中 ，V*cV 是 最 小 点 覆盖 集 当 且 仅 当 天 三 是 最 大 独立 集 ， 
继而 有 a(G)+AG)=|。 

证 明 . 如 果 VV* 是 最 小 点 覆盖 集 但 六" 不 是 最 大 独立 集 , 则 存在 最 大 独立 集 8, |S|> 
| 天 ,于 是 由 定理 8.21, 忆 5S 是 点 覆盖 集 而 且 | 六 SV-ISI<IMI-IV-V EV, 与 天" 的 “最 
小 ”矛盾 。 

类 似 地 可 证 明 ， 如 果 天 及 是 最 大 独立 集 ， 则 三 是 最 小 点 覆盖 集 。 

继而 自然 有 ca(G)+AG)=| 刀 。 目 

【 例 8.54】 在 图 8.61 中 ，w( GO)=3，AGO=4，aw(OH+AGO)=|IP-7。 


8.6 匹 配 


考虑 一 个 工作 分 配 问题 : 有 m 个 人 和 n 项 工作 ,每 个 人 都 有 能 力 可 以 从 事 其 中 一 项 
或 几 项 工作 ， 但 一 个 人 只 能 从 事 一 项 工作 ， 而 一 项 工作 也 只 能 分 配给 一 个 人 。 要 如 何 进 
行 安排 ， 才 能 使 尽量 多 的 人 有 工作 可 做 ? 在 什么 条 件 下 ， 每 个 人 都 可 以 有 工作 ? 

这 个 问题 可 以 使 用 图 的 模型 来 描述 ， 用 顶点 x x2，…, xm 表示 m 个 人 ， 用 顶点 1， 
芒 ,…,n 表 示 n 项 工作 ， 若 态 可 以 胜任 工作 葱 ， 则 在 和 久之 间 连 一 条 边 ， 于 是 可 以 得 


到 一 个 二 部 图 。 而 工作 安排 问题 就 是 在 图 中 寻找 边 的 集合 ， 使 得 每 个 顶点 与 这 个 集合 中 
至 多 一 条 边关 联 一 一 这 就 是 图 中 的 “匹配 ”; 让 尽 可 能 多 的 人 有 工作 可 做 , 则 是 求 图 中 的 
“最 大 匹配 ” 


本 节 都 假设 图 G 是 简单 图 。 


8.6.1 匹配 与 最 大 匹配 


定义 8.44 设 G-( 及 百 是 简单 图 ，MEE。 如 果 M 中 任何 两 条 边 都 不 邻接 ， 则 称 M 
为 G 中 的 一 个 匹配 (matching) 或 边 独立 集 。 设 顶点 veV， 若 存在 eeM，, 使 得 V 是 e 的 
一 个 端点 ， 则 称 vy 是 1 饱和 的 (matched 或 saturated )， 否 则 称 v 是 M- 非 饱和 的 
(unmatched), 


离散 数学 及 应 用 (第 版) 


定义 8.45 若 匹 配 M 满足 对 任意 eeE-M, MU {e} 不 再 构成 匹配 , 则 M 称 是 G 的 一 
个 极 大 匹配 ( maximal matching ). 如 果 图 G 的 匹配 M 满足 对 于 G 的 任何 匹配 M 都 有 |MI| 
三 |M|， 则 称 M 是 G 的 一 个 最 大 基数 匹配 ( maximum-cardinality matching ) 或 最 大 匹 
配 ( maximum matching ), 最 大 匹配 M 的 元 素数 称 作 图 G 的 匹配 数 ( matching number )， 
记 作 v(G)。 

让 
(a) 极 大 匹配 不 是 任何 其 他 匹配 的 子 集 。 

(b) 若 匹 配 M 是 G 的 一 个 极 大 匹配 ， 则 对 于 任意 eeE-M， 都 存在 eceM， 使 得 e 
与 el 相 邻 。 

(c) 一 个 图 中 的 极 大 匹配 可 能 是 不 唯一 的 。 

(d) 一 个 图 中 的 最 大 匹配 可 能 是 不 唯一 的 。 

(e) 每 个 最 大 匹配 都 是 极 大 匹配 ， 但 不 是 每 个 极 大 匹配 都 是 最 大 匹配 。 

(f) 显然 图 G 的 匹配 数 不 超 过 G 的 阶 数 的 一 半 。 

定义 8.46 ”饱和 图 G 中 每 个 顶点 的 匹配 称 作 完 全 匹配 ( complete matching ) 或 完美 
匹配 ( perfect matching ), 

注 : 

(a) 在 完美 匹配 中 ， 每 个 顶点 都 关联 匹配 中 的 一 条 边 。 

(b) 如 果 图 G 存在 完美 匹配 ， 则 图 G 的 匹配 数 为 G 的 阶 数 的 一 半 ， 此 时 的 阶 数 为 
偶数 。 

(c) 每 个 完美 匹配 都 是 最 大 匹配 ， 但 不 是 每 个 最 大 匹配 都 是 完美 匹配 。 

【 例 8.55】 在 图 8.63(a) 中 ， 边 集 Mi={e3, e)}、M={et ea}j、NM={fei es e7}、Ms={e1, 
ez, es} 都 是 图 的 匹配 〈 分 别 如 图 8.63(b)、(c)、(d)、(e) 所 示 )，Ms 和 M 是 G 的 完美 匹配 
Mp、Ms 和 M4 是 G 的 极 大 匹配 ， 但 Mi 不 是 最 大 匹配 。 在 图 8.63(b) 中 ，{fw v3, v4, Ve} 是 
Mi- 饱和 顶点 ，{v2, vs} 是 Mi- 非 饱和 顶点 。 图 8.63(a) 的 匹配 数 是 3。 


,ee, A i A i 
©, & 办 © » e © | ee 
pp e pp 由 
WU CE 站 6 vw Ua Es vv EC ve Uy Es Vs EC ve 
(a) (b) (9) 
加 el e> e> 
7 | Wn 74 | : pad 
WU € vv € vw be e9 三 
(d) (e) (f) 


8.63 例 8.55 用 图 
【 例 8.56】 图 8.63(G 的 匹配 数 是 2， 但 其 中 不 存在 完美 匹配 。 
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【 例 8.S7】 

(a) 完全 图 已 〈z 关 3) 的 匹配 数 为 Lw2 |。 

(d) 完全 二 部 图 及 的 匹配 数 为 min(m, n)。 

(c) 圈 图 C， (nm 过 3) 的 匹配 数 为 Lw2]。 

(d) 轮 图 扬 〈n 宇 3) 的 匹配 数 为 [n/21。 

伯 奇 (Claude Berge) 在 1957 年 给 出 了 一 个 匹配 构成 最 大 匹配 的 充 要 条 件 。 在 描述 
该 定理 之 前 ， 需 要 先 给 出 如 下 定义 。 

定义 8.47 设 M 是 G 中 一 个 匹配 ， 若 G 中 一 条 初级 道路 是 由 M 中 的 边 和 EE-M 中 
的 边 交替 出 现 组 成 的 ， 则 称 其 为 交错 道路 (alternating path); 若 一 条 交错 道路 的 始点 和 
终点 都 是 M- 非 饱和 顶点 ， 则 称 其 为 M- 可 增 广 道路 (augmenting path)。 

注 : 易 知 可 增 广 道路 的 长 度 一 定 是 奇数 。 

【 例 8.58】 在 图 8.64 中 ， 匹 配 om xay2, X94, Xsys, Xey7}， 则 道路 xzysxay4 不 是 
交错 道路 ，xwyixay2、xaysra、yaxaysrsysxey7x7 都 是 交错 道路 ，ysxagyaxsysxey7x7 是 MM- 可 增 广 
道路 ， 而 xiyiwxay2 和 xaysxca 不 是 M- 可 增 广 道路 。 


Xl 2 NX Xa Xs xe X7 


nl » 为 J4 »s J6 »7 
图 8.64 例 8.58 用 图 

定理 8.22 〈 伯 奇 引 理 ) 匹配 M 为 图 G=(V, EE) 的 最 大 匹配 当 且 仅 当 G 中 不 存在 M- 
可 增 广 道路 。 

证 明 . (必要 性 ) 假设 M 为 最 大 匹配 ， 且 存在 一 条 M- 可 增 广 道路 elez…ezkl， 则 e、 
a ex 为 属于 M 的 边 ， @l、@3、"**、 ezk+l 为 不 属于 M 的 边 。 

构造 新 集合 Mi=(M-{es, e4,，…, ex 时)U {e1, ea，…, ezklj， 易 于 验证 Mi 也 是 G 的 一 个 
匹配 。 但 是 Mil=IM+1， 与 “M 为 最 大 匹配 ”矛盾 。 

(充分 性 ) 如 果 G 例如 图 8.65(a)) 中 不 存在 M- 可 增 广 道路 (例如 图 8.65(b))， 而 
MM 不 是 最 大 匹配 ， 则 必 有 最 大 匹配 M1 (例如 图 8.65(c))。 


MAW/ PRNDA 
/ JW DA HAT 


(d) 
图 8.65 定理 8.22 用 图 
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支 或 者 是 一 个 单独 的 回路 , 或 者 是 一 个 单独 的 道路 , 而 且 道 路 是 交错 的 (例如 图 8.65(d))。 

由 于 |Mi>|IMI， 因 此 M2=MiGM 中 原本 属于 Mi 的 边 多 于 原本 属于 M 的 边 。 所 以 一 定 
存在 一 条 交错 道路 以 Mi 中 的 边 开 始 ， 以 Mi 中 的 边 结束 ， 于 是 它 就 是 G 中 的 一 条 M- 可 
增 广 道路 ， 产 生 矛 盾 。 口 

基于 伯 奇 引 理 ， 可 以 给 出 求 二 部 图 中 最 大 匹配 的 算法 ， 其 基本 思想 是 从 任何 一 个 初 
始 匹 配 开始 ， 不 断 寻 找 可 增 广 道路 从 而 扩大 匹配 的 基数 ， 直 至 不 能 再 扩大 为 止 。 

为 表述 该 算法 ， 首 先 补充 一 个 定义 。 

定义 8.48 设 历 是 图 G 的 顶点 集 的 一 个 子 集 ， 则 Ne(WW)={v| 存 在 ueW， 使 得 u 与 v 
相 邻 } 称 作 刺 的 邻接 顶点 集 (neighborhood of 7)， 

最 大 匹配 算法 MaxMatch (G) 

输入 : 二 部 图 G=(X, 也 

输出 : G 的 一 个 最 大 匹配 MM 


1 ， 任 选 一 个 初始 匹配 M， 给 饱和 项 点 标记 1， 其 余 顶 点 标记 0 

2 ”车 X 中 各 顶点 都 已 有 非 0 标记 ， 则 此 时 MM 已 是 最 大 匹配 ， 算 法 终止 ， 否则 ， 

223 选择 一 个 0 标记 点 xeX, 令 -{x}，V-@ 

2 车 Ne (D0)=V， 则 x 无 法 作为 一 条 可 增 广 道路 的 端点 ， 给 x 标记 2， 转 步骤 2 

全 否则 选择 yeNs (U0) 一 V， 

a 车 y 的 标记 为 1， 则 存在 边 yzeM, 令 -UU {2z}，V<-VU {y}， 转 到 步骤 2.2 

p 否则 ， 存 在 一 条 x 至 y 的 可 增 广 道路 P， 令 M_Me@ P， 给 x 和 了 标记 1， 转 到 
步骤 2 

算法 中 标记 1 表示 已 饱和 顶点 ，0 表示 未 处 理 顶点 。 

【 例 8.59】 设 图 8.66 中 的 初始 匹配 M={xzys, xaya}， 求 最 大 匹配 。 

解 . 

算法 第 1 轮 : 

步骤 2.1 找到 非 饱 和 点 x=xy，Ue-{x1}，TVx-@ (图 8.66(b))。 

步骤 2.2 Ne(U)={y3, ys}#V。 

步骤 23 ”选择 yseNe(U)-V， ys 的 标记 为 0。 

步骤 23.2 。 户 {xys}, MCAMe Poa Xaya, XIys}, 将 x1 和 ys 标记 为 1( 图 8.66(c))。 

算法 第 2 轮 

步骤 2.1 找到 非 饱 和 点 x=x4s，U<-{x4}，Ve- 儿 (图 8.66(d))。 

步骤 2.2 Ne(U)= {ya, ys}#V。 

步骤 2.3 选择 ysENcU)-V, ys 的 标记 为 1。 

步骤 23.1 ysxmeM, UUU tj=f xX} VeVU {ys}={ys}。 

步骤 2.2 Ne(U)={y3, y4, ys}#V (图 8.66(e))。 

步骤 2.3 选择 yseNc(U)-V，ys 的 标记 为 1。 

步 又 2.3.1 yxEM, UUU 2}={ra x m2} VVU 3}=€ys, y3}。 

步骤 2.2 Ne(U)={p1, y2, 73, y4, ys}#V (图 8.66(f))。 

步骤 2.3 选择 yieNc(U)-V，yi 的 标记 为 0。 
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5 又 2.3.2 P={xays, xiys, Xiys, za X21} (图 8.66(g)), M<—M ® P={xiys, Xoy1, Xay4, 
xays}， 将 和 yy 标记 为 1 (图 8.66(h))。 

算法 第 3 轮 : 

;又 2.1 找到 非 饱和 点 x=xs，U<-{xs}，Ve-@ (图 8.66(i))。 

5 骤 2.2 NaU)={ys}#V。 

又 2.3 选择 yseNe(U)- 玉 六 的 标记 为 1。 

5 又 2.3.1 ysxaeM, UUU {xr}={xs, Xa}, VeVU fs}={ys} (图 8.660))。 

;又 2.2 Ne(U)={ys, ya}#V。 

;又 2.3 选择 yyeNc(U)-V，y4 的 标记 为 1。 

又 2.3.1 yaseM, UUU {x3}={xs, xa, 3} Ve-VU fy4}={ys, y4} (图 8.66(k))。 
又 2.2 Nae(U)=fys,y4}=V， 给 x 标记 2， 转 步骤 2。 

;又 2 

止 


Ey 


CE 


CE 


8.66 例 8.59 用 图 
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8.6.2” 霍 尔 定理 及 其 应 用 


霍 尔 (Philip Hall) 曾 研究 二 部 图 中 的 匹配 ， 并 于 1935 年 提出 了 著名 的 霍 尔 婚配 定 
理 (Halls marriage theorem)， 或 简称 霍 尔 定理 (Hallxs theorem ) 。 

定理 8.23  〈 霍 尔 定理 ) 设 G=(X, 了 了 为 二 部 图 ，G 中 存在 使 了 中 每 个 顶点 饱和 的 
匹配 ( 即 IMI=| 风 ) 当 且 仅 当 对 任何 非 空 集合 SSX，|Ne(S)| 宇 |S|〈 该 条 件 表示 任意 子 集 S 
都 有 足够 多 的 相 邻 顶 点 )。 

证 明 .必要 性 ) 假 设 存在 匹配 McE 使 邯 中 每 个 顶点 饱和 , 则 |Ne(S)| 宇 INex rao(S)FIS|。 


如 果 x 是 孤立 项 点 ， 则 |Na({x})F0<1=|{x}|， 与 条 件 矛 盾 。 

否则 ， 考 虑 所 有 从 x 开始 的 交错 道路 ， 记 了 中 所 有 x 可 以 通过 这 些 道路 到 达 的 顶点 
为 集合 7， 记 无 中 所 有 x+ 可 以 通过 这 些 道路 到 达 的 顶点 为 集合 不 (包括 x 本 身 )。 由 于 所 
有 从 x 开始 的 极 长 的 ( 即 不 能 再 延长 了 ) 交 错 道路 的 终点 都 不 能 是 了 中 M- 非 饱和 顶点 ( 否 
则 将 产生 M- 可 增 广 道 路 ， 与 M 是 最 大 匹配 矛盾 )， 所 以 了 中 顶点 都 是 M- 饱 和 顶点 。 

记 R 为 从 x 开始 的 所 有 交错 道路 的 边 形成 的 集合 ， 则 RNM 中 的 边 构成 了 殉 人 和 
了 中 顶点 的 一 一 对 应 ，| 卫 人 FI (例如 图 8.67)。 

下 面 证 明 Ne( 丰 =7T。 如 果 存 在 yeNe( 肋 -7T, 那么 存在 ze 刺 , 使 得 zyeE。 又 由 于 天 人 
中 元 素 都 是 M- 饱 和 顶点 或 x 本身， 因此 zygM。 于 是 , 或 者 x 就 是 z; 或 者 x 可 以 通过 某 
条 交错 道路 到 达 >， 再 经 过 边 zy 可 以 到 达 y， 与 ?ET 了 矛盾 。 

最 后 ，| 丽 -人 HL> 人 FIITFINe( 了 |， 与 条 件 产生 矛 盾 。 口 


AWA 


图 8.67 定理 8.23 用 图 


推论 1 设 G=(K, 了 月 为 二 部 图 ， 若 存在 正 整 数 k， 使 得 对 任意 xeX， 有 deg(C9) 三 大 
对 任意 ye7Y， 有 deg(x) 三 k， 则 G 中 存在 使 蕊 中 每 个 顶点 饱和 的 匹配 。 


的 顶点 关联 ， 由 于 了 中 顶点 度数 都 不 超过 k， 因 此 |Ne(5)| 三 HS/ 本 |S|。 所 以 存在 使 卫 中 每 
个 顶点 饱和 的 匹配 。 口 
推论 2 对 任意 正 整 数 大 正则 二 部 图 中 必定 存在 使 蕊 中 每 个 项 点 饱和 的 匹配 。 
【 例 8.60】 如 果 一 次 集体 相亲 活动 中 有 n 个 男孩 和 n 个 女孩 , 任意 大 个 男孩 加 在 一 
起 认识 的 女孩 至 少 有 人 【1k<n)， 则 一 定 可 以 安排 得 当 ， 使 每 个 人 都 能 与 认识 的 人 
约会 一 一 这 也 是 “婚配 定理 ”得 名 的 由 来 。 
下 面 介绍 霍 尔 定理 的 一 个 应 用 一 一 拉丁 方 。 
假设 一 块 地 用 作 某 一 作物 的 3 个 品种 A、B、C 的 试验 田 ， 影 响 它们 生长 的 因素 有 彼 


第 6 章 图 论 


此 独立 的 两 类 : 3 种 不 同 肥料 和 3 种 不 同 的 土壤 。 可 以 将 地 面 划分 为 3 行 ， 每 行 施 以 不 
同 肥料 ;分 为 3 列 ， 每 列 铺 以 不 同 的 土壤 ， 将 地 面 分 为 9 格 ， 每 格 栽种 一 个 品种 。 试 验 
目的 是 观察 不 同 肥料 、 不 同 土壤 情况 对 作物 生长 的 影响 。 试 验方 案 如 图 8.68 所 示 。 

再 如 , 希望 测试 1~4 共 4 种 品牌 小 轿车 轮胎 的 抗 磨损 能 力 , 但 考虑 到 同一 品牌 的 轮 
胎 安装 在 小 轿车 不 同位 置 也 会 对 磨损 有 所 影响 。 可 以 使 用 4 辆 小 轿车 甲 、 乙 、 丙 、 丁 按 
图 8.69 所 示 的 方案 进行 测试 。 


肥料 1 [A B Cc 左前 轮 [1 2 3 4 
肥料 2 |C A 右前 轮 |2 3 4 1 
肥料 LB C A 左前 轮 |3 4 1 2 
十 -下 寺 右前 轮 [4 1 2 3 
甲乙 丙丁 
图 8.68 ”作物 试验 图 8.69 轮胎 测试 


图 8.68 和 图 8.69 的 方 阵 都 满足 : 恰 有 nn 种 不 同 的 元 素 , 每 种 元 素 恰 有 n 个 ,并 且 每 
种 元 素 在 每 行 和 每 列 中 恰好 只 出 现 一 次 一 一 这 样 的 方 阵 称 为 拉丁 方 。 

定义 8.49 称 每 行 及 每 列 都 包含 给 定 的 n 个 符号 恰 一 次 的 一 个 n 阶 方 阵 为 拉丁 方 
(Latin square), 


例如 ， 以 下 两 个 方 阵 都 是 集合 {1, 2, 3, 4} 上 的 4 阶 拉丁 方 。 


| 1 234 
WE | 际 - 妥 多 本 
m4 321 py 
站 车 EE 入 省 


著名 数学 家 和 物理 学 家 欧 拉 最 早 研究 了 这 样 的 方 阵 ， 他 使 用 拉丁 字母 来 作为 方 阵 里 
元 素 的 符号 ， 拉 丁 方 因此 而 得 名 。 拉 丁 方 不 仅 影响 了 统计 学 实验 设计 ， 而 且 出 现在 离散 
数学 及 代数 的 许多 不 同 领域 中 。 

一 般 来 说 ， 设 5={1, 2,…,n}， 构 造 $ 上 nn 阶 拉丁 方 的 主体 思路 就 是 逐 行 生成 元 素 ， 
具体 步骤 如 下 : 

(1) 构造 一 个 完全 二 部 图 让 (S, C, E)， 其 中 C= fcu c2,…, cn}，ci (1 志 i<n) 的 含 
义 是 第 i 列 。 

(2) 由 于 完全 二 部 图 五.m 是 n 正则 二 部 图 ， 根 据 定理 8.23 的 推论 2， 存 在 完全 匹配 
M1。 将 Mi 中 每 条 边 属于 总 中 顶点 的 标号 分 别 作 为 第 一 行 的 元 素 ， 具 体 地 讲 ,ci 在 Mi 
下 配对 的 顶点 的 标号 作为 第 1 行 第 1 列 的 元 素 ，c; 在 Mi 下 配对 的 顶点 的 标号 作为 第 1 
行 第 2 列 的 元 素 …… 得 到 和 矩阵 的 第 一 行 。 

(3) 令 Ec-E-M1，(S, C, 有 局 是 n-1 正则 二 部 图 ， 根 据 定理 8.23 的 推论 2，(S, C, 妃 存 
在 完全 匹配 Ms:， 于 是 产生 矩阵 的 第 2 行 。 

(4) 令 Ee-E-M2，(S, C, 刀 是 n-2 正则 二 部 图 ，(S, C, 召 存在 完全 匹配 My， 于 是 产生 
矩阵 的 第 3 行 。 

(5) 依次 进行 ， 直 至 EE 为 空 ， 即 得 nn 阶 拉丁 方 。 
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【 例 8.61】 构造 5 阶 拉丁 方 的 过 程 如 图 8.70(a) 一 (e) 所 示 ，Mi={111, 22, 33, 44, 55}， 
MO={12, 25, 31, 43, 54}, Ms={14, 21, 32, 45, 53}, Ms={13, 24, 35, 41, 52}, Ms={15, 23, 34, 
42, 51}， 得 到 如 下 拉丁 方 : 


时 光 
3 1 
有 
4 5 
5 4 


[> 
wb 一 ww 小 
二 上 iD 


ORGORONRG 有 SO 
pp 
©) OO © 


(a) (b) (9 (d) (9) 
8.70 例 8.61 用 图 


8.6.3 匹配 与 覆盖 


定义 8.50 设 G=(V. 瑟 ) 是 没有 孤立 顶点 的 简单 图 ，E *CE。 如 果 对 于 任意 vEP 都 
存在 eeE*，, 使 得 Vv 是 6 的 一 个 端点 ， 则 称 EF* 为 G 的 一 个 边 覆盖 集 ， 简 称 边 覆盖 (edge 
cover)。 若 巨 "是 图 G 的 边 履 盖 ， 且 五 "的 任何 真子 集 都 不 再 是 边 履 盖 ， 则 称 巨 为 一 个 极 
小 边 覆盖 (minimal edge cover)。 如 果 图 G 的 边 履 盖 巨 "满足 对 于 G 的 任何 边 履 盖 巨 ' 都 
有 人 已"1 达 巨人 4， 则 称 天 "是 G 的 一 个 最 小 边 覆 盖 (minimum edge cover)， 最 小 边 窗 盖 玉 ” 
的 元 素数 称 作 图 G 的 边 覆 盖 数 〈edge covering number)， 记 作 p(G) 

注 : 
(a) 显然 有 孤立 项 点 的 简单 图 不 存在 边 覆 盖 。 

(b) 极 小 边 覆 盖 五 "中 任何 一 条 边 的 两 个 端点 不 可 能 都 与 五 "中 的 其 他 边 相 关联 。 
(c) 明显 有 A(G) 宇 IW/2。 

(d) 一 个 图 中 的 极 小 边 覆 盖 可 能 是 不 唯一 的 。 

(e) 一 个 图 中 的 最 小 边 覆 盖 可 能 是 不 唯一 的 。 

(f) 每 个 最 小 边 覆 盖 都 是 极 小 边 覆 盖 ， 但 不 是 每 个 极 。 ee 2 


小 边 覆盖 都 是 最 小 边 覆 盖 。 、 ; 
【 例 8.62】 在 图 8.71 中 ，{e, ex. ei} 不 是 边 覆 盖 集 ， 、 ， 


{eu es, ec e7, es} 是 边 覆 盖 集 , 但 不 是 极 小 边 覆 盖 集 ; {e3,e4， ws ve 
es, e7, es} 是 极 小 边 覆 盖 集 ， 但 不 是 最 小 边 履 盖 集 ;， {ei, es， 图 8.71 例 8.62 用 图 
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ez, es} 既 是 极 小 边 覆 盖 集 也 是 最 小 边 覆 盖 集 ; {e1, ey, es, es} 也 是 最 小 边 覆 盖 集 。 图 8.71 的 
边 覆 盖 数 是 4。 

【 例 8.63】 

(a) 在 任 一 简单 图 G(TV. 刀 中 ,下 都 是 边 履 盖 。 

(b) 任何 完美 匹配 都 是 最 小 边 覆 盖 。 

(c) 完全 图 雇 ,(n 宇 3) 的 边 覆 盖 数 p(G)-= n/21。 

(d) 完全 二 部 图 K 的 边 覆 盖 数 p(G)=max(m, n)。 

(e) 圈 图 G,(n 宇 3) 的 边 覆 盖 数 为 [2 |。 

(f) 轮 图 到 〈m 兰 3) 的 边 覆 盖 数 为 Lw/2 上 1 。 

下 述 定理 给 出 了 最 大 匹配 与 最 小 边 覆 盖 之 间 的 关系 。 

定理 8.24 设 G(V, 月 是 没有 孤立 顶点 的 简单 图 ，M 为 G 的 一 个 匹配 ，N 为 G 的 一 
个 边 覆 盖 ， 则 |N 宇 AG) 宇 IH/2 宇 v(G) 宇 IMI: 且 当 等 号 成 立时 ，M 为 G 的 一 个 完美 匹配 ， 
和 为 G 的 一 个 最 小 边 覆 盖 。 

此 定理 的 证 明 是 显然 的 。 

定理 8.25 设 G(TV, 情 是 没有 孤立 项 点 的 简单 图 (例如 图 8.72(a))， 则 有 

(a) 设 M 为 G 的 一 个 最 大 匹配 ， 对 G 中 每 一 个 M- 非 饱和 顶点 均 取 一 条 与 其 关联 的 
边 ， 组 成 集合 N， 则 MUN 构成 G 的 一 个 最 小 边 覆 盖 (例如 图 8.72(b) 和 (c))。 

(b) 设 N 为 G 的 一 个 最 小 边 覆 盖 ， 若 NN 存在 相 邻 的 边 ， 则 移 去 其 中 一 条 ， 直 至 不 存 
在 相 邻 的 边 为 止 ， 构 成 的 边 集合 M 则 为 G 的 一 个 最 大 匹配 (例如 图 8.72(d) 和 (e))。 

(c) AO+r(G)IT, 

证 明 .〈 将 此 定理 的 3 个 部 分 放 在 一 起 证 明 。) 

(a) 由 于 M 为 G 的 一 个 最 大 匹配 ， 因 此 G 有 n-2v(G) 个 非 饱 和 顶点 ， 不 可 能 有 两 
个 相 邻 的 非 饱 和 顶点 ， 因 此 |IN=n-2v(G)。IMUN=n-2v(G)+v(G)=n-v(G)。 明 显 MUN 
构成 了 G 的 一 个 边 覆 盖 ， 因 此 n-v(G) 三 pA(G)。 


(D 
8.72 ”定理 8.25 用 图 


(b) 由 于 六 是 一 个 最 小 边 覆 盖 , 因此 六 中 任何 一 条 边 的 两 个 端点 不 可 能 都 与 中 其 
他 边 相 关联 。 所 以 从 N 中 移 去 边 的 时 候 ， 产 生 且 只 产生 M 中 的 一 个 M- 非 饱和 顶点 ( 例 


‘ 
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如 图 8.72()。 而 最 终 M- 非 饱和 顶点 的 个 数 为 n-2IMI， 故 移 去 的 边 的 数目 就 是 n-2|M|。 
得 到 |MIFIN-(n-2IMI)， 于 是 pA(G)=IN=n-MI 宇 n-KG)。 

(c) 由 (a) 部 分 的 证 明 有 w-KG) 宇 AG)， 由 (b) 部 分 的 证 明 有 JAG) 宇 n-KG)， 故 而 必定 
有 n-KG)=A(G) (于 是 证 明了 (a))、A(G)=n-KG) (于 是 证 明了 (b)) 和 p(G)+KG)=|T。 口 

【 例 8.64】 在 图 8.71 中 ，f{e1, es, ey} 是 一 个 最 大 匹配 ， 图 8.71 的 匹配 数 是 3， 边 覆 
盖 数 是 4， 二 者 的 和 是 顶点 数 7。 

此 外 ，1931 年 匈牙利 数学 家 柯 尼 希 (Dénes K6nig) 给 出 了 二 部 图 中 匹配 数 和 最 小 点 
覆盖 数 的 相等 关系 。 

证 明 这 个 结果 之 前 ， 需 要 先 引入 一 个 结论 。 

定理 8.26 ”假设 天 为 没有 孤立 顶点 的 简单 图 G 的 任意 一 个 点 覆盖 集 ，M 为 G 的 任 
意 一 个 匹配 ， 则 MI 乏 | 负 。 特 别 是 KG 入 AGO)。 

此 定理 是 显然 的 ， 只 要 注意 到 M 中 每 条 边 至 少 有 一 端 属于 天 即 可 。 

推论 ”假设 天 为 没有 孤立 顶点 的 简单 图 G 的 任意 一 个 点 覆盖 集 ，M 为 G 的 任意 一 
个 匹配 ， 若 Mi=IR， 则 M 是 一 个 最 大 匹配 ， 天 是 一 个 最 小 覆盖 。 

证 明 . 由 IM 和 GO 和 KG 入 | 本 即 得 。 口 

定理 8.27 〈 柯 尼 希 - 艾 盖 尔 瓦 里 定理 ，K6nig-Egerviry theorem) 二 部 图 中 最 大 匹配 
的 边 数 等 于 最 小 点 覆盖 数 的 顶点 数 。 

证 明 . 假设 MM 是 一 个 最 大 匹配 ，V "为 G 的 一 个 最 小 点 覆盖 集 。 

(1) 由 定理 8.26 有 |IMI<|IV "|。 

(2) 令 K=V NY YAV NY, c=|Xl, d=|Ydl 

考虑 顶点 为 下 U( 斑 萝 的 G 的 导出 子 图 G, 它 也 是 二 部 图 , 其 中 存在 使 闷 中 每 个 顶 
点 饱和 的 匹配 Mi: 车 存在 ScXc，|Ne'(S)|<|SI|， 则 (FV 一 S)UNe'(S) 同 样 构成 了 点 覆盖 集 ， 
但 元 素数 小 于 V*， 与 V* 的 最 小 性 矛盾 。 

同 理 ， 顶 点 为 (臣下 )U 丈 的 G 的 导出 子 图 中 存在 使 环 中 每 个 顶点 饱和 的 匹配 Mo。 

易 见 MiUM; 也 是 G 的 一 个 匹配 ， 于 是 IMI 宇 MU MMiHMo=H+|Ya=|V |。 

综合 (1)、(2) 可 得 IMI=|V |。 口 

柯 尼 希 - 艾 盖 尔 瓦 里 定理 还 可 以 从 另 一 个 角度 来 描述 : 

所 谓 布尔 矩阵 的 覆盖 ， 是 指 选择 了 拖 阵 中 某 些 行 与 列 ， 这 些 行 与 列 包含 了 矩阵 中 的 
所 有 非 零 元 1。 称 能 覆盖 全 部 非 零 元 的 最 小 行 数 、 列 数 之 和 为 最 小 覆盖 数 ， 记 为 5。 

对 于 任 一 个 mxn 布尔 矩阵 , 如 果 覆 盖 了 全 部 m 行 或 全 部 n 列 ,就 会 覆盖 全 部 非 零 元 。 
因此 显然 有 Smin(m, n)。 

【 例 8.65】 图 8.73(a) 中 最 小 覆盖 数 为 5， 而 图 8.73(b) 中 最 小 覆盖 数 为 4 (覆盖 其 第 
is 行人 到 地 列 

容易 看 出 ， 每 个 布尔 矩阵 都 可 以 视 为 二 部 图 的 矩阵 形式 ， 而 每 个 覆盖 都 对 应 于 二 音 
图 中 的 一 个 点 覆盖 。 定 义 mxn 布尔 矩阵 的 秩 〈term rank) 为 矩阵 中 不 在 同行 同 列 的 1 
元 素 的 最 大 个 数 ， 易 见 它 的 秩 小 于 min(m, n)， 而 且 二 部 图 的 矩阵 形式 的 秩 就 是 最 大 匹配 
数 。 则 定理 8.27 也 可 以 等 价 表述 为 以 下 形式 。 

定理 8.28 ”布尔 矩阵 的 秩 等 于 其 最 小 覆盖 数 。 
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由 此 ， 如 果 将 布尔 矩阵 和 二 部 图 (的 矩阵 形式 ) 视 为 等 同 ， 则 二 部 图 的 最 大 匹配 数 、 
二 部 图 的 点 履 盖 数 、 布 尔 矩 阵 的 秩 、 布 尔 矩 阵 的 最 小 覆盖 数 四 者 相等 。 

下 面 直观 地 解释 一 下 最 小 改 盖 与 最 大 匹配 之 间 的 关系 。 假 设 一 个 最 小 覆盖 盖 住 了 和 矩 
阵 的 c 行 q 列 , 现 对 矩阵 进行 调整 (如 图 8.74 所 示 ): 将 盖 住 的 c 行 记 为 五 并 放 在 上 面 ， 


将 盖 住 的 qd 列 记 为 丈 并 放 在 右面 ， 则 由 下 到 天 丈 有 使 素 中 每 个 顶点 饱和 的 匹配 ;到 
到 素 到 也 有 使 到 中 每 个 顶点 饱和 的 匹配 。 
UL 

00 100 cf0 0 101 ' 

10000 [= 下 .0 人 趣 | 

000 10 000 10 | 

0 0 0 0 1 00011 XX | 

0 1000 00001 | 

(a) (b) Lk : hh 
图 8.73 例 8.65 用 图 图 8.74 ”最 小 覆盖 与 最 大 匹配 之 间 的 关系 


本 节 最 后 给 出 由 最 大 匹配 M (例如 图 8.75(a)) 构造 最 小 点 覆盖 集合 的 方法 : 

如 果 了 中 不 存在 M 非 饱和 顶点 ， 则 扎 本 身 就 是 一 个 最 小 点 覆盖 集 。 

考虑 M- 非 饱和 顶点 xeX。 

如 果 x 是 孤立 顶点 ， 则 不 会 出 现在 任何 匹配 和 最 小 点 覆盖 中 ， 因 此 可 以 不 考虑 所 有 

否则 考察 所 有 从 x《〈 例 如 图 8.75(b) 中 的 zs) 开始 的 交错 道路 ， 记 了 中 所 有 x 可 以 通 
过 这 些 道路 到 达 的 顶点 为 集合 五 (例如 图 8.75(b) 中 五 =,ys})， 并 记 了 = 山 Rs 

是 M- 非 饱和 

易 见 每 个 五 中 的 元 素 都 与 M 中 唯一 的 一 条 边关 联 , 记 M 中 与 五 中 的 元 素 关联 的 边 
集合 为 MI， 则 | 五 EIMi| 《例如 图 8.75(c))。 记 于 中 与 M-Mi 相关 联 的 顶点 集合 为 而 〈 例 
如 图 8.75(d))， 则 [@FIMI-Mil。 明 显 有 | 六 UXT IMI|。 


8.75 ”由 最 大 匹配 构造 最 小 覆盖 (1) 


断言 : YUAX 就 是 一 个 最 小 点 覆盖 集 。 

只 须 证 明 五 U 五 是 一 个 点 覆盖 集 即 可 ,“ 最 小 性 ”由 定理 8.27 立 得 。 如 果 存 在 边 ww， 
ME 下 站 ，yE 天 页 ， 则 由 而、 五 的 构造 方法 可 知 : 或 者 本身 是 M- 非 饱和 顶点 ， 经 过 wv 
可 到 达 顶 点 v; 或 者 存在 M- 非 饱和 顶点 xeX， 从 x 开始 的 某 一 条 交错 道路 尸 可 以 到 达 顶 
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点 W， 而 由 P 卫 经 过 ww 可 到 达 顶 点 v (参看 图 8.76)。 这 两 者 都 与 ve 六 了 产生 矛盾 。 


3 时 
人 1 2 
<F-- | 
ot 


8.76 ”由 最 大 匹配 构造 最 小 覆盖 (2) 
结合 图 8.74， 则 五 就 是 ,了 乌 就 是 政 。 
*8.6.4 ”二 部 图 中 的 最 佳 匹配 


最 大 匹配 、 霍 尔 定理 都 是 在 边 权 值 为 1 (或 者 说 是 边 无 权 值 ) 的 情况 下 的 匹配 问题 。 
但 在 实际 应 用 问题 中 ， 边 通常 具有 不 同 的 权 值 ， 而 且 存 在 多 个 最 大 匹配 。 

例如 不 同 的 人 从 事 不 同 工 作 时 可 能 具有 各 不 相同 的 效益 或 者 成 本 ， 于 是 在 人 员工 作 
安排 时 ， 不 仅 要 求 每 个 人 有 工作 可 做 ， 而 且 还 进一步 要 求 总 的 工作 效益 最 高 或 者 成 本 最 
小 。 此 时 人 员 和 工作 可 以 形成 一 个 二 部 图 ， 而 效益 或 者 代价 可 以 作为 边 的 权 值 ， 之 后 寻 
找 权 值 总 和 最 大 或 最 小 的 最 大 匹配 。 

在 这 样 的 模型 中 ， 边 的 权 值 称 作 代 价 〈cost)， 这 个 最 大 或 最 小 的 权 值 总 和 称 作 最 优 
值 ， 这 样 的 完美 匹配 称 作 最 佳 匹 配 (optimal matching)。 

设 G-( 玉 工 且 为 赋 权 完全 二 部 图 ， 其 中 下 Eap， 天 0 中 ， 边 xz 
的 权 记 为 c(i, 有 站 或 oj， 假 定 权 值 都 是 非 负 整数 。 则 最 优 值 为 mx 立 e 六 ] 到 者 


i=1 
min Dels 让 其 中 记 训 … 记 构成 1-n 的 一 个 置换 。 
i=l 


下 面 给 出 求 赋 权 完全 二 部 图 中 最 大 权 匹 配 的 算法 〈 算 法 的 “描述 语言 ”是 计算 在 算 
法 过 程 中 间 某 状态 下 的 最 小 覆盖 , 但 其 本 质 和 计算 该 状态 下 的 最 大 匹配 是 一 致 的 )。 在 算 
法 中 定义 “标号 ”函数 为 XUY-》Z， 对 于 veXUY，1(v) 称 为 顶点 v 的 标号 。 

最 大 权 匹 配 算法 MaxWeightMatch (G) 

输入 : 赋 权 完全 二 部 图 G=(X, 也) 

输出 : G 的 一 个 最 大 权 匹 配 M 


1 令 界 值 1 (xi) =maxj (cij) ， 构 造 矩 阵 B= (bij) ， 其 中 bij=1 (xi) 一 ci 
令 界 值 1(yj) = 一 (min (bij) ) ， 更 新 矩阵 B，bij<-bisj+1 (yj) 

2 ”在 矩阵 B 中 对 0 元 素 进 行 最 小 覆盖 ， 设 材 盖 数 为 
(使 用 8.6.1 节 算 法 MaxMatch 及 8.6.3 节 最 后 部 分 由 最 大 匹配 构造 最 小 点 覆盖 集合 的 
方法 可 得 ) 

3 车 r=n， 转 到 步骤 6 

4 ， 在 未 覆盖 的 元 素 中 选 最 小 元 6。 考虑 矩阵 B 中 的 所 有 元 素 bi 

4.1 车 第 工行 、 第 了 列 均 已 被 覆盖 ， 则 bij<-bij+6 
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We 若 第 并行 、 第 了 列 均 未 被 覆盖 ， 则 b;j<-bij-6 
5 ”修改 各 行 各 列 的 标号 值 

Se 若 第 工行 未 被 覆盖 ， 则 1 (xi) -1 (xi) -5 

5 若 第 j 列 已 被 覆盖 ， 则 1 了 (yj)<-1 (yj)+5 
5.3 删除 矩阵 B 的 所 有 覆盖 标记 ， 转 到 步骤 2 


6 计算 2165)+ 
i=l 


该 算法 中 矩阵 召 


G' 的 最 大 匹配 对 应 于 对 当前 矩阵 B 的 0 元 素 的 最 小 覆盖 ， 其 中 
eyeG' 当 且 仅 当 by=0。 


之 他)， 即 为 最 大 权 ， 算 法 结束 


9 7 
8 
也 是 G 的 某 个 子 图 G' 的 矩阵 形式 表示 ,对 cy 5 
9 1 
5 2 


【 例 8.66】 已 知 利润 矩 阵 如 图 8.77 所 示 ， 求 最 大 利润 。 8.77 例 8.66 用 图 1 
解 . 过 程 如 图 8.78 所 示 。 


ooooopoc 


1 
5 
和 
6 
4 
0 


忆 wo bw 


(a) 步骤 1 


Ix) 


5 
上 
上 上 mo 中 
口 一 口 一 口 一 
SW BS 
Oooo 
DWwO 


-2 -1 


(d) 步骤 4 和 5 


(8) 步骤 2 和 4 


因此 ， 一 个 最 佳 


I) x 
0 9f0 0000 910 0 0 0 0) 号 
4 8|o0o3 5 44 8|o 3 5 44 
5 =7|006 45 =7|o 0o645| 扎 
4 9|065514 9|065 54 
1 S(O TY sto 1()31 
0 Ly) 0 -20 -1 0 lw 0 -20 -1 0 
(b) 步骤 1 (c) 步骤 2 和 4 
人 用 lx) 
0 9f1 0 0 0 01 扎 9f3 0000 
3 7|0Q)4 3 3 sjloo211 
5 B-7I10645| BB7|30645 
3 8|0 5443 6lo0o3221 
0 4l0 00 2 0) 书 4l2.0020 
0 人 1 -20 -1 0 ly) 3 -2 0 -1 0 
(e) 步骤 2 和 4 (D 步骤 4 和 5 
Ux;) Ux;) 册 
01 扎 9[41000 9[4 1 0(ojo1 人 所 
1 4I00 100 4 | 
5 B-6|3053 4 B-6|3(0]5 3 4 
1 5|o3110 5|o311 | 
0 1) 3 4\3 1[0|2 0) 人 全 
0 ly) 4 -10 -1 0 Uy) 4 -10 -1 0 Ul) 
(h) 步骤 4 和 5 (0 步骤 2 


8.78 例 8.66 用 图 2 


匹配 是 {xy4, zz Xay2, Xays, Xsy3}， 其 最 大 利润 为 wistw2rtw3zt+ W4s+ 


wss =(IxD) tH) +t) tts)) 30。 
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类 似 地 ， 可 以 得 到 最 小 权 匹配 算法 。 

最 小 权 匹配 算法 MinWeightMatch (G) 

输入 : 赋 权 完全 二 部 图 G=( 环 工 刀 

输出 : G 的 一 个 最 小 权 匹 配 M 

1 令 界 值 1 (x;) =minj(cij) ， 构 造 矩阵 BE (bij) ， 其 中 Pi 产 ci 庆 LOx) 
令 界 值 1 (yj) =mini(bij) ， 更 新 矩阵 B，bij<-bij-1 (y;) 


2 ， 在 矩阵 了 中 对 0 元 素 进 行 最 小 覆盖 ， 设 覆盖 数 为 

3 ”车 z=n， 转 到 步骤 6 

4 ”在 未 覆盖 的 元 素 中 选 最 小 元 6。 考虑 矩阵 B 中 的 所 有 元 素 Di 

4.1 若 第 并 行 、 第 了 列 均 已 被 覆盖 ， 则 bij-bij+6 

4.2 着 第 工行 、 第 了 列 均 未 被 覆盖 ， 则 bije-bij-5 

5 ”修改 各 行 各 列 的 标号 值 

全 若 第 并 行 未 被 覆盖 ， 则 1 (xi) -1 (xi) +6 

区 若 第 了 列 已 被 覆盖 ， 则 1 (yj) 1 (yj) -6 站 

:3 删除 矩阵 B 的 所 有 覆盖 标记 ， 转 到 步骤 2 Pe 

6 计算 .1%)+210) ， 即 为 最 小 权 ， 算 法 结束 2 
i=l /=1 TE 1 

、 i 26563 

【 例 8.67】 计算 图 8.79 所 示 的 成 本 矩阵 中 的 最 小 成 本 。 ”图 879 例 8.67 用 图 1 

解 . 过 程 如 图 8.80 所 示 。 

lx) Ix) x U U 
116 5 350 116 3 020 1(6 3 020 
2|2 4350 2|2 2020 2|2 2020 
B=3|0 2435 B=3|00 105 B=3|0 0 105| 已 
410 3 4 4 1 EE i | 4|0 1 1(D1 
2l0 4341 让 让 -多 站 了 5 2l0 2011 
0000 0 uy 0 .2330 1 0 2 3 301 
(a) 步 又 1 (b) 步骤 1 (c) 步 又 2 和 4 

Ux) lx) U U 
2[6 2010 2[6 2(0)10 
EN Ey 0 | Li 
B=3|1 0 2056 B=3|1(0)2056| 必 
5lo 0 101 si)o 101| 守 
3l0 1001 3l0 1 0[0]1 所 
-1 2 2 3 -1 -1 2 2 3 -1 /») 
(0) 步 驶 45 (© 步 邓 2 


8.80 例 8.67 用 图 2 


因此 ,一 个 最 佳 匹 配 是 {xiys, xzys, za Xay1, Xsy4} ,其 最 小 成 本 为 wistw2stw3ztwart wsa 
(It +) OD …+105))-21。 
下 面 对 算法 的 正确 性 进行 证 明 。 
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定理 8.29 算法 MaxWeightMatch 的 结果 是 最 大 权 匹 配 。 

证 明 . 分 3 个 步骤 证 明 。 

(1) 断言 ,在 算法 步骤 1 中 矩阵 互 始终 满足 By-1Gi)+10))-cy 之 0。 

不 失 一 般 性 ， 假 设 算法 在 某 轮 变 换 时 ， 最 小 覆盖 盖 住 了 共 c 行 和 4q 列 ,ct4q<n，65 是 
未 覆盖 的 最 小 元 ， 算 法 步骤 4.1 和 4.2 中 甜 阵 B 中 的 元 素 变 化 为 5*;， 步 骤 5 中 标号 变 为 
Ta)、 TO) (1<i,j<n)。 

由 步骤 5.1， 若 第 i 行 未 被 覆盖 ， 则 TGw)=1(w)-6， 由 步骤 5.2， 若 第 j 列 已 被 覆盖 ， 
则 T0710)+6。 

车 万 既 被 行 覆 盖 也 被 列 覆盖 ， 由 步骤 4.1， 则 

BD-byt5, TET ON-D' I) (IO)+ D(Cbyt OTe) tIO) -by 
若 态 只 被 行 柳 盖 ， 则 
bby, TT 9) Db’)+10)) by 
若 态 只 被 列 柳 盖 ， 则 
Dibys T+T OD (UtIO) + -bi) tI) -by 
若 轨 未 被 覆盖 ， 由 步骤 42， 则 
Dby6, TtT Ob I) -+0 -boa)+0)) -by 

由 于 0<65<by, 因此 b'y 宇 0， 且 1G)+102)-by 的 值 保持 不 变 , 为 cr， 特别 是 bj=0 时 ， 
Uxi) +I0%)=ciyo 

(2) 算法 一 定 会 终止 。 

首先 图 中 的 完美 匹配 是 有 限 个 的 ， 因 此 最 佳 匹 配 一 定 存在 。 

@ 每 轮 算 法 都 使 得 六 (1(x )+1()) 下 降 ， 这 可 由 

i=1 


nn n 


(T(x)+7(»)) = P(x)+1(y)) -(n-e)s+as 


i=] i 


= PG)+10) —(n-(c+q)s 


及 ctqd<n 立 得 。 
@ 这 (1(x)+1(y)) 具 有 下 界 。 
假设 最 佳 匹 配 为 M = 全 六 2 yy ， 考 虑 任 一 种 满足 by7G6)+7Q;)-cy 宇 0 (1 夺 


nn 
=] 


i,j 和 nn) 的 标号 方法 1， 都 有 Dex.y, )<P(7 G0)+7(», )) ， 知 pAUB EG )) 以 最 佳 
匹配 的 最 优 值 为 下 界 。 
加 由 于 /的 和 1) 都 是 整数 ，5 是 正 整数 ， 因 此 六 (1(x)+1(%)) 不 会 无 限 下 降 ， 算 


法 必定 在 有 限 步骤 后 终止 。 
(3) 断言 : 算法 终止 时 ， 一 定 可 以 得 到 最 佳 匹配 。 
算法 终止 时 一 定 出 现 了 n 个 不 在 同行 、 同 列 的 55 均 为 0， 假 设 它们 是 bj ,bj ,… 
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5 。， 因 此 对 当前 矩阵 B 的 0 元 素 最 小 禾 盖 的 覆盖 数 为 mn。 对 应 于 G 的 匹配 数 为 n， 就 
是 G 的 一 个 完美 匹配 M， 而 且 此 时 有 DU) +10%))= 了 cG7)。 


1<i<n 


考虑 原 图 G 的 任意 一 个 完美 匹配 Mef ma 蕊 疙 …, 欢 芒 }， 则 由 矩阵 五 始终 江 
足 bir1oHO)-cr>0 可 得 六 cs) 三 六 (e+ )= 开 cC7)。 


1<i< 
这 表明 算法 终止 时 即 得 最 大 权 匹 配 。 口 
也 可 以 从 二 部 图 的 匹配 的 角度 来 证 明 算法 一 定 会 终止 。 
在 步骤 2 中 ， 假 设 通过 算法 MaxMatch 求 出 的 G' 中 最 大 匹配 为 M。 
如 果 下 中 不 存在 M- 非 饱和 项 点， 则 际 本 身 就 是 一 个 完美 匹配 ， 算 法 终止 。 
否则 考虑 M- 非 饱和 顶点 xeX。 按照 G 和 G' 的 构造 方法 , x 不 可 能 是 孤立 项 点， 考察 
所 有 从 x 开始 的 交错 道路 ， 记 了 中 所 有 x 可 以 通过 这 些 道路 到 达 的 顶点 为 集合 五， 记 子 
中 所 有 x 可 以 通过 这 些 道 路 到 达 的 顶点 为 集合 钰 (包含 点 x 本身 )。 记 S= U 总， 


xexX 
是 M- 非 伯 和 
TS 出 王 。 则 CS)UT7 就 是 G 的 一 个 最 小 点 覆盖 集 ， 也 是 对 当前 矩阵 吾 的 0 元 素 的 


是 M- 非 饱和 
最 小 覆盖 , 被 覆盖 的 行 的 集合 是 耻 -S, 被 覆盖 的 列 的 集合 是 T。 由 (XS) 到 (7 有 使 (X-5) 
中 每 个 顶点 饱和 的 匹配 ，7T 到 5S 也 有 使 了 中 每 个 顶点 饱和 的 匹配 (图 8.81(a))。 

注意 由 步骤 4 和 步骤 4.2, 算法 在 每 一 轮 变换 中 都 会 在 未 被 覆盖 的 位 置 添加 至 少 一 个 
0。 这 相当 于 在 G' 中 添加 一 条 边 zweSx( 基 刀 。 

由 5S 的 构造 方法 可 知 ,或 者 u 本 身 就 是 M- 非 饱和 顶点 ,或 者 存在 M- 非 饱和 顶点 xeX， 
从 x 开始 的 某 一 条 交错 道路 可 以 到 达 顶 点 u。 

车 v 是 M- 非 饱和 顶点 (图 8.81(b))， 则 产生 由 x 到 v 的 M- 可 增 广 道路 ， 因 此 可 以 扩 
充 M (至 多 发 生 n 次 )。 

车 v 是 M- 饱 和 顶点 ， 则 可 以 扩充 5S 和 7T (图 8.81(c)， 这 个 环节 在 扩充 M 之 前 至 多 
发 生 n 次 )。 
因此 算法 在 至 多 执行 到 轮 后 必定 终止。 


ES 一 一 一 > XS a 


77 OF OF 7 ~ |rr 
5 ee " OF 
< i ee 四 


(a) (b) (©) 
8.81 算法 MaxMatch 的 可 终止 性 


第 8 章 图 论 区 


8.7 图 的 着 色 


定义 8.51 对 简单 图 G 的 每 个 项 点 赋予 一 种 颜色 ,使 得 相 邻 的 顶点 颜色 不 同 ， 称 为 
图 G 的 一 种 点 着 色 (vertex coloring)。 对 简单 图 G 进行 点 着 色 所 需要 的 最 少 颜 色 数 称 为 
G 的 点 色 数 (chromatic number)， 记 为 MO)。 

注 : 对 于 nn 阶 简单 图 G， 明 显 地 有 XG) 近 nm。 

定义 8.52 ”对 简单 图 G 的 每 条 边 赋予 一 种 颜色 ,使 得 相 邻 的 边 颜色 不 同 ， 称 为 图 G 
的 一 种 边 着 色 (edge coloring)。 

定义 8.53 ”对 无 桥 平面 图 G 的 每 个 面 赋予 一 种 颜色 ， 使 得 相 邻 的 面 颜色 不 同 ， 称 为 
图 G 的 一 种 面 着 色 (face coloring)。 
利用 对 偶 图 的 概念 , 可 以 把 平面 图 G 的 面 着 色 问题 转化 为 研究 对 偶 图 G 的 点 着 色 问 
题 ， 而 通过 下 面 的 线 图 概念 ， 也 可 以 将 图 的 边 着 色 问 题 转化 为 点 着 色 问 题 。 

定义 8.54 假设 G 是 简单 图 ， 构 造 图 L(G)，G 中 的 边 和 L(G) 中 的 顶点 一 一 对 应 ， 
如 果 G 中 的 边 e1 和 e, 相 邻 , 则 在 L(G) 中 与 e1 和 es 相对 应 的 两 个 顶点 间 连 一 条 边 , 称 L(G) 
是 G 的 线 图 (line graph)。 

【 例 8.68】 在 图 8.82 中 ，(b) 是 (a) 的 线 图 ，(d) 是 (c) 的 线 图 ，(e) 是 彼得 森 图 的 线 图 。 


el ey el ey 
& el 二 
> 
© 
® ey ey Sy Ca 
(a) (b) (9) (d) (©) 


图 8.82 例 8.68 用 图 
【 例 8.69】 图 8.83(a) 的 点 色 数 是 2，(b) 的 点 色 数 是 4，(c) 的 点 色 数 是 3。 
【 例 8.70】 彼得 森 图 中 含有 长 度 为 5 的 圈 , 因此 至 少 要 用 3 种 颜色 才能 够 正常 着 色 。 
另 一 方面 ， 彼 得 森 图 可 以 用 3 种 颜色 进行 点 着 色 ( 如 图 8.84 所 示 )。 因 此 彼得 森 图 的 点 
色 数 是 3。 


X 区 他 拘 


8.83 例 8.69 用 图 8.84 例 8.70 用 图 


【 例 8.71】 
(a) X(G)=1 当 且 仅 当 G 是 离散 图 。 


对 
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(b) AK)=ne 

(c) XCw)=2，n 是 偶数 时 ，X(Cw)=3，n 是 奇数 时 。(n 宇 3) 

(d) XK( 砚 )=3，n 是 偶数 时 ，X(W)=4，n 是 奇数 时 。(n 宇 3) 

(Ce) XG)=2 当 且 仅 当 G 是 二 部 图 。 

【 例 8.72】 有 6 种 化 学 药品 ， 其 中 药品 a 和 5b 不 能 存放 在 同一 个 仓库 中 ,否则 将 发 
生化 学 反应 ， 类 似 地 ，a 和 qd、b 和 e、b5 和 fc 和 d、c 和 e、c 和 fq 和 e 也 不 能 存放 
在 同一 个 仓库 中 ， 请 问 至 少 需要 多 少 个 仓库 存放 这 6 种 药品 ? 

解 . 用 顶点 表示 药品 ， 如 果 两 种 药品 不 能 存放 在 同一 个 仓库 中 ， 则 在 代表 着 两 种 药 
品 的 顶点 之 间 连 一 条 边 ， 于 是 得 到 图 8.85(a)。 问 题 转化 为 对 图 8.85(a) 的 顶点 着 色 问 题 ， 
该 图 的 点 色 数 为 3 (如 图 8.85(b) 所 示 )， 因 此 至 少 需 要 3 个 仓库 。 


(a) (b) 
图 8.85 例 8.72 用 图 


【 例 8.73】 学 校 期 末 要 举行 各 个 课程 的 考试 , 要 求学 同一 门 课程 的 学 生 考试 时 间 尽 
可 能 相同 ， 问 至 少 要 举行 多 少 场 考试 ? 

这 个 问题 也 可 以 转化 为 顶点 着 色 : 用 顶点 表示 考试 ， 顶 点 和 vw 邻接 当 且 仅 当 有 学 
生 既 要 参加 课程 的 考试 又 要 参加 v 课程 的 考试 。 那 么 ， 所 得 图 的 每 一 种 顶点 着 色 方案 
都 给 出 了 考试 的 一 种 安排 方式 ， 而 最 少 的 考试 场次 正好 对 应 着 图 的 点 色 数 x(G)。 

图 G 的 点 着 色 可 以 确立 其 顶点 集 尺 上 的 一 个 二 元 关系 R，(u, v)eR 当 且 仅 当 zx 和 vw 
着 以 同一 种 颜色 。 由 此 可 以 得 到 严 的 一 个 划分 { 瑟 , 成, …, 了 }， 其 中 每 个 划分 块 万 都 是 
G 的 一 个 点 独立 集 。 

反 过 来 ， 若 { 万 , 万 ,，…, 天 是 玉 上 对 应 于 点 独立 集 的 一 个 划分 ， 则 可 由 此 确定 G 的 
一 种 着 色 法 。 

显然 , 图 G 的 点 色 数 就 是 将 顶点 集 下 关于 独立 集 作 划分 时 , 划分 块 为 最 少时 的 数目 。 

决定 一 个 图 的 点 色 数 是 一 个 难题 (准确 地 讲 ， 它 是 一 个 NP 完全 问题 )， 目 前 尚 不 存 
在 有 效 的 方法 ， 因 此 在 对 图 进行 点 着 色 时 常 采 用 近似 算法 ， 尽 管 不 能 得 到 最 优 结果 ， 但 
是 算法 的 执行 却 是 快捷 有 效 的 。 

下 面 介 绍 韦 尔 奇 -鲍威尔 (Welch-Powell) 点 着 色 算 法 : 

韦 尔 奇 -鲍威尔 算法 Welch-Powell (G) 

输入 : 简单 图 G 

输出 : 图 G 的 一 个 点 着 色 方案 

1. 将 图 中 项 点 按 度数 不 增 的 方式 排 成 一 个 序列 

2. ”使 用 一 种 新 颜色 对 序列 中 的 第 一 个 项 点 进行 着 色 , 并 且 按 照 序列 次 序 ， 对 与 已 着 色 顶 点 不 邻 

i 直至 序列 末尾 。 然 后 从 序列 中 去 掉 已 着 色 的 项 点， 得 到 一 个 新 

3. 对 新 序列 重复 步骤 2， 直 至 得 到 空 序列 
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【 例 8.74】 使 用 韦 尔 奇 -鲍威尔 方法 对 图 8.86(a) 进 行 顶点 着 色 。 


解 . 将 图 中 各 顶点 按 度 数 不 增 的 次 序 排列 得 到 顶点 序列 : b, a, 4, g, h, c, e, 了 

对 顶点 5 着 以 第 一 种 颜色 ， 依 次 考察 序列 中 其 他 顶点 : a、qd、g、h 与 5 相 邻 因此 
它们 不 能 着 第 一 种 颜色 ; c 与 5 不 相 邻 ， 所 以 顶点 c< 也 着 第 一 种 颜色 ; e 与 已 着 色 的 顶点 
c 相 邻 , 因此 不 能 着 第 一 种 颜色 ; f 与 已 着 色 的 顶点 5 和 c 都 不 相 邻 ,因此 着 第 一 种 颜色 ; 
至 此 第 一 轮 着 色 过 程 结束 〈 如 图 8.86(b) 所 示 )， 得 到 新 的 顶点 序列 : a, q, g, h, e。 

重复 上 述 过 程 ， 对 顶点 a、qd、e 着 第 二 种 颜色 ， 对 顶点 g 着 第 三 种 颜色 ， 对 顶点 
着 第 四 种 颜色 ， 至 此 结束 ， 得 到 图 8.86(c)。 


al b a(2 1 )2 
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(a) (b) (0 
图 8.86 例 8.74 用 图 


要 说 明 的 是 ， 韦 尔 奇 -鲍威尔 算法 并 不 总 能 得 到 最 少 颜色 数目 的 着 色 方 案 。 例 如 在 
图 8.87(a) 中 ， 每 个 顶点 的 度数 都 是 3， 如 果 按照 a, b, c, q, e,f g,h 的 顺序 排列 顶点 ， 那 么 
使 用 韦 尔 奇 -鲍威尔 算法 将 得 到 图 8.87(b) 的 结果 ， 共 使 用 了 4 种 颜色 ; 而 如 果 按 照 a, c, e， 
gb, 4, 帮 hh 的 顺序 排列 项 点， 那么 使 用 韦 尔 奇 -鲍威尔 算法 将 得 到 图 8.87(c) 的 结果 ， 共 使 
用 了 两 种 颜色 ， 达 到 了 该 图 的 点 色 数 。 
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(a) (b) 
图 8.87 ” 韦 尔 奇 -鲍威尔 算法 的 说 明 


下 面 介 绍 两 个 有 关 图 着 色 的 著名 问题 。 

每 个 平面 图 都 可 以 只 使 用 4 种 颜色 进行 面 着 色 ， 这 就 是 著名 的 “四 色 定 理 ” 一 张 各 
国 地 域 连通 ,并且 相 邻 国家 有 一 段 公共 边界 的 平面 地 图 上 , 可 以 用 4 种 颜色 为 地 图 着 色 ， 
使 得 相 邻 国家 着 有 不 同 的 颜色 。 它 在 图 论 发 展 史上 起 到 过 巨大 的 推动 作用 。 

1852 年 ， 佛 朗 西 斯 。 古 思 里 (Francis Guthrie) 在 绘制 英格兰 分 禾 地 图 时 ， 发 现 许多 
地 图 都 只 需 用 4 种 颜色 染色 ， 就 能 保证 有 相 邻 边界 的 分 区 颜色 不 同 。 他 将 这 个 发 现 告诉 
了 他 的 弟弟 弗 雷 德里 克 。 古 思 里 。 弗 雷 德里 克 将 他 哥哥 的 发 现 作 为 一 个 猜想 向 老师 德 。 
摩根 提出 。 德 -摩根 对 此 很 感 兴趣 ， 当 天 就 和 爱尔兰 数学 家 哈密 顿 通信 ， 将 这 个 问题 向 他 
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提出 。 而 哈密 顿 则 与 之 相反 ， 对 它 丝毫 不 感 兴趣 ， 他 在 3 天 后 的 回信 中 告诉 德 -摩根 ， 他 
不 会 尝试 解决 这 个 问题 。 

1879 年 ， 肯 普 (Alfred Kempe) 宣布 证 明了 四 色 定 理 。 但 是 在 1890 年 ， 希 伍德 
(Heawood) 指出 了 肯 普 的 证 明 存 在 漏洞 ， 而 且 他 使 用 肯 普 的 方法 证 明了 “五 色 定理 ”。 

直到 1976 年 四 色 定 理 才 最 终 由 数学 家 阿 佩 尔 (Kenneth Appel) 和 哈 肯 (Wolfgang 
Haken) 在 科 克 (J. Koch) 的 帮助 下 证 明 。 他 们 的 证 明 方 法 是 将 地 图 上 的 无 限 种 可 能 情 
况 归 纳 为 1936 种 状态 , 再 由 电脑 逐个 检查 这 些 状态 是 否 可 以 用 4 种 颜色 进行 面 着 色 , 过 
程 共用 了 一 千 多 个 小 时 。 四 色 定 理 是 第 一 个 主要 由 电脑 证 明 的 理论 ， 但 这 一 证 明 并 没有 
被 所 有 的 数学 家 接受 ， 因 为 采用 的 方法 不 能 由 人 工 直接 验证 。 

在 证 明 四 色 定 理 过 程 中 ,研究 者 还 发 现 了 平面 哈密 顿 图 和 面 着 色 之 间 的 一 个 有 趣 联 
系 : 哈密 顿 回路 将 平面 分 成 若干 个 回路 内 部 面 和 若干 个 回路 外 部 面 , 使 用 颜色 A 和 B 交 
蔡 将 内 部 面 着 色 ， 使 用 颜色 C 和 DD 交替 将 外 部 面 着 色 , 得 到 了 一 个 使 用 4 种 颜色 的 面 着 
色 ( 如 图 8.88 所 示 )。 一 般 地 讲 ， 每 个 平面 哈密 顿 图 都 可 以 使 用 4 种 颜色 进行 面 着 色 。 


(a) (b) (9 
图 8.88 平面 哈密 顿 图 的 面 着 色 


接 下 来 介绍 与 边 着 色相 关 的 一 个 著名 问题 一 一 拉 姆 齐 数 (Ramsey's number)。 

我 们 将 证 明 如 下 结果 : 任意 6 个 人 中 必定 有 3 个 人 彼此 都 认识 或 者 有 3 个 人 彼此 互 
不 相识 。 

用 顶点 来 表示 6 个 人 ， 如 果 两 个 人 相识 就 在 代表 这 两 个 人 的 顶点 之 间 画 一 条 边 并 染 
蓝 色 ， 如 果 两 个 人 不 相识 就 在 代表 着 两 个 人 的 顶点 之 间 画 一 条 边 并 染 红 色 ， 于 是 得 到 一 
个 6 阶 完全 图 ，, 每 条 边 染 以 红 蓝 两 色 之 一 (此 时 不 要 求 相 邻 的 边 必 须 异 色 )。 问 题 转化 为 
证 明 无 论 如 何 对 边 染色 , 图 中 一 定 存在 同色 三 角形 。( 在 下 文中 用 实 线 表示 蓝 色 边 , 用 虚 
线 表 示 红 色 边 )。 

考虑 任 一 个 顶点 (不妨 假设 它 是 vi), 与 之 关联 的 边 有 5 条 ， 由 饮 巢 原理 ,其 中 必定 
有 3 条 边 同色 ， 不 妨 假设 边 Viv,、viv3、viv4 同 为 蓝 色 (如 图 8.89(a) 所 示 )。 下 面 考 察 边 
VzV3、V2V4、VaV4。 如 果 其 中 存在 蓝 色 边 ， 则 将 产生 蓝 色 三 角形 (如 图 8.89(b) 所 示 ); 如 果 
3 条 边 都 是 红色 ， 则 将 产生 红色 三 角形 (如 图 8.89(c) 所 示 ) 

但 是 5 个 人 在 一 起 有 可 能 达 不 到 要 求 的 条 件 ， 如 图 8.90 所 示 ， 图 中 既 不 存在 红色 三 
角形 又 不 存在 蓝 色 三 角形 。 

这 个 问题 的 一 般 形式 是 : 给 定 整数 s* 和 1， 计算 最 小 的 整数 n， 使 得 任意 n 个 人 中 必 
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图 8.89 拉 姆 齐 数 图 8.90 5 个 人 在 一 起 有 可 能 达 不 到 要 求 


定 有 s 个 人 彼此 相识 或 + 个 人 互 不 相识 。 用 图 论 的 语言 讲 就 是 :对 于 给 定 整 数 s 和 +t， 计 
算 最 小 的 整数 wm， 使 得 对 n 阶 完全 图 的 边 任意 染 以 红色 或 蓝 色 ( 相 邻 边 可 以 颜色 相同 ) 
后 ， 图 中 都 一 定 存在 红色 s 阶 完全 图 子 图 或 蓝 色 t 阶 完全 图 子 图 。 这 时 的 n 记 作 R(s, 
称 作 拉 姆 齐 数 。 上 述 例 子 表 明 R(3，3)=6， 这 个 问题 和 结果 最 早 是 由 拉 姆 齐 (Frank 
Plumpton Ramsey，1903 一 1930) 于 1930 年 在 论文 《形式 逻辑 上 的 一 个 问题 》(On a 
Problem in Formal Logic) 中 提出 并 证 明 的 。 

但 是 即使 对 于 很 小 的 s 和 +t 值 , 计算 R(s, 0 通常 也 是 很 困难 的 ， 目 前 已 知 的 拉 姆 齐 数 
非常 少 。 厄 尔 多 斯 (Paul Erd56s，1913 一 1996) 曾 用 一 个 故事 来 描述 计算 拉 姆 齐 数 的 难度 ， 
“如 果 有 一 支 外 星人 军队 来 到 地 球 ， 要 求 获得 R(5, 5) 的 值 ， 否 则 便 会 毁灭 地 球 。 这 时 , 我 
们 应 该 集中 全 世界 所 有 的 电脑 和 数学 家 来 寻找 这 个 值 。 但 是 倘若 它们 要 求 的 是 RG6, 6) 的 
值 ， 我 们 要 做 的 应 该 是 去 竭力 毁灭 这 伙 外 星人 。” 


8.8 网 络 与 流 


图 8.91(a) 表 示 一 个 地 区 的 供水 管线 图 。 图 中 的 边 表 示 水 管 ， 边 的 权重 是 水 管 的 容量 
上 限 ， 有 向 边 表示 仅 允 许 单 向 流动 ， 图 中 的 顶点 是 水 管 的 接合 点 ， 并 附 有 控制 水 流 流向 
与 流量 的 机 器 ; 只 有 一 个 水 源 一 一 自来水 厂 ( 顶 点 1)， 只 有 一 个 最 终 的 终点 一 一 终极 用 
户 ( 顶 点 7)。 水 流 流动 时 不 能 超过 各 条 管线 的 容量 限制 。 

类 似 的 问题 包括 : 图 8.91(b) 表 示 一 个 地 区 的 各 条 主干 道 , 整个 地 区 只 有 一 个 入 口 ( 顶 
点 1) 和 一 个 出 口 ( 顶 点 6)， 有 向 图 的 边 表示 单行 线 ， 每 条 单行 线 都 有 各 自 的 最 大 吞吐 
量 (单位 时 间 通 过 的 车 辆 数 ), 希望 计算 单位 时 间 内 从 此 地 区 可 以 通过 的 最 大 可 能 车 辆 数 。 
-全 AD- 人 
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(a) (b) 
图 8.91 流 网 络 应 用 模型 


这 类 问题 可 以 抽象 为 统一 的 图 模型 。 
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定义 8.55 假设 G=(T, 月 是 一 个 连通 无 重 边 且 不 包含 自 环 的 有 向 图 。 如 果 G 中 

(1) 只 有 一 个 入 度 为 0 的 顶点 ， 记 之 作 s， 称 作 源 (sourse)。 

(2) 只 有 一 个 出 度 为 0 的 顶点 ， 记 之 作 1， 称 作 汇 《sink)。 

(3 ) 每 条 有 向 边 e=(u, v) 都 存在 一 个 非 负 的 权 值 cmw， 称 作 边 的 容量 (capacity)。 
则 称 G 是 一 个 网 络 network) 或 流 网 络 (flow network)， 也 记 作 G=(V.E,s, 1, c)。 

有 向 边 也 称 作 统 《arc)， 边 e=(u,v) 通 常 也 记 作 zm。 

【 例 8.75】 图 8.92 展示 了 一 个 网 络 实例 ， 各 边 容量 在 方形 框 中 表示 。 
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图 8.92 例 8.75 用 图 


- 些 类 似 的 问题 也 可 以 抽象 成 定义 8.55 的 网 络 。 

(a) 事实 上 如 果 有 重 边 ， 将 所 有 重 边 的 容量 求 和 作为 其 中 一 条 边 的 总 容量 并 删除 其 
他 重 边 ， 可 以 得 到 等 价 的 网 络 图 。 

Cb) 自 环 的 存在 与 否 不 影响 问题 的 分 析 和 求解 ， 为 简洁 起 见 要 求 图 不 存在 自 环 。 

Cc) 在 实际 应 用 中 ， 有 时 需要 考虑 点 的 权重 《例如 中 转 站 的 容量 上 限 ) ， 假 设 该 项 
点 的 容量 为 w， 可 以 通过 如 图 8.93 所 示 的 方式 修改 。 


Do< > md 
图 8.93 点 的 权重 的 消除 处 理 


(d) 有 时 网 络 N 中 可 能 有 多 个 源 和 多 个 汇 ， 可 以 通过 下 述 方式 将 网 络 扩大 为 Y， 
将 问题 转化 为 单个 源 和 单个 汇 的 网 络 VW 中 的 最 大 流 问 题 : 增加 两 个 新 的 顶点 s 和 +, 添加 
s 到 每 个 源 的 有 向 边 ， 添 加 每 个 汇 到 t 的 有 向 边 ， 并 且 将 足够 大 的 容量 co 赋予 这 些 新 加 
的 有 向 边 。 分 别称 s 和 1 为 超 源 (super-source) 和 超 汇 〈super-sink) (通常 取 co 大 于 每 
个 源 发 出 边 容量 之 和 即 可 )。 

【 例 8.76】 从 城市 A 到 城市 C 可 以 直达 ， 也 可 以 途经 城市 B。 在 18:00 到 19:00 晚 
高 峰 期 间 平均 行驶 时 间 是 : A 到 B 需要 15min, B 到 C 需要 30min，A 到 C 需要 30min。 
而 路 的 最 大 容量 是 : A 到 B 的 容量 是 1000 辆 ，B 到 C 容量 是 1500 辆 ，A 到 C 容量 是 
2000 辆 。 

引入 一 个 超 源 和 一 个 超 汇 后 ， 可 以 用 图 8.94 表示 这 段 时 间 的 交通 容量 。 在 图 中 ， 如 
果 在 时 刻 离开 城市 戏 并 在 石 时 刻 到 达 城 市 了 ， 则 在 “天 ” 向 “基石 ” 引 一 条 边 ， 边 的 
权 值 是 路 的 容量 。 
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图 8.94 例 8.76 用 图 


定义 8.56 ”假设 顶点 veV， 定 义 vy 的 前 驱 〈《predecessor) 为 pred(v)={ul(u, v)eE}， 
定义 Vv 的 后 继 《successor) 为 succ(v)={ul(v, ww)eE} 

定义 8.57 车 实 值 函 数 /E 及 满足 

(1) 容量 限制 ( capacity constraint ): 对 所 有 e=(u, v)eE， 有 f=fle)< cw 

(2 ) 流量 守恒 ( flow conservation ): 对 所 有 顶点 veV{sfj， > 大 = > fs 


MEpred(v) MEsucc(y) 
则 称 它 是 网 络 的 一 个 容许 流 分 布 ， 或 简称 为 一 个 流 (flow), fiw 称 作 边 (u,v) 上 的 流量 。 如 
果 边 e=(u, Vv) 满足 f=ciw， 则 称 e 为 饱和 边 
定义 8.58 ”对 所 有 顶点 veV{s},， 定义 fle,v)= 了 》 大， 称 作 顶 点 ?的 总 流入 量 ; 


uepred(v) 


对 所 有 顶点 ME 有 他， 定义 Jo ej-= 》 有 大， 称 作 顶 点 4 的 总 流出 量 。 为 完整 性 考虑 ， 


vesucc(u) 
可 以 补充 定义 fle, s)=0, ft, 。)=0 

流量 守恒 表明 : 流 在 除了 源 和 汇 以 外 的 各 个 顶点 的 总 流入 量 等 于 总 流出 量 ， 即 既 不 
产生 也 不 消耗 。 

定义 8.59 设 / 是 网 络 图 G 的 一 个 流 ， fls,。) 称 作 流 f 的 流量 或 者 值 (value )， 即 源 
5 的 总 流出 量 , 记 作 | 了 |。 若 G 的 任意 一 个 流 f' 都 满足 | 了 | 三 f'|, 则 称 f 是 G 的 一 个 最 大 流 
(maximum flow ), 


【 例 8.77】 对 于 图 8.92 的 网 络 实例 ， 图 8.95(a) 表 示 了 一 个 流 《〈 例 如 可 以 理解 为 允 
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8.95 例 8.77 用 图 
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图 8.95 ( 续 ) 


许 4 辆 车 沿 粗 线 所 示 道 路 通过 此 地 区 ), 图 8.95(b) 和 (c) 表 示 另 外 两 个 不 同 的 流 。(a)、(b)、 
(o) 所 示 的 流 的 值 分 别 是 4、24、28; (c) 是 该 网 络 的 一 个 最 大 流 。 


【 例 8.78】 一 般 而 言 ， 网 络 的 最 大 流 是 不 唯一 的 ， 例 如 图 8.96 所 示 的 网 络 。 
0 
a 1 ie 1 
1 1 1 1 1 © 1 
1 2 _D 
1 1 | 1 1 到 WD L 
(a) 四 
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8.96 例 8.78 用 图 
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下 面 描述 最 大 流 的 另 一 种 刻画 。 


定义 8.60 在 网 络 G=(V,E,s, to) 中 , 任何 一 个 满足 seS, teT=V-5 的 顶点 灰 的 划分 
{5, 了 称 作 一 个 s-t 割 (s-t cut), 简 称 割 (cut) ,一 个 s-1 制 的 容量 (capacity) 定 义 为 》 cu ， 


ueSveT 
(uv)eE 


记 为 cap(S, 。 如 果 图 G 的 s-t 制 (S, 使 得 任意 一 个 G 的 s-t1 割 (5S', TT) 都 有 cap(S, =< 
cap(S', TT)， 则 称 (5, 刀 是 图 G 的 一 个 最 小 s-1 割 ， 简 称 最 小 割 (minimum cut)。 

【 例 8.79】 在 图 8.92 所 示 的 网 络 中 ， 图 8.97(a)、(b)、(c) 表 示 不 同 的 s-+ 割 ， 容 量 
分 别 是 30、62、28; (c) 是 该 网 络 的 一 个 最 小 割 。 
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【 例 8.80】 ”一般 而 言 ， 网 络 的 最 小 s- 割 不 唯一 ， 例 如 图 8.98 所 示 的 网 络 。 
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(a) (b) (0) 
8.98 例 8.80 用 图 


下 面 建立 流 与 制 之 间 的 关系 ， 首 先 引 入 一 些 符 号 的 定义 。 
定义 8.61 在 网 络 G-=(V, E, s, t, 0c) 中 ,假设 4、B 都 是 的 非 空 子 集 。 定 义 
(4.B)= > 大， 即 从 44 穿 出 进入 妃 的 边 的 总 流量 ; 定义 c(4,B)= 》 cs， 即 从 4 


ued,veB ueA,veB 
(wvjeE (uv)eE 
穿 出 进入 B 的 边 的 总 容量 。 


定理 8.30 假设 G=(V, E, s, to) 是 一 个 网 络 ， 令 f 是 一 个 流 ，(S, DD) 是 一 个 s-t 割 ， 则 
通过 该 制 的 流量 等 于 由 源 s 发 出 的 流量 。 即 KS, D-HT, 5S)=Jf1。 特 别 地 有 fe, 六 = 才 。 

证 明 . 对 |S| 进 行 归纳 证 明 。 

S={s} 时 明显 成 立 。 

假设 定理 对 于 lS|< 时 都 成 立 。 如 图 8.99 所 示 , 当 |S|=k 时 , 任 取 veS-{s}, 令 5=S-{y}， 
T=TU {fy}， 则 由 |S=k-1 可 知 fS', TY)-AT', S)= 咱 。 

将 顶点 v 添 加 到 8 后 ， 

AS, D-AT, 9 

= 15, TAS HALE, DAT', SI SAT, {y})) 

=fS', TAT', SDH DAY}, SN)-AT, HAS, {v})) 

=f5', TAT', S) tfy, o) fe, ») 

=f5, TAT', 3)。 

表明 fS, 7T)-AT, S) 是 不 变量 ， 值 必定 是 Jf。 

特别 地 有 fle, 产地, 他) 二, 天 寺 六 几 。 口 


8.99 ”定理 8.30 用 图 


【 例 8.81】 在 图 8.92 的 网 络 中 ， 读 者 可 以 通过 图 8.100(a)~(9 验 证 定理 8.30， 其 中 
(a)、(c)、(e) 都 是 同一 个 流 的 不 同 的 s-t 割 ，(b)、(d)、(G 是 另 一 个 流 的 不 同 st 割 。 
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图 8.100 例 8.81 用 图 
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定理 8.31 设 G 是 一 个 网 络 , 令 f 是 G 的 一 个 流 ，(S, DD 是 G 的 一 个 s-t 割 ， 则 jf 寺 
cap(S, 7T)。 

证 明 . 由 定理 830, jsAS, DAT.S<AS.D= 了 大 < c=cap($.D。 口 

[0 [eS 

推论 设 G 是 一 个 网 络 ，f 是 一 个 流 ，(S, 刀 是 一 个 s-t 市 ， 则 若 |fl=cap(S, DD， 则 了 
是 一 个 最 大 流 且 (S, DD) 是 一 个 最 小 s-t 割 。 

证 明 . 假设 i 是 任意 一 个 流 ， 则 由 定理 8.31 有 岂 | 志 cap(S, DD=|f|， 因 此 了 是 一 个 最 
大 流 。 

假设 ($1, T) 是 任意 一 个 s-t 割 ， 则 由 定理 8.31 有 cap(S, 7D)=|f| 志 cap($1, )， 因 此 
(5, DD) 是 一 个 最 小 s-t 制 。 口 

在 给 出 最 大 流 和 最 小 割 的 更 深刻 联系 ， 以 及 描述 构造 最 大 流 和 最 小 割 的 算法 之 前 ， 
先 给 出 剩余 图 和 可 增 广 道路 的 概念 。 

定义 8.62 假设 网 络 G-(V. Es, tc) 中 有 流 f， 则 可 如 下 定义 G 关于 了 的 剩余 图 
(residual graph) 为 GF(V, Es,t, c): 

(1) Gr 的 顶点 集 与 G 的 顶点 集 相同 。 

(2 ) Gy 的 边 集合 记 有 两 类 : {(u,v)jfw<cw}， 称 为 前 向 边 (forward edge ); {(u,v)|f> 
0}， 称 为 后 向 边 (backward edge ); 即 Ef={(u.v)]fw<cw 或 fw>0}。 
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| 的 二 上 太 
(3 让 大 >0 

注 : 不 同 的 流 .对 应 不 同 的 剩余 图 。 

【 例 8.82】 图 8.101 给 出 了 剩余 图 中 的 边 和 容量 的 构造 方法 : 根据 (a) 中 边 的 容量 
边 上 的 流量 可 以 在 剩余 图 中 构造 两 条 边 ， 如 (b) 所 示 ; 根据 (9 中 边 的 容量 和 边 上 的 流量 可 
以 在 剩余 图 中 构造 一 条 边 , 如 (qd) 所 示 (也 可 以 视 为 构造 了 两 条 边 并 忽略 容量 为 0 的 边 ) 。 


0 


(a) (b) (9) (d) 
8.101 定义 8.62 用 图 


【 例 8.83】 图 8.102(a) 的 剩余 图 如 (b) 所 示 ，(c) 的 剩余 图 如 (d) 所 示 。 
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8.102 例 8.83 用 图 
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定义 8.63 假设 网 络 G=(TV, Es, to) 中 有 流 f，G 关 于 /的 剩余 图 中 的 简单 s-1 道路 忆 
称 作 可 增 广 道路 (augment path)， 定 义 bottleneck(P, 用 为 王 所 经 过 各 边 的 最 小 容量 。 
可 以 由 增 广 道路 PP 构造 G 的 一 个 新 的 流 疡 : 
| +bottleneck(P,f)，(u,v) 是 P 中 的 前 向 边 
j= 


所 一 bottleneck(P,f)，(v,u) 是 P 中 的 后 向 边 
有 其 他 情况 
可 以 验证 函数 了 "满足 容量 条 件 和 守恒 条 件 : 
(1) 满足 容量 条 件 。 对 于 不 在 道路 P 上 的 边 而 言 ， 不 产生 任何 变化 ， 如 果 (u, v) 是 PP 
中 的 前 向 边 , 则 由 定义 8.62 有 f=fiwtbottleneck(P)<fit c=fiwtcw 一 了 ,=c; 如 果 (v, 1) 
是 忆 中 的 后 向 边 ， 则 由 定义 8.62 有 f=f_bottleneck(P/)<<f<cim。 
(2) 满足 守恒 条 件 。 对 于 不 在 道路 PP 上 的 顶点 而 言 ， 不 产生 任何 变化 ， 对 于 在 P 上 


如 果 (w, Y) 和 (v, w) 都 是 己 中 的 前 向 边 ， 则 
f° v0,* (fF(* ,vtbottleneck(Pf))-(f (v,* )+bottleneck(P/)) 
(AE0 
如 果 (u, 六 和 (ww) 都 是 已 中 的 后 向 边 ， 则 
f° wf, )(f(* ,vv)— bottleneck(Pf))-(f (v,* )— bottleneck(P/)) 
三 克明 了 (ww JE 
如 果 (u,v) 是 PP 中 的 前 向 边 ，(v,w) 是 了 中 的 后 向 边 ， 则 
f° wy,* )(f(* ,v)+bottleneck(Pf)-bottleneck(Pf))-f 0Y,* ) 
= (0 
如 果 (u, vw) 是 了 中 的 后 向 边 ，(v, ww) 是 已 中 的 前 向 边 ， 则 
f° wv, Ff ,Vv)—(f'(v,* )+ bottleneck(Pf)-bottleneck(P/)) 
=/(° Je -0 

而 且 ,， ff'(s,* 三 f(s,*)+bottleneck(Pf)>f(s,*)=|f|， 即 流 的 流量 得 以 提升 。 

由 此 可 以 得 到 如 下 结论 ， 其 包含 了 福特 和 福 尔 克 森 (Ford-Fulkerson) 1956 年 得 到 的 
可 增 广 道路 定理 和 最 大 流 最 小 割 定理 (max-flow min-cut theorem)， 即 网 络 图 中 最 大 流 
量 等 于 最 小 割 容 量 。 

定理 8.32 ”假设 /是 网 络 G=(V,E,s, t,o) 的 一 个 流 ， 则 以 下 陈述 等 价 : 

(a) f 是 一 个 最 大 流 。 

(b》 当 前 /的 剩余 图 中 不 存在 可 增 广 道路 。 

(c) 存在 G 的 一 个 s-t 割 (5, 刀 使 得 |AFcap(S, 刀 。 

证 了 明 . 

(a) 一 (b)。 如 果 当 前 关于 ,1 的 剩余 图 中 存在 可 增 广 道路 , 则 可 以 通过 这 条 道路 扩大 流 ， 
与 是 最 大 流 矛 盾 。 

(b) 坟 (ce)。 假设 1 是 不 存在 可 增 广 道路 的 流 。 设 S 是 在 当前 剩余 图 中 由 s 可 达 的 顶点 
之 集合 ， 则 显然 seS， 且 在 8， 和 否则 存在 可 增 广 道路 ， 令 六 三 S。 


第 8 章 图 论 \®/ 


假设 weS，veT。 若 (u,v)eE， 则 必然 有 =cw， 否 则 (u,v)eEp,v 也 由 s 可 达 , 与 8 的 
定义 矛盾 ; 若 (v,w)eE， 则 必然 有 0， 否则 (u,v)eEy,v 也 由 s 可 达 ， 与 5S 的 定义 矛盾 。 

因此 由 定理 8.30 有 |=fS, 站 -AT S$)=c(S, TD-0=cap(S, DD)。 

(一 (9) 由 定理 8.31 的 推论 即 得 。 口 

定理 8.32“(b) 过 >(c)” 部 分 的 证 明 也 给 出 了 由 最 大 流 构造 最 小 割 的 方法 。 

【 例 8.84】 对 于 图 8.92 的 网 络 实例 ， 图 8.95(c) 是 一 个 最 大 流 ， 图 8.97(c) 是 对 应 于 
该 最 大 流 的 一 个 最 小 割 。 

由 定理 8.32(a) 和 (b) 的 等 价 性 可 以 给 出 最 大 流 的 构造 算法 
算法 (Ford-Fulkerson，1956 年 ): 

最 大 流 算法 Ford-Fulkerson (O) 

输入 : 网 络 G=(V, EE, s, tc) 

输出 : G 的 一 个 最 大 流 f 

1 ”初始 流量 选 为 0 流量 ， 即 对 所 有 边 uv，fx-0。 

2 ”构造 G 关 于 工 的 剩余 图 Ge。 

3 ”车 Gc 中 存在 增 广 道路 P， 则 按照 前 述 方法 由 增 广 道路 已 构造 G 的 一 个 新 的 流 f' ， 

fe-f' ， 转 到 步骤 2， 否 则 输出 f。 

【 例 8.85】 对 于 图 8.103(a) 中 的 网 络 , 福特 - 福 尔 克 森 最 大 流 算法 的 执行 过 程 如 (a)~(D) 

所 示 ， 而 对 应 的 最 小 割 见 (m)。 
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福特 - 福 尔 克 森 最 大 流 
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如 果 各 边 的 容量 都 是 整数 ， 则 每 次 太太 的 更 新 都 使 得 流 的 值 至 少 增加 1， 因 此 算 
法 至 多 在 “> cu。 次 结束 ;， 如果 各 边 的 容量 都 是 一 般 实数 ， 那 么 该 算法 有 可 能 永远 运行 


vesuce(s) 


下 去 而 无 法 终止 。 

【 例 8.86】 考 虑 如 图 8.104 所 示 的 网 络 ，s 是 源 ，t 是 汇 ， 边 e1/、es 和 es 的 容量 分 别 
是 1、r=(V5-1)/2 (满足 1-r) 和 1， 其 他 边 的 容量 都 是 整数 M2。 记 道路 py-s, 
Vas V3, TD VD 大 PS V2, V3, Va, t A pa3=s, V1, V2, V3, fo 


考虑 按 如 表 8.2 所 示 的 次 序 执行 福特 - 福 尔 克 森 最 大 流 算 法 的 前 几 次 循环 。 
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全 


8.104 例 8.86 用 图 


表 8.2 不 终止 的 福特 - 福 尔 克 森 算法 实例 


循环 次 数 可 增 广 道路 
0 
1 {5, V2, V3, 7} 
2 D1 
3 Pp 
4 D1 
5 Pp 


注意 到 第 1 次 循环 到 第 5 次 循环 边 ea、e 和 es 的 剩余 容量 都 是 {7, 2 0} 的 形式 ， 
其 中 n 是 非 负 整数 。 可 以 证 明 ， 不 断 使 用 可 增 广 道路 pl/、p2、ps 增 加 流量 ，e1、e, 和 es 
的 剩余 容量 都 还 是 这 种 形式 ,而 且 总 流量 的 极限 是 1+ 2 六 =3+27 (前 5 次 循环 的 总 流 
ji=1 
量 为 1+2r+27?)。 
然而 很 明显 该 网 络 的 最 大 流 是 2M+1 宇 5>3+2r， 即 福特 - 福 尔 克 森 最 大 流 算法 不 会 终 
也 无 法 达到 最 大 流 。 
最 后 介绍 一 些 网 络 最 大 流 的 应 用 。 
可 以 将 二 部 图 的 匹配 问题 化 为 网 络 流 图 : 
(1) 将 原 图 的 所 有 无 向 边 改 为 有 向 边 ， 由 革 中 顶点 指向 了 中 顶点 。 
(2) 添加 一 个 超 源 顶点 s 和 一 个 超 汇 项 点 t。 
(3) 添加 s 到 于 中 每 个 顶点 的 有 向 边 ， 添 加 了 中 每 个 顶点 到 + 的 有 向 边 。 
(4) 所 有 有 向 边 的 容量 都 设置 为 1。 
所 得 的 图 称 作 匹配 网 络 (matching nerwork)。 则 有 以 下 定理 。 


颖 


相 匹 配 当 且 仅 当 边 (x, y) 上 的 流量 是 1。 
(b) 一 个 最 大 匹配 对 应 于 一 个 最 大 流 。 
(c) 一 个 值 为 网 的 流 对 应 于 一 个 使 卫 中 每 个 顶点 饱和 的 匹配 。 
证 明 留 作 习题 。 
应 用 匹配 网 络 和 最 大 流 最 小 割 定理 可 以 给 出 霍 尔 定理 的 另 一 个 证 明 : 
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(必要 性 ) 从 “流量 ”的 角度 来 看 ， 明 显 有 |Ne(S)| 宇 |S|。 

(充分 性 ) 考虑 G 的 匹配 网 络 图 Gi 的 任 一 个 制 (S$, 刀 。 边 集合 El={(u, vlues, ve7T} 
中 的 元 素 是 以 下 3 种 类 型 之 一 (如 图 8.105 所 示 ): 

类 型 I (s, Xx)，XEX。 

类 型 [= 二 一 (六) we 于 

类 型 I 一 一 (y, ,ye 了 Y。 

记 = 国 。 若 息 T， 则 cap(S. 刀 三 Zs,7) 至 少 为 n。 


xeX 

车 有 =XNS 非 空 ， 则 El 中 有 n-|V| 条 类 型 1 的 边 。 记 了 =Ne(X) 几 S$S， =No(XD) 几 T。 
则 El 中 至 少 有 | 卫 | 条 类 型 三 的 边 (|{@y, De 互 放 )。 而 另 一 方面 ， 由 | 下 | 乏 |NeC)F 五 + 到 |， 
表明 El 中 类 型 本 的 边 数 至 少 是 | 五 | 三 | 风 |-| 卫 |。 

于 是 cap(S, =| 类 型 [的 边 |+| 类 型 本 的 边 |+| 类 型 三 的 边 | 三 nm- 区 H+- 了 Hn。 
因此 任意 一 个 割 的 容量 都 至 少 为 nm， 而 割 (fs}, 了 UYU 全 ) 的 容量 恰好 为 mw， 因此 G1 
的 最 小 割 的 容量 为 x。 而 这 就 表示 Gi 最 大 流 的 值 是 2， 即 存在 使 忒 中 每 个 结 点 饱和 的 
匹配 。 口 

舞伴 问题 〈dancing problem， 大 正则 二 部 图 的 完美 匹配 ): 一 次 舞会 有 个 男孩 入 n 
个 女孩 ， 每 个 男孩 恰好 认识 上 个 女孩 ， 每 个 女孩 也 恰好 认识 上 个 男孩 (1k<n)， 是 否 
可 以 安排 得 当 ， 使 得 每 人 的 舞伴 都 是 自己 认识 的 ( 即 是 否 存在 大 正则 二 部 图 的 完美 匹 
配 )? 

建立 一 个 匹配 网 络 ， 并 考虑 如 下 定义 的 流 : fls, =1，fty, 全 1，ftri, 臣 =1k， 其 中 
1<i, jn，xiEX，ye 了 (例如 图 8.106)， 可 以 证 明 它 是 一 个 值 为 n 的 最 大 流 。 这 就 证 明 
了 完美 匹配 的 存在 性 。 


~~ 一 


图 8.105 霍 尔 定理 的 另 一 证 明 8.106 ”舞伴 问题 
下 面 讨论 一 个 与 有 向 图 中 道路 和 连通 性 有 关 的 结果 
定义 8.64 设 G=(TV, 甩 是 一 个 有 向 连通 图 , s 和 1 是 图 中 两 个 给 定 的 不 同 顶 点 。 在 图 
中 从 顶点 s 到 顶点 1 的 没有 公共 边 的 初级 道路 称 为 边 不 相交 的 道路 (edge-disjoint path)。 
如 果 FE'CE， 且 满足 每 条 从 s 到 的 初级 道路 都 必然 包含 EF' 中 的 边 ， 则 称 是 G 的 st 分 
离 集 (st-disconnectigng set)。 
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由 于 要 求 找到 从 s 到 + 的 初级 道路 , 因此 可 以 忽略 指向 s 的 有 向 边 和 由 上 发 出 的 有 向 
边 、 忽 略 不 是 s 或 上 但 入 度 为 0 或 出 度 为 0 的 顶点 ， 故 而 可 以 假定 图 中 只 有 一 个 入 度 为 0 
的 顶点 s， 只 有 一 个 出 度 为 0 的 顶点 t， 并 给 每 条 有 向 边 都 赋 以 权 值 1， 于 是 形成 一 个 
网 络 。 

容易 看 出 ， 其 中 最 大 流 的 值 就 是 s 到 + 的 边 不 相交 道路 的 最 大 数目 ， 而 最 小 割 的 容 
量 则 是 st- 分 离 集 的 最 少 有 向 边 数 (参看 图 8.107)。 由 最 大 流 最 小 割 定理 即 得 到 门 格 定理 
(Menger，1927 年 )。 

定理 8.34 有 向 图 刀 中 从 顶点 s 到 顶点 t 的 边 不 相交 有 向 道路 的 最 大 数目 等 于 st- 分 
离 集 的 最 小 有 向 边 数 。 


一 ~ 
7 
人 名) 
7 
小 
人 
1 
1 
1 
| 0. 
\ 


(a) (b) 
图 8.107 门 格 定理 


习 题 8 


8.1 已 知 无 向 图 G 如 图 8.108 所 示 。 
(a) 求 顶点 数 和 边 数 。 
(b) 写 出 各 顶点 的 度数 ， 并 验证 握手 定理 及 其 推论 。 
(c) 指出 图 G 中 的 重 边 、 环 、 孤 立 顶点 、 悬 挂 项 点 、 悬 挂 边 。 
(d) 要 使 图 G 成 为 简单 图 ， 至 少 需要 删 去 几 条 边 ? 
8.2 已 知 有 向 图 G 如 图 8.109 所 示 。 
(a) 求 顶点 数 和 边 数 。 
(b) 写 出 各 顶点 的 出 度 、 入 度 和 度数 ， 并 验证 握手 定理 。 


(4 e4 
LA | 
» 号 vs 
8.108 习题 8.1 用 图 8.109 习题 8.2 用 图 


8.3 ” 设 图 G 有 n 个 顶点 和 ntl 条 边 ， 证明: G 中 至 少 有 一 个 顶点 度数 大 于 或 等 于 3。 


8.4 


8.5 


8.6 
8.7 


8.20 


设 n 阶 图 G 有 加 条 边 ,证 明 : A(@)< 22 <A(O)。 


确定 下 面 的 序列 中 哪些 构成 图 的 度数 序列 ? 若是 图 的 度数 序列 ， 请 画 出 一 个 对 应 的 

图 。 

(a) 6, 5,4,3,2, 1。 

(b) 6, 5,4,3,2,2。 

(0 

证 明 : 不 存在 7 阶 无 向 简单 图 以 1, 3, 3, 4, 6, 6. 7 为 度数 序列 。 

7 阶 无 向 图 G 中 有 1 个 2 度 顶 点 、3 个 3 度 顶点 、 2 个 4 度 顶点 、1 个 5 度 顶 点 ， 求 

G 的 边 数 。 

具有 13 条 边 的 无 向 图 G 中 有 3 个 2 度 顶 点 `.2 个 3 度 顶点 、1 个 4 度 顶点 和 若干 个 

5 度 项 点 ， 求 G 的 阶 数 。 

无 向 图 G 的 边 数 为 16, G 有 3 个 4 度 顶 点 、4 个 3 度 顶 点 、 其 余 顶 点 度数 均 小 于 3， 

求 G 至 少 有 多 少 个 顶点 。 

已 知 无 向 图 G 中 顶点 数 n 与 边 数 m 相等 ，2 度 与 3 度 顶点 各 2 个 ， 其 余 顶 点 均 为 
悬挂 项 点， 求 G 的 边 数 。 

已 知 无 向 图 G 中 边 数 m=10, 有 3 个 2 度 顶点 和 2 个 4 度 顶点 ,其 余 顶 点 均 为 奇数 
度 顶 点 ， 试 讨论 奇数 度 顶点 的 个 数 及 度数 分 配 情况 。 

有 呈 个 人 ， 每 个 人 恰好 有 3 个 朋友 ， 证 明 : n 是 偶数 。 

证 明 : 任意 n(n 宇 2) 个 人 之 中 ， 不 认识 另外 奇数 个 人 的 人 数 为 偶数 。 

9 阶 无 向 图 G 中 顶点 度数 不 是 5 就 是 6, 证 明 : G 中 至 少 有 5 个 6 度 顶 点 或 者 至 少 
有 6 个 5 度 顶 点 。 

假设 (n, m)- 图 G 中 ， 每 个 顶点 的 度数 不 是 大 就 是 寻 1， 且 G 中 有 个 大 度 顶点 ， 
有 N+1 个 k+l 度 项 点 ， 试 用 n、m、 上 表示 入 的 值 。 

证 明 : 如 果 简 单 图 G 的 所 有 项 点 度数 都 大 于 2， 则 G 的 边 数 不 可 能 是 

证 明 : 简单 图 中 存在 度 相同 的 顶点 。 


n 阶 k 度 正则 图 中 有 多 少 条 边 ? 

将 有 向 图 G 的 边 的 方向 去 掉 得 到 的 无 向 图 称 作 G 的 基 图 ， 基 图 是 完全 图 的 有 向 图 
称 作 竞 赛 图 。 证 明 : A 
之 和 。 


(提示 : 利用 (deg (v))=(n-1-deg'(v))>。) 
判断 图 8.110 中 的 各 图 是 否 是 二 部 图 。 
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画 出 完全 二 部 图 K.4。 

完全 二 部 图 .中 有 多 少 条 边 ? 

n 满足 什么 条 件 时 ， 完 全 图 到, 是 二 部 图 ? 

由 完全 二 部 图 到.。(7 三 1, s 宇 1) 产生 完全 图 所 (n=rts) 需要 增加 多 少 条 边 ? 
多 


设 G 是 (n，m)- 简 单 二 部 图 ， 证 明 : ms 所。 


在 一 次 舞会 中 ，A、B 两 国学 生 各 有 n (n>2) 人 参加 ，A 国内 每 个 学 生 都 与 B 国 

一 些 〈 不 是 所 有 ) 学 生 跳 过 舞 ，B 国 每 个 学 生 至 少 和 A 国 一 个 学 生 跳 过 舞 。 证 明 : 

一 定 可 以 找到 A 国 的 两 个 学 生 a 和 4b 及 B 国 两 个 学 生 x 和 y， 使 得 a 和 x, b 和 y 

跳 过 和 舞 ， 而 a 和 y，b 和 xx 没有 跳 过 舞 。 

(提示 : 记 与 B 国学 生 x 跳 过 舞 的 A 国学 生 集合 为 Sa)， 则 如 果 结 论 不 成 立 ， 所 有 

SC) 形成 包含 关系 的 “ 链 ” 将 与 “A 国内 每 个 学 生 都 不 与 B 国 所 有 学 生 跳 过 舞 ” 

产生 矛盾 。) 

某 次 会 议 有 ) 名 (n 宇 4) 代表 出 席 , 己 知 任意 的 4 名 代表 中 都 有 1 个 人 与 其 余 的 3 

个 人 握 过 手 。 证 明 : 任意 的 4 名 代表 中 必 有 一 个 人 与 其 余 的 n-1 名 代表 都 握 过 手 。 

(提示 : 等 价 于 证 明 没有 与 其 余 的 n-1 名 代表 都 握 过 手 的 代表 不 超过 3 人 。) 

设 G 是 n 阶 简单 图 。G 的 带宽 是 指 max{ |izj| |ai 与 gj 是 相 邻 的 } 在 G 的 顶点 的 所 有 

排列 q1, qz, …, an 上 所 取 的 最 小 值 , 即 带 宽 是 赋 给 相 邻 项 点 的 下 标的 最 大 差 值 在 顶 

点 标号 的 所 有 置换 中 所 可 能 取得 的 最 小 值 。 求 以 下 各 图 的 带宽 : 完全 图 Ks;、 完 全 

二 部 图 已 3、 完全 二 部 图 到 :、 立 方 体 图 Bs、 圈 图 Cs;、 轮 图 到 。 

令 G 是 一 个 图 。 假 设 对 于 G 中 的 每 对 不 同 的 顶点 和 类 ，G 中 存在 唯一 顶点 w， 

使 得 :vi 和 w 是 相 邻 的 ，vs。 和 w 是 相 邻 的 。 

(a) 证 明 : 如 果 v 和 是 G 中 不 相 邻 的 顶点 ， 那 么 deg(v)=deg(1)。 

(提示 : 建立 与 六 相 邻 的 顶点 和 与 相 邻 的 顶点 之 间 的 一 一 对 应 。) 

(b) 证 明 : 如 果 存 在 一 个 度 为 好 1 的 顶点 ， 且 没有 顶点 与 所 有 其 他 顶点 相 邻 ， 那 
么 每 个 顶点 的 度 都 为 k。 

(提示 : 证 明 如 果 z 与 v 相 邻 上 且 均 不 与 其 他 所 有 顶点 相 邻 ， 则 deg(v)=deg(1)。) 

有 2n(n>1) 个 空间 点 , 试 证 明 : 用 r+1 条 线段 任意 连接 这 2n 个 点 形成 一 个 简单 图 ， 

其 中 必然 出 现 一 个 三 角形 。 并 证 明 用 好 2 条 边 连接 ， 则 可 能 不 出 现 三 角形 。 

求 图 8.111 的 所 有 3 阶 子 图 、4 阶 导 出 子 图 和 支撑 子 图 。 


I: 
图 8.111 习题 8.31 用 图 
证 明 : 完全 图 的 导出 子 图 也 是 完全 图 。 


在 完全 图 &(n 宇 2) 中， 寻找 边 数 最 多 的 生成 子 图 ， 使 得 其 成 为 完全 二 部 图 
Ks (nrts)s 
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8.34 判断 图 8.112 中 的 两 图 是 否 同 构 。 
8.35 判断 图 8.113 中 的 两 图 是 否 同 构 。 


El Se 中 加 


(a) (b) (a) (b) 
图 8.112 习题 8.34 用 图 图 8.113 习题 8.35 用 图 


8.36 判断 图 8.114 中 的 两 图 是 否 同 构 。 
8.37 判断 图 8.115 中 的 两 图 是 否 同 构 。 


六 人 ” 怨 受 


图 8.114 习题 8.36 用 图 图 8.115 习题 8.37 用 图 


8.38 画 出 所 有 不 同 构 的 ($. 3)- 简 单 图 。 

8.39 画 出 所 有 不 同 构 的 (5, 4)- 简 单 图 。 

8.40 有 多 少 个 不 同 构 的 5 阶 简单 正则 图 ? 

8.41 有 多 少 个 不 同 构 的 6 阶 简单 正则 图 ? 

8.42 已 知 3 度 正 则 图 G 的 阶 数 ”与 边 数 m 满足 m=2n-3， 证 明 : G 只 有 两 种 非 同 构 的 
情况 。 

8.43 求 图 8.116 中 的 各 图 的 补 图 。 


a 
SE 


(a) (b) (©) 
图 8.116 习题 8.43 用 图 


8.44” 夯 出 琴 的 所 有 不 同 构 的 子 图 和 生成 子 图 ， 指 出 哪些 是 自 补 图 。 
8.45 ”给 出 一 个 5 阶 自 补 图 的 例子 。 

8.46 假设 G 是 n(n 大 2) 阶 大 正则 图 证明: G 也 是 正则 图 。 

8.47 ”假设 n 阶 简单 图 G 有 m 条 边 ，G 的 补 图 G 有 多 少 条 边 ? 

8.48 ”假设 G 是 n 阶 自 补 图 ， 计算 G 的 边 数 。 

8.49 假设 G 是 n 阶 自 补 图 证 明 : 或 者 n 是 4 的 倍数 ,或 者 n 模 4 余 1。 


〖 


8.50 


8.51 
8.52 


8.53 


8.54 
8.55 
8.56 


8.57 


8.58 


8.59 


8.60 
8.61 


8.62 


8.63 
8.64 


离散 数学 及 应 用 (第 2 版 ) 


假设 G 是 ” 阶 简单 图 ， 试 用 5(G) 和 4(G) 表 示 5(G) 和 4(G)。 

设 G1 与 G 均 为 无 向 简单 图 ， 证 明 : Gi 与 G; 同 构 当 且 仅 当 G 与 G, 同 构 。 

已 知 无 向 图 G 如 图 8.117 所 示 ， 求 vi 到 v3 的 所 有 简单 道路 、 初 级 道路 ， 求 vi 到 vi 
的 所 有 简单 回路 、 初 级 回路 。 

已 知 无 向 图 G 如 图 8.118 所 示 ， 指 出 图 中 所 有 的 桥 。 


vy 


图 8.117 习题 8.52 用 图 图 8.118 习题 8.53 用 图 


证 明定 理 8.6。 

证 明 : 如 果 边 e 是 桥 ， 则 G-e 恰 有 两 个 连通 分 支 。 

证 明 : 在 n 阶 图 G 中 ， 若 从 顶点 4 到 vuz#v) 存 在 道路 ， 则 

(a) & 到 vw 一 定 存在 长 度 小 于 或 等 于 n-1 的 道路 。 

(b) u 到 v 一定 存 在 长 度 小 于 或 等 于 n-l1 的 初级 道路 。 

证 明 : 在 n 阶 图 G 中 ， 若 存在 v 到 自身 的 回路 ， 则 

(a) 一定 存在 v 到 自身 长 度 小 于 或 等 于 的 回路 。 

(b) 一 定 存在 v 到 自身 长 度 小 于 或 等 于 的 初级 回路 。 

证 明 : 若 无 向 图 G 中 恰 有 两 个 奇数 度 的 顶点 ， 则 这 两 个 顶点 之 间 必 然 存在 一 条 
通路 。 

令 m 和 n 是正 整数 ,满足 1<m2”。 证 明 : n 立方 体 图 中 存在 一 个 长 度 为 m 的 简 
单 回路 当 且 仅 当 m 宇 4 且 m 为 偶数 。 

n 阶 非 连通 简单 图 至 多 有 多 少 条 边 ? 至 少 有 多 少 条 边 ? 

假设 G 和 G 是 两 个 简单 图 ， 如 果 有 Gi 的 某 个 特性 ， 且 Gi 与 G 同 构 ， 则 Gs 也 
具有 该 特性 。 这 样 的 特性 称 为 不 变量 (invariant)。 证 明 以 下 特性 是 不 变量 (其 中 
大 是 一 个 正 整 数 ): 

(a) 有 一 个 度 为 大 的 顶点 。 

(b) 含有 个 度 为 大 的 顶点 。 

(c) 图 是 连通 的 。 

(d) 有 一 个 长 度 为 大 的 简单 回路 。 

Ce) 有 n 个 长 度 为 天 的 简单 回路 。 

假设 无 向 连通 图 G 中 存在 初级 回路 ， 证 明 : 删除 该 回路 中 任何 一 边 后 ， 图 仍然 是 
连通 的 。 

假设 n 阶 简单 图 G 中 每 个 顶点 的 度数 都 大 于 n/2， 证 明 : G 是 连通 图 。 

如 果 无 向 图 G 中 ， 既 存在 项 点 到 顶点 v 的 长 度 为 奇数 的 道路 ， 又 存在 顶点 到 
顶点 vv 的 长 度 为 偶数 的 道路 ， 证 明 : 图 G 中 存在 简单 回路 。 
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如 果 无 向 图 G 中 ， 存 在 顶点 到 顶点 v 的 两 条 不 同 的 简单 道路 ， 证 明 : 图 G 中 存 
在 简单 回路 。 

假设 G 为 n 阶 无 向 连通 图 ， 证 明 : 

(a) 至 少 有 n-l1 条 边 。 (提示: 使 用 归纳 法 。) 

(b) 若 边 数 大 于 n-1， 则 至 少 有 一 条 回路 。〈 提 示 : 使 用 归纳 法 及 定理 8.5。) 
(c) 如 果 恰 好 有 xz-1 条 边 ， 则 至 少 有 一 个 顶点 的 度数 为 奇数 。 

设 G 是 n (n 宇 5) 阶 简单 图 证明: G 或 G 必定 存在 回路 。 

设 (n, m)- 简 单 图 G 满 足 m > 了 -DO 

(a) 证 明 : G 是 连通 图 。 

(b) 构造 一 人 m3 (nD -2) 的 非 连 通 简单 图 。 

n 个 城市 由 大 条 公路 连接 (公路 两 端 为 城市 ， 中 间 不 通过 其 他 任何 城市 ， 两 个 不 同 
城市 之 间 最 多 有 一 条 公路 )， 证 明 : 若 户 (n-1)(n-2)2， 则 总 可 以 通过 连接 城市 的 
公路 在 任何 两 个 城市 之 间 旅 行 。 

令 G 是 一 个 正则 nn 阶 简单 图 ， 其 中 


丰 过 ,nmod4=1 


n 


大 三 5 


证 明 :; G 是 连通 的 。 

证 明 : 简单 图 G 是 二 部 图 当 且 仅 当 图 中 不 存在 回路 或 所 有 回路 的 长 度 都 是 偶数 。 
证 明 : 无 向 图 G-( 及 达 , 7) 不 是 连通 图 当 且 仅 当 存在 天 的 一 个 划分 { 态 , 态 》， 使 得 G 
中 任何 边 都 不 会 以 页 中 的 一 个 顶点 和 到 中 的 一 个 顶点 作为 两 端 。 

证 明 : 在 图 8.119 中 从 x 到 v 的 长 度 为 n 的 道路 的 数目 等 于 阶 非 波 那 契 数 友 。 


u v 


图 8.119 习题 8.73 用 图 
称 无 向 连通 图 G 中 的 顶点 "为 割 点 , 是 指 如 果 将 顶点 v 和 所 有 与 v 关 联 的 边 删 除 ， 
会 使 得 图 G 变 为 非 连通 图 。 


(a) 给 出 一 个 6 阶 图 的 例子 ， 其 中 恰好 有 两 个 割 点 。 

(b) 给 出 一 个 6 阶 图 的 例子 ， 其 中 没有 割 点 。 

(c) 证 明 : 连通 图 G 中 的 顶点 v 为 割 点 当 且 仅 当 G 中 存在 两 个 顶点 x 和 yy， 使 得 
从 x 到 y 的 每 条 道路 都 经 过 v。 

连通 简单 图 的 两 个 不 同 顶 点 vi 和 vw 之 间 的 距离 是 在 vi 和 vw 之 间 的 最 短 简单 道路 的 

长 度 ( 边 数 )。 图 的 半径 是 从 顶点 v 到 其 他 顶点 的 最 大 距离 在 所 有 顶点 v 上 所 取 的 

最 小 值 。 图 的 直径 是 在 两 个 不 同 顶 点 之 间 的 最 大 距离 。 

(a) 直径 是 否 一 定 是 半径 的 2 倍 ? 
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(b) 直径 是 否 一 定 大 于 半径 ? 

(c) 求 下 列 图 的 半径 和 直径 : Ke、K4s、 超 立方 体 图 Ba8、Cs。 

Cd) 证 明 : 车 简单 图 G 的 直径 至 少 为 4， 则 它 的 补 图 G 的 直径 不 超过 2。 

(提示 : 考虑 两 个 点 a 和 5b 在 G 中 的 距离 ， 如 果 不 是 1， 则 a 和 4b 在 G 中 相 邻 ， 继 
而 证 明 在 G 中 有 a 到 尹 长 度 为 2 的 道路 。) 

(e) 证 明 : 若 简单 图 G 的 直径 至 少 为 3， 则 它 的 补 图 G 的 直径 不 超过 3。 

举例 说 明 有 向 图 中 顶点 之 间 的 可 达 关 系 既 无 对 称 性 也 无 反对 称 性 。 

判断 图 8.120 中 的 各 有 向 图 是 否 连通 ， 是 否 是 
单 向 连通 的 ， 是 否 是 强 连 通 的 。 

寻找 3 个 5 阶 有 向 图 G1/、G;、G3， 满 足 : G1 
是 强 连 通 的 ，G2 是 单 向 连通 的 但 不 是 强 连 通 
的 ，G; 是 有 向 连通 的 但 不 是 单 向 连通 的 。 (a) (b) 

证 明 : 在 一 个 没有 回路 的 竞赛 图 中 , 对 于 任意 图 8.120 习题 8.77 用 图 

顶点 ww 和 v， 有 deg (i)zdeg (v)。 

设 有 向 图 DD 是 单 向 连通 图 ， 证明: DD 中 存在 经 过 每 个 顶点 至 少 一 次 的 道路 。 

设 有 向 图 DD 是 单 向 连通 图 ， 但 不 是 强 连 通 图 ， 问 在 D 中 至 少 加 几 条 边 可 以 得 到 强 
连通 图 ? 

证 明 : 一 个 简单 有 向 图 是 强 连通 的 当 且 仅 当 图 中 有 一 条 包含 每 个 顶点 的 回路 。 
证 明 : 在 一 个 DAG 中 至 少 存在 一 个 顶点 出 度 为 0。 

证 明 : 在 一 个 n 阶 DAG 中 边 的 最 大 数目 是 n(n-1)/2。 

假设 有 向 图 如 图 8.121 所 示 。 

(a) 写 出 图 的 邻接 矩阵 。 

(b) 利用 邻接 矩阵 计算 各 个 顶点 的 出 度 和 入 度 。 

(c) 计算 vi 到 va 的 长 度 为 3 的 不 同道 路 数 。 

(d) 计算 vi 到 vw 的 长 度 不 超过 3 的 不 同道 路 数 。 


ee 
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图 8.121 习题 8.80 用 图 图 8.122 习题 8.86 用 图 


假设 无 向 图 如 图 8.122 所 示 。 

(a) 写 出 图 的 邻接 矩阵 。 

Cb) 利用 邻接 矩阵 计算 各 个 顶点 的 度数 。 
(c) 计算 vi 到 vs 的 长 度 为 4 的 不 同道 路 数 。 
(d) 计算 vw 到 va 长 度 不 超过 3 的 不 同 回路 数 。 


8.87 令 4 是 图 Kn 的 邻接 矩阵 。 给 出 妇 中 元 素 的 表示 公式 。 
8.88 在 完全 图 瑟 (n>2) 中 ， 
(a) 有 多 少 长 度 k 宇 1 的 道路 ? 
(b) 有 多 少 条 长 度 在 1 和 kk (包括 有) 之 间 的 道路 ? 
8.89 令 v 和 w 是 琴 中 的 两 个 不 同 的 顶点。 令 pm 代表 本 中 从 v 到 w 的 长 度 为 m 的 道路 
的 数目 ，1 科 mm 入 nm。 
(a) 寻找 pm 的 递归 关系 。 
(b) 给 出 pn 的 显示 公式 。 
8.90 令 v 和 w 是 兵 (n 宇 2) 中 的 两 个 不 同 的 顶点， 证 明 : 从 v 到 w 的 简单 道路 的 数目 


Ln 1 
是 一 — 
是 (n 2 。 


8.91 判断 图 8.123 中 的 各 图 是 否 存在 欧 拉 道 路 ， 是 否 存 在 欧 拉 回路 。 


(a) (b) (9) 
8.123 习题 8.91 用 图 


8.92 画 一 个 无 向 欧 拉 图 ， 使 得 它 满足 以 下 条 件 : 
(a) 有 偶数 个 顶点 和 偶数 条 边 。 
(b) 有 奇数 个 顶点 和 偶数 条 边 。 
(c) 有 偶数 个 顶点 和 奇数 条 边 。 
(Cd) 有 奇数 个 顶点 和 奇数 条 边 。 
8.93 设 G 是 mn (Cn 这 2) 阶 欧 拉 图 证明: 图 G 中 不 存在 桥 。 
8.94 n 满足 什么 条 件 时 ， 完 全 图 二 ,是 欧 拉 图 ? 
8.95 x,s 满足 什么 条 件 时 ， 二 部 图 色 . ,是 欧 拉 图 ? 
8.96 构造 图 8.124 中 各 图 的 欧 拉 回 路 。 


f 
(b) 


图 8.124 习题 8.96 用 图 
8.97 判断 图 8.125 中 的 各 有 向 图 是 否 存在 欧 拉 道路 ， 是 否 存 在 欧 拉 回路 。 
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(a) (b) (9) 
图 8.125 习题 8.97 用 图 


8.98 画 一 个 有 向 欧 拉 图 ， 使 得 它 满足 以 下 条 件 : 

(a) 有 偶数 个 项 点 和 偶数 条 边 。 

(b) 有 奇数 个 顶点 和 偶数 条 边 。 

(c) 有 偶数 个 项 点 和 奇数 条 边 。 

(d) 有 奇数 个 顶点 和 奇数 条 边 。 
8.99 证 明 : 若 连通 有 向 图 G 是 欧 拉 图 ， 则 它 一 定 是 强 连 通 的 。 其 逆 命题 成 立 吗 ? 
8.100 判断 图 8.126 中 的 各 图 是 否 存在 哈密 顿 道路 ， 是 否 存 在 哈密 顿 回路 。 
8.101 说 明 图 8.127 中 的 图 不 是 哈密 顿 图 。 
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图 8.126 习题 8.100 用 图 图 8.127 习题 8.101 用 图 


8.102 证明: 彼得 森 图 不 是 哈密 顿 图 。 
8.103 画 一 个 无 向 哈密 顿 图 ， 使 得 它 满足 以 下 条 件 : 
(a) 有 偶数 个 顶点 和 偶数 条 边 。 
(Cb) 有 奇数 个 项 点 和 偶数 条 边 。 
(c) 有 偶数 个 顶点 和 奇数 条 边 。 
(d) 有 奇数 个 项 点 和 奇数 条 边 。 
8.104 画 出 一 个 图 ， 使 其 满足 以 下 条 件 : 
(a) 具有 欧 拉 回 路 和 哈密 顿 回路 。 
(b) 具有 欧 拉 回路 ， 但 不 具有 哈密 顿 回 路 。 
(c) 不 具有 欧 拉 回路 ， 但 具有 哈密 顿 回 路 。 
(d) 既 不 具有 欧 拉 回 路 ， 也 不 具有 哈密 顿 回路 。 
8.105 ”如 果 简 单 无 向 连通 (n, m)- 图 G 的 边 数 满足 m=(n” 一 3n+4)/2，G 是 否 一 定 是 哈密 顿 
图 ? 说 明理 由 。 
8.106 ”一 只 蚂蚁 可 和 否 从 立方 体 的 一 个 顶点 出 发 ， 沿 着 棱 疏 行 过 每 一 个 顶点 一 次 且 仅 一 
次 ， 最 后 回 到 出 发 点 ? 利用 图 作 解 释 。 
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对 一 个 3x3x3 的 立方 体 ， 能 否 从 一 个 角 上 开始 ， 通 过 所 有 27 个 1x1x1l 的 小 立体 
方块 各 一 次 ， 最 后 达到 中 心 ? 试 说 明理 由 。 

一 个 班 的 学 生 共计 选修 4、B、C、D、E、F 共 6 门 课程 ， 其 中 一 部 分 人 同时 选 
修了 D、C、4， 一 部 分 人 同时 选修 了 B、C、F， 一 部 分 人 同时 选修 了 EE 和 B 

还 有 一 部 分 人 同时 选修 了 4 和 BB。 期 终 考试 要 求 每 天 考 一 门 课 ，6 天 内 考 完 ， 而 
且 为 了 减轻 学 生 负 担 ， 要 求 每 人 都 不 会 连续 两 天 参加 考试 。 试 设计 一 个 考试 日 
程 表 。 

10 个 人 围 坐 于 一 个 圆桌 旁 , 每 个 人 都 至 少 和 其 余 的 5 个 人 是 朋友 , 请 问 能 否 安排 
座位 使 得 每 个 人 左右 两 边 都 是 他 的 朋友 ? 

某 工厂 生产 6 种 不 同 颜色 的 纱 制 成 的 双色 布 ， 已 知 在 生产 的 品种 中 ， 每 种 颜色 至 
少 和 其 他 5 种 颜色 中 的 3 种 颜色 搭配 ， 证 明 : 可 以 挑 出 3 种 双色 布 ， 它 们 恰 有 6 
种 不 同 的 颜色 。 

r 和 s 满足 什么 条 件 时 ， 二 部 图 Ks 是 哈密 顿 图 ? 

完全 图 瑟 Cn 过 3) 共有 多 少 条 不 同 的 哈密 顿 回路 ? 

设 G 是 mn (Cn 过 2) 阶 哈密 顿 图 ， 证明: 图 G 中 不 存在 桥 。 

当 m 和 n 取 何 值 时 图 8.128 是 欧 拉 图 ? 当 m 入 取 何 值 时 图 8.128 是 哈密 顿 图 ? 


mm 个 顶点 


HH 


se 


图 8.128 习题 8.114 用 图 


修改 习题 8.114 中 的 图 8.128， 对 所 有 天 1. 2，…, n, 在 第 i 行 第 1 列 顶点 和 第 i 行 
第 mn 列 顶点 之 间 都 添加 一 条 边 。 证 明 : 得 到 的 图 是 哈密 顿 图 。 

证 明 : 

(a) 3x3 的 棋盘 上 不 存在 骑士 巡游 回路 。 

(b) 4x3 的 棋盘 上 不 存在 骑士 巡游 回路 。 

(c) 4x4 的 棋盘 上 不 存在 骑士 巡游 回路 。 

(提示 : 称 顶 上 的 和 底下 的 8 个 格子 为 外 格子 ， 称 其 他 8 个 格子 为 内 格子 。 骑 士 
必须 从 一 个 外 格子 移动 到 一 个 内 格子 ， 或 者 从 一 个 内 格子 移动 到 一 个 外 格子 。 此 
外 ， 骑 士 必须 从 一 个 白 格子 移动 到 一 个 黑 格子 ， 或 者 从 一 个 黑 格子 移动 到 一 个 白 
格子 。) 

证 明 : 任何 竞赛 图 中 一 定 存在 哈密 顿 道路 。 

证 明 : 任何 强 连通 的 竞赛 图 必定 是 哈密 顿 图 。 

设 n 为 正 整 数 ， 证 明 : 
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(a) Kz 的 边 集合 是 边 不 相交 的 m 个 哈密 顿 道 路 的 边 集 的 并 ， 并 计算 m 的 值 。 
(提示 : 考虑 图 8.129 或 图 8.130) 


8.120 


8.121 


8.122 


8.130 习题 8.119 用 图 2 


Cb) Km 的 边 集合 是 边 不 相交 的 m 个 哈密 顿 回 路 的 边 集 的 并 ， 并 计算 m 的 值 。 
2n+1 个 人 围 圆桌 开会 , 每 次 开会 时 每 人 的 邻 座 都 与 以 前 不 同 , 问 最 多 可 以 安排 多 
少 次 这 种 会 议 ? 

若 无 向 图 中 每 一 条 边 都 能 定 一 个 方向 ， 使 得 到 的 有 向 图 是 强 连 通 图 ， 则 称 该 图 为 
可 定向 的 。 证 明 : 

(a) 判断 图 8.131 中 的 图 是 否 可 定向 。 

Cb) 证明: 欧 拉 图 是 可 定向 的 。 

(c) 证 明 : 哈密 顿 图 是 可 定向 的 。 

(d) 证 明 ; 若 一 个 连通 图 具有 桥 ， 则 它 不 是 可 定向 的 。 

(e) 证 明 : 连通 图 是 可 定向 的 当 且 仅 当 图 的 每 一 条 边 至 少 在 一 条 回路 上 。 


(f) 


因为 城市 中 心 区 交通 流量 正在 增长 ， 所 以 交通 工程 师 计 划 将 目前 所 有 双 行 街 
道 都 变 成 单行 街道 。 解 释 如 何 为 这 个 问题 建 模 。 


I I 4 


(a) (b) (9 
8.131 习题 8.121 用 图 


证 明 : n 宇 3 时 ， 轮 图 珊 具 有 如 下 性 质 : 
(a) 画 ,中 简单 回路 的 数目 是 -nt+1。 
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(b) 静 不 是 欧 拉 图 。 
(c) 所 ,是 哈密 顿 图 。 
图 8.132 中 的 各 图 是 否 是 平面 图 ? 


(a) (b) (9) 


8.132 习题 8.123 用 图 


证 明定 理 8.13。 
计算 图 8.133 中 的 各 图 的 顶点 数 、 边 数 、 面 数 、 每 个 面 的 次 数 ， 并 验证 定理 8.13 
和 定理 8.14。 


(a) (b) (c) 


图 8.133 习题 8.125 用 图 


己 知 8 阶 连通 平面 图 G 有 5 个 面 ， 求 G 的 边 数 m。 

己 知 具有 4 个 连通 分 支 的 平面 图 G 有 8 个 面 和 15 条 边 ， 求 G 的 阶 数 。 
假设 简单 连通 平面 图 G 的 顶点 数 n=6 且 m=12， 求 G 的 面 数 和 每 个 面 的 次 数 。 
设 简单 连通 图 G 有 15 个 顶点 ， 其 中 7 个 顶点 的 度 是 4，6 个 顶点 的 度 是 6，2 个 
顶点 的 度 是 8， 证 明 : G 是 非 平面 图 。 

证 明 : 任何 有 31 条 边 和 12 个 顶点 的 简单 连通 图 都 不 是 平面 图 。 
假设 简单 连通 平面 (n, m)- 图 G 的 阶 数 大 于 2， 证 明 : G 的 面 数 压 2n-4。 

证 明 : 边 数 m<30 的 简单 连通 平面 图 G 必定 存在 顶点 v 满足 deg() 入 4。 

证 明 : 不 存在 非 连通 的 7 阶 15 条 边 的 简单 平面 图 。 

设 G 是 阶 数 不 小 于 11 的 简单 图 证明: G 和 G 至 少 有 一 个 是 非 平面 图 。 

证 明 : n 和 3 时 ，n- 立 方 体 图 是 平面 图 ; n>3 时 ，n- 立 方 体 图 不 是 平面 图 。 

r 和 s 满足 什么 条 件 时 ， 二 部 图 Ks 是 平面 图 ? 

n 满足 什么 条 件 时 ， 完 全 图 &, 是 平面 图 ? 

设 G 是 一 个 3- 正 则 的 简单 连通 平面 图 , 令 办 表示 由 大 条 边 围 成 的 面 的 数目 .证 明 : 


> (6- 朋 办 =12。 


k=3 


设 G 是 一 个 n 阶 无 环 的 连通 平面 图 假设 G 含有 哈密 顿 回路 C， 证 明 : 
FE-20° 12)=0 
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其 中 /中 和 fi® 分 别 是 含 在 C 内 部 和 外 部 的 度数 为 i 的 面 的 数目 。 
证 明 图 8.134 中 的 各 图 是 非 平 面 图 。 


(a) 
8.134 习题 8.140 用 图 


画 出 图 8.135 中 的 各 图 的 对 偶 图 ， 并 验证 定理 8.18。 


(a) (b) 


8.135 习题 8.141 用 图 


已 知 平面 图 G 的 阶 数 n=8， 边 数 m=8， 面 数 广 4， 连 通 分 支 数 3， 求 G 的 对 偶 
图 的 阶 数 、 边 数 、 面 数 。 

设 G 是 具有 大 (k 宇 2) 个 连通 分 支 的 平面 图 G 的 对 偶 图 ， 已 知 G 的 边 数 m=10， 
面 数 户 3， 求 G" 的 面 数 . 广 。 

给 出 平面 图 G 的 对 偶 图 G* 是 欧 拉 图 的 充 要 条 件 。 

假设 平面 图 G 有 J 个 面 ， 而 且 每 两 个 面 的 边界 都 恰好 共享 一 条 公共 边 ， 求 了 的 最 
大 值 。 

假设 (n, m)- 图 G 是 简单 平面 图 ， 每 个 顶点 的 度数 都 大 于 2。 

(a) 证 明 : 若 面 数 关 12， 则 G 必 存 在 一 个 次 数 至 多 为 4 的 面 。 

(b) 举例 说 明 ， 若 户 12， 则 (a) 中 结论 不 成 立 。 

举例 说 明 “ 平 面 图 G 如 果 有 度数 为 1 的 顶点 ， 则 对 偶 图 G' 含 有 自 环 ; 平面 图 G 
如 果 有 度数 为 2 的 顶点 ， 则 对 偶 图 G* 含 有 重 边 ” 的 逆 命 题 不 真 。 

举例 说 明 同 构 的 两 个 图 的 对 偶 图 不 一 定 同 构 。 


(提示 : 和 命 .) 

如 果 平 面 图 G 和 它 的 对 偶 图 是 同 构 的 ， 称 G 是 自 偶 图 。 证明: 若 (n, m)- 图 G 是 
自 偶 的 ， 则 m=2n-2， 并 构造 一 个 自 偶 图 。 

验证 轮 图 了 5 和 是 自 偶 图 。 

求 8 阶 自 对 偶 乎 面 图 的 边 数 和 面 数 。 

假设 无 向 图 如 图 8.136 所 示 。 

(a) 找到 图 中 的 所 有 支配 集 、 极 小 支配 集 、 最 小 支配 集 ， 求 图 的 支配 数 。 
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Sb) 找到 图 中 的 所 有 独立 集 、 极 大 独立 集 、 最 大 独立 集 ， 求 图 的 独立 数 。 

(c) 找到 图 中 的 所 有 点 覆盖 集 、 极 小 点 履 盖 集 、 最 小 点 覆盖 集 ， 求 图 的 点 覆盖 数 。 
已 知 二 部 图 如 图 8.137 所 示 。 

(a) 找到 图 中 的 所 有 支配 集 、 极 小 支配 集 、 最 小 支配 集 ， 求 图 的 支配 数 。 

(b) 找到 图 中 的 所 有 独立 集 、 极 大 独立 集 、 最 大 独立 集 ， 求 图 的 独立 数 。 

(c) 找到 图 中 的 所 有 点 覆盖 集 、 极 小 点 覆盖 集 、 最 小 点 覆盖 集 , 求 图 的 点 覆盖 数 。 


vl ww 办 
Uy vs 
图 8.136 习题 8.152 用 图 8.137 习题 8.153 用 图 


无 向 简单 图 的 最 大 独立 集 是 否 一 定 是 最 小 支配 集 ? 

无 向 简单 图 的 最 小 支配 集 是 否 一 定 是 最 大 独立 集 ? 

求 彼得 森 图 的 支配 数 、 独 立 数 、 点 覆盖 数 。 

求 立 方 体 图 BCn 宇 1) 的 支配 数 、 独 立 数 、 点 覆盖 数 。 

已 知 10 阶 无 向 图 G 中 无 孤立 顶点 ，G 的 独立 数 为 4， 求 G 的 点 覆盖 数 ， 并 给 出 
一 个 这 样 的 无 向 图 G。 

证 明 : 对 于 任意 的 无 向 简单 图 G， 都 及 G) 宇 58(G)。 

(提示 : 证 明 n-a(G) 宇 8(G)。) 

令 忆 是 由 n(n 宇 1) 个 顶点 构成 的 简单 道路 。 证 明 : 已 中 点 独立 集 (包括 空 集 G) 
的 数目 是 n+2 阶 斐 波 那 契 数 ,. 刀 a。 

找到 图 8.138 中 各 图 的 所 有 匹配 、 极 大 匹配 、 最 大 匹配 ， 求 图 的 支配 数 。 图 中 是 
否 存在 完美 匹配 ? 


(©) 
8.138 习题 8.161 用 图 
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在 图 8.139 中 ， 寻 找 一 个 最 大 匹配 。 


DZ 
I 


图 8.139 8.162 用 图 


是 否 每 一 个 匹配 都 包含 在 一 个 最 大 匹配 中 ? 如 果 成 立 ， 请 证 明之 ; 如 果 不 成 立 ， 
请 给 出 反例 。 

寻找 押 中 的 完美 匹配 。 

证 明 : 树 最 多 有 一 个 完美 匹配 。 

证 明 : 立方 体 图 B(n 宇 1) 存在 完美 匹配 。 

求 ,和 Kn 中 不 同 的 完美 匹配 数目 。 

两 个 人 通过 轮流 在 图 G 上 选取 不 同 的 顶点 vo, vi v2,… 进 行 游戏 ， 要 求 对 于 任意 
人 0， 世 与 vi 都 是 相 邻 的 。 无 法 再 拿 到 顶点 者 失败 。 证明: 先行 者 有 获胜 策略 当 
且 仅 当 图 中 不 存在 完美 匹配 。 

在 一 个 8X8 的 正方 形 的 左上 角 和 右 下 角 分 别 去 掉 一 个 1X1 的 小 块 后 , 证 明 : 不 
可 能 只 用 1X2 的 小 矩形 拼 出 这 样 一 个 图 形 。 

减肥 俱乐部 希望 将 会 员 分 成 两 人 一 组 的 互助 小 组 , 同一 个 组 的 两 个 人 的 重量 相差 
不 应 该 超过 25 lb (1 lb=0.454 kg)。Andrew 重 1851lb，Bob 重 250 lb，Carl 重 215 
lb，Dan 重 210 lb，Edward 重 260 lb，Frank 重 205 lb。 是 否 可 以 找到 合适 的 分 组 
方法 ? 

某 中 学 有 3 个 课外 小 组 :物理 组 、 化 学 组 、 生 物 组 。 今 有 张 、 王 、 李 、 赵 、 陈 5 
名 同学 。 若 已 知 : 

(1) 张 、 王 为 物理 组 成 员 ， 张 、 李 、 赵 为 化 学 组 成 员 ， 李 、 赵 、 陈 为 生物 组 成 员 
(2) 张 为 物理 组 成 员 ， 王 、 李 、 赵 为 化 学 组 成 员 ， 王 、 李 、 赵 、 陈 为 生物 组 成 员 
(3) 张 为 物理 组 和 化 学 组 成 员 ， 王 、 李 、 赵 、 陈 为 生物 组 成 员 。 

在 以 上 3 种 情况 下 能 否 各 选 出 3 名 不 兼职 的 组 长 ? 

设 图 8.140 中 的 初始 匹配 M={xo ,xzys}， 求 它 的 一 个 最 大 匹配 。 


XI x xX Xa Xs 


六 力 为 区 了 5 
8.140 习题 8.172 用 图 


把 一 组 联合 国 维和 士兵 分 成 两 个 人 的 小 队 , 同 队 的 两 个 成 员 要 能 讲 同一 种 语言 以 
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便 进行 沟通 。 士 兵 和 所 掌握 的 语言 如 表 8.3 所 示 。 至 多 可 以 将 士兵 分 为 多 少 个 组 ? 
(允许 有 士兵 未 被 编 入 任何 组 ) 
表 8.3 习题 8.173 用 表 


士兵 语言 

1 法 语 、 德 语 、 英 语 

2 西班牙 语 、 法 语 

3 德语 、 朝 鲜 语 

4 希腊 语 、 德 语 、 俄 语 、 阿 拉 伯 语 
5 西班牙 语 、 俄 语 

6 汉语 、 朝 鲜 语 、 日 语 

7 希腊 语 、 汉 语 


有 5 个 字符 串 BC、ED、AC、BD 和 ABE， 能 否 用 其 中 的 一 个 字母 代表 该 字符 串 
并 且 不 产生 混淆 ? 如 果 可 以 ， 试 给 出 一 种 方案 。 
5 个 学 生 及 朴素 和 Z 是 4 个 兴趣 协会 CC、Cz、Cs、C4 的 成 员 。C 的 成 员 是 


大 了 革 和 了 了，C; 的 成 员 是 对 和 Z，Cs 的 成 员 是 六 了 和 Z，Cs 的 成员 是 六 WV 了 


和 Z。 希望 从 每 个 兴趣 协会 中 选 出 一 个 代表 ， 一 个 学 生 不 能 代表 两 个 兴趣 协会 ， 
这 样 的 要 求 是 否 可 以 实现 ? 
某 工 作 室 有 4 项 〈 彼 此 独立 的 ) 工作 要 做 ， 工作 室 负 责 人 可 以 把 这 些 工作 分 配给 
4 个 工人 。 每 个 工人 做 各 项 工作 所 需要 的 时 间 《〈 以 小 时 计 ) 如 表 8.4 所 示 。 

表 8.4 习题 8.176 用 表 


[人 [ 作 4 
[人 1 8 
[人 2 3 
[人 3 6 
[人 4 3 


负责 人 希望 尽早 结束 这 4 项 工作 , 所 以 他 希望 能 选 出 4 名 工人 并 合理 地 给 他 们 分 
配 工 作 〈 每 人 一 项 )， 使 得 最 大 工作 时 间 尽 可 能 短 。 

举例 说 明 霍 尔 定理 对 非 二 部 图 不 成 立 。 

在 一 个 舞会 上 男女 各 占 一 半 ， 假 定 每 位 男士 都 认识 位 女士 ， 每 位 女士 也 认识 
位 男士 。 问 : 是 否 可 以 安排 得 当 ， 使 每 位 都 有 认识 的 人 做 舞伴 ? 

假设 每 位 导师 只 有 一 个 研究 生 指 导 名 额 ， 有 6 个 学 生 报 名 了 研究 生 面试 ，4 位 导 
师 的 意愿 如 表 8.5 所 示 ， 是 否 能 够 让 每 位 导师 都 选择 到 自己 认可 的 研究 生 ? 
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表 8.5 习题 8.179 用 表 


申请 人 4 可 以 胜任 工作 厂 、 且 、 奶 和 JJ， 申请 人 B 可 以 胜任 工作 九 、 奶 和 .有 ， 申 
请 人 C 可 以 胜任 工作 九 、 有 和 J， 申请 人 DD 可 以 胜任 工作 九 和 .J， 申 请 人 EE 可 
i 胡 和 .J6， 申 请 全 可 以 胜任 工作 有 和 J。 每 项 工作 最 多 只 能 分 
忆 给 一 个 申请 人 。 最 多 可 以 同时 为 多 少 人 分 配 工作 ? 是 否 可 以 让 每 人 都 有 工作 
站 
Bat 先生 带 了 6 种 不 同 味道 的 软 糖 回 家 ， 给 他 的 6 个 孩子 。 但 是 ， 当 他 到 家 时 ， 
发 现 每 个 孩子 都 只 喜欢 某 几 种 味道 的 糖 。Amy 只 吃 巧克力 、 香 蕉 或 香草 味 的 糖 ， 
Burt 只 喜欢 巧克力 和 香 攀 味 的 糖 ，Chris 只 吃香 药 、 草 莹 和 桃子 味 的 糖 ，Dan 只 
接受 香 厅 和 香草 味 的 糖 ，Edesl 艾 德 塞 只 喜欢 巧克力 和 香草 味 的 糖 ，Frank 只 吃 巧 
克 力 、 桃 子 和 薄荷 味 的 糖 。 证 明 并 非 每 个 孩子 都 会 得 到 他 (或 她 ) 喜欢 的 软 糖 。 
在 国际 象棋 的 棋盘 的 64 个 方 格 中 ， 有 16 个 方 格 已 经 标 上 记号 ， 而 且 每 行 、 每 列 
都 恰好 有 两 个 标记 号 的 方 格 。 证 明 : 可 以 在 已 经 标记 号 的 方 格 中 放 上 8 个 黑子 和 
8 个 白 子 ， 使 得 每 行 每 列 都 各 有 一 个 白 子 和 一 个 黑子 
设 0-1 和 矩阵 4 每 行 恰 有 k 个 1, 每 列 最 多 有 人 5 
Pi， 使 得 4=Pi+Ps+…+Pe， 其 中 每 个 矩阵 P; 每 行 恰 有 一 个 1， 每 列 最 多 有 一 
6 位 教师 五, 五, …, 瑟 给 4 个 班 总 ,五 , 态 ,石上 课 ， wuxi 
i 行 第 j 列 数值 表示 教师 五 给 班级 蕊 每 周 上 课 的 学 时 数 。 已 知 教室 固定 ， 问 能 否 
都 安排 在 每 天 的 前 两 节 上 课 ? 试 说 明理 由 。 
‘1 
303 
|2 3 3 
3 3 0 
Xl0 2 3 3 
图 8.141 习题 8.184 用 图 
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集合 41, 42，…, 4m 的 相 异 代表 系 (system of distinct representatives, SDR ) 由 不 同 
的 元 素 x1, x2,…, xm 组 成 ， 使 得 对 于 所 有 1<i<m,， xie4i。 

(a) 集合 {13,5}、{1 2}、{3, 4}、{2, 3, 4} 中 是 否 存在 SDR? 

(b) 集合 {1, 2, 3}、{, 2}、{2, 3}、{1, 3} 中 是 否 存 在 SDR? 

(c) 证 明 : 设 集合 41, 42,…, 4Anm 都 是 集合 S 的 子 集 ， 如 果 存 在 正 整数 使 得 
(c-1) 对 所 有 1<i<m 都 有 |4i 宇 k， 且 
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(c-2) 5 的 每 个 元 素 恰 好 出 现在 41, 42,…, 4m 中 的 上 个 集合 里 。 
则 41, 42,…, 4m 具 有 一 个 相 异 代表 系 。 
(d) 集合 41, 42, …, 4m 具 有 一 个 相 异 代表 系 的 充 要 条 件 是 什么 ? 
(e) 证 明 : 如 果 集合 41, 42,…, 4m 都 是 集合 S 的 子 集 ， 它 们 的 并 集 所 包含 的 元 素 
超过 m 个 ， 且 它们 具有 有 相 异 代表 系 。 证 明 : 它们 具有 多 个 不 同 的 相 异 代 
表 系 。 
8.186 设 G=(K, 了 为 二 部 图 ， 定义 G 的 亏 格 为 e(G)=max{|S[-INa(5) | SCR}。 证 明 : 
(a) G 有 完美 匹配 当 且 仅 当 g(G)=0。 
(b) 于 中 能 与 了 中 顶点 相 匹 配 的 顶点 的 最 大 数量 是 0-g(G)。 
8.187 设 G=(X, 工 忆 ) 为 二 部 图 ， 设 My 是 了 中 顶点 的 最 大 度数 ，mx 是 耶 中 顶点 的 最 小 
度数 。 
(a) 证 明 : 如 果 0<Mr 和 ma ， 则 G 中 存在 使 中 每 个 结 点 饱和 的 匹配 M。 
(b) 举例 说 明 存在 二 部 图 G， 其 中 有 使 了 中 每 个 结 点 饱和 的 匹配 但 不 满足 My< 
Myxe 


8.188 ”对 于 图 8.142 所 示 的 无 向 图 ， 找 到 图 的 所 有 边 覆 盖 集 、 极 小 边 覆 盖 集 、 最 小 边 覆 


盖 集 ， 求 图 的 边 覆 盖 数 。 
(b) 


(0) 
8.142 ”习题 8.188 用 图 


8.189” 求 图 8.143 所 示 的 二 部 图 的 一 个 最 大 匹配 、 一 个 最 小 边 履 盖 集 ， 并 验证 定理 8.25(c)。 


Xl 如 六 Xa Xs 


bd 2 为 J4 I 
8.143 ”习题 8.189 用 图 


K 
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8.190 ” 求 彼得 森 图 的 匹配 数 、 边 覆盖 数 。 

8.191 在 彼得 森 图 中 ， 寻 找 既 是 完美 匹配 又 是 最 小 边 覆 盖 的 边 集 合 。 

8.192 ” 求 立方 体 图 Bn 宇 1) 的 匹配 数 、 边 覆盖 数 。 

8.193 已 知 8 阶 二 部 图 G 中 无 孤立 顶点 ，G 的 匹配 数 为 1， 求 G 的 边 覆盖 数 ， 并 给 出 一 
个 这 样 的 二 部 图 G。 

8.194 图 8.144 表示 一 张 城市 地 图 。 相 邻 顶 点 间 的 线 是 一 条 街道 ， 在 一 些 路 口 (顶点) 
上 安排 警察 ， 使 任何 一 条 街道 都 至 少 有 一 端 有 一 个 警察 。 求 出 实现 这 个 目标 所 需 
要 的 最 小 警察 数 并 指出 他 们 应 该 安排 在 哪里 。 


图 8.144 习题 8.194 用 图 
8.195 求 图 8.145 所 示 的 二 部 图 的 一 个 最 大 匹配 、 一 个 最 小 点 覆盖 集 ， 并 验证 定理 8.27。 


NA BA 


加 8.145 ”习题 8.195 用 图 
8.196 ”对 图 8.146 所 示 的 0-1 矩阵 ， 验 证 定理 8.28。 


1 
00 1 0 1 1 1 0 0 0 0 
1 0 0 1 0 0 0 0 
00 1 0 0 0 1 1 0 0 0 
0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 
1 0 0 0 1 0 


(a) (b) 
8.146 ”习题 8.196 用 图 


8.197 称 简单 图 G 的 一 个 大 正则 支撑 子 图 为 G 的 一 个 kk 因子 。 如 果 存 在 两 两 没有 公共 
边 的 大 因子 Hi=(V, E); Ho=(V, Ey “天 Em); 使 得 
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G= HUEU-…UNH, -(rUs) 
i 


则 称 G 是 大 可 因子 分 解 的 。 
(a) 证 明 : Kn 和 Kw 是 1 可 因子 分 解 的 。 
(提示 : 考虑 图 8.147。) 


7 7 A A 7 
人 :| | 
7 7 / 7 7 
;> 2 ;> 一 
产 4 人 / Ed 

1 1 1 1 1 

上 上 1 1 1 ; 

> 二 > > > Re 


图 8.147 习题 8.197 用 图 


(b) 证 明 : om 可 以 表示 为 n 个 连通 的 2 因子 的 并 (参考 习题 8.119)。 
(c) 证 明 : 每 个 友 正 则 简单 二 部 图 是 1 可 因子 分 解 的 。 
(d) 证 明 : 每 个 2k- 正 则 简单 二 部 图 是 2 可 因子 分 解 的 。 

8.198 已 知 利润 矩阵 如 图 8.148 所 示 ， 求 最 大 利润 。 

8.199 已 知 成 本 矩阵 如 图 8.148 所 示 ， 求 最 小 成 本 。 


3 3 
360 1 4 | FE 站 要 泡 

736 6 6 10 
2 3 本 -有 2 0650 3 64 5 3 8 

56 8 4 2 9 
406 1 5 26 3 3 5 和 

了 
823 6 4 4314 3 1 2 

8954.6 7 
742 5 6 | 845 47 

743 2 4 5 


(a) (b) (9) (d) 
图 8.148 习题 8.198 和 习题 8.199 用 图 


8.200 用 尽 可 能 少 的 颜色 对 Ce、 瑚 、 瑟 、 态 、K. 3、K3.4 进 行 点 着 色 。 
8.201 用 尽 可 能 少 的 颜色 对 Ce。、FWe、K、Ks、Ks,3、Ks.4 进行 边 着 色 。 
8.202 ”用 尽 可 能 少 的 颜色 对 、1Ws 进 行 面 着 色 。 


8.203 证 明 : 若 G 是 欧 拉 图 ， 则 线 图 Z(G) 也 是 欧 拉 图 ， 反 之 不 成 立 。 

8.204 证 明 : 对 于 任意 简单 图 G 都 有 XGO 入 4(G)+1。 

8.205 假设 了 是 非 平 凡 的 无 向 树 ， 证 明 : XD=2。 

8.206 设 G 是 n 阶 左 正 则 图 证明: XGO 三 wo 月。 

8.207 设 G 是 平面 简单 图 ， 证 明 : Xx(G)<6。 
(提示 : 利用 定理 8.15 推论 3， 存在 顶点 度数 至 多 为 5。) 

8.208 设 G 是 连通 的 简单 平面 图 ， 其 中 任 一 简单 回路 至 少 包 含 4 条 边 ， 证 明 : 
(a) 0)<3。 


8.209 


8.210 
8.211 


8.212 


8:213 


8.214 
SS.215 
8.216 


8.217 
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(b) XAO<4, 
证 明 : 一 个 图 的 点 色 数 小 于 或 等 于 v-it+1， 其 中 v 是 这 个 图 的 顶点 数 ，i 是 这 个 图 
的 独立 数 。 


证 明 : 一 个 简单 图 的 顶点 数 小 于 或 等 于 这 个 图 的 独立 数 和 点 色 数 之 积 。 
使 用 韦 尔 奇 -鲍威尔 方法 对 图 8.149 中 的 图 进行 顶点 着 色 。 


a 
a f 
b c 
= 
2 。 “一 / 
(a) (b) 


图 8.149 习题 8.211 用 图 
使 用 韦 尔 奇 -鲍威尔 方法 对 图 8.150 中 的 图 进行 面 着 色 。 


(a) (b) (©) 


图 8.150 习题 8.212 用 图 
使 用 韦 尔 奇 -鲍威尔 方法 对 图 8.151 中 的 图 进行 边 着 色 。 


< 


图 8.151 习题 8.213 用 图 


用 尽 可 能 少 的 颜色 对 彼得 森 图 进行 边 着 色 。 

证 明 : 简单 图 G 是 二 部 图 当 且 仅 当 G 可 以 顶点 2 着 色 。 

育才 中 学 高 二 年 级 有 5 个 班 ， 在 “欢乐 英语 日 ”时 4 位 教师 需要 为 各 班 上 英语 故 
事 听 力 课 和 英文 散文 阅读 课 ， 安 排 如 表 8.6 所 示 。 请 问 当 天 至 少 需要 安排 多 少 节 
课 ? 至 少 需 要 多 少 个 教室 ? 


表 8.6 习题 8.216 用 表 


1 班 2 班 3 班 4 班 5 班 
故事 听力 | 散文 阅读 | 散文 阅读 
教师 乙 散文 阅读 故事 听力 | 散文 阅读 1 | 
故事 听力 故事 听力 “| 故事 听力 1 
散文 阅读 “| 散文 阅读 2 | 故事 听力 2 


有 6 名 硕士 研究 生 需 要 进行 论文 答辩 ， 答 辩 委员 会 的 成 员 分 别 是 4={ 张 教授 ， 王 
教授 ， 李 教授 }、B={ 李 教授 ， 赵 教授 ， 刘 教授 }、C={ 起 教授 ， 刘 教授 ， 田 教授 }、 
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DD={ 张 教授 ， 刘 教授 ， 王 教授 }、E={ 张 教授 ， 王 教授 ， 田 教授 }、F={ 王 教授 ， 李 
教授 ， 张 教授 } ， 这 次 论文 答辩 必须 安排 多 少 个 不 同 的 时 间 ? 

8.218 证 明 : 一 个 4- 正 则 图 可 以 用 红 、 蓝 两 色 染 它 的 边 ， 每 边 只 使 用 一 种 颜色 ， 而 使 每 
个 顶点 所 关联 的 边 恰好 有 两 条 为 红色 ， 两 条 为 蓝 色 。 将 上 述 结论 推广 到 2k- 正 则 
图 (20)。 证 明 存在 一 种 对 边 上 色 的 方法 ， 使 得 每 个 顶点 关联 的 边 中 惟有 上 条 为 
红色 ， 恰 有 上 条 为 蓝 色 。 
(提示 : 利用 欧 拉 回路 。) 

8.219 ”如 果 一 个 连通 图 G 的 点 色 数 为 k， 但 是 对 于 G 的 任意 一 条 边 e， 从 G 中 删 掉 边 e 
后 得 到 的 新 图 的 点 色 数 都 是 入 1， 则 称 G 为 着 色 kk 关 键 的 。 
(a) 证 明 : 只 要 是 正 的 奇数 且 n 三 3， 那 么 GC 就 是 着 色 3 关键 的 。 
(b) 证 明 : 只 要 n 是 正 的 奇数 且 nn 三 3， 那么 画 ,就 是 着 色 4 关键 的 。 
(c) 证 明 : 如果 图 G 为 着 色 上 关键 的 ， 那 么 G 中 各 个 顶点 的 度 至 少 为 1。 

8.220 设 G 是 每 个 面 都 是 三 角形 的 平面 图 , 现 用 3 种 颜色 对 它 的 所 有 顶点 任意 着 色 (多 
许 相 邻 颜色 相同 )。 证 明 : 3 个 顶点 恰好 得 到 了 这 3 种 颜色 的 面 的 数目 是 偶数 个 。 
(提示 : 两 端 同色 的 边 染 为 红色 ， 两 端 不 同色 的 边 染 为 蓝 色 。 之 后 统计 蓝 色 边 的 
条 数 。) 

8.221 计算 RG3, 4)。 

8.222 有 17 位 学 者 ， 每 位 都 给 其 余 的 人 写 一 封 信 ， 信 的 内 容 是 讨论 3 个 问题 中 的 任意 
一 个 ， 而 且 两 个 人 互相 通信 所 讨论 的 是 同一 个 题目 。 证 明 : 至 少 有 3 位 学 者 ， 他 
们 之 间 通 信 所 讨论 是 同一 个 题目 。 

8.223 在 图 8.152 中 填 上 缺失 的 边 流量 ， 使 得 到 的 结果 是 给 出 的 网 络 的 流 ， 并 确定 流 


的 值 。 
3 
a 4 d 
5 6 4 5 
2 
Ss 1 © 4 t 
1 
4 2 3 4 
2 2 
c 5 


图 8.152 习题 8.223 用 图 


8.224 ”如 果 f 是 一 个 流 ，(S, 刀 是 一 个 s-1 割 ，cap(S，D)>|f|， 是 否 可 以 得 到 结论 : (5S, 刀 
不 是 最 小 割 且 /不 是 最 大 流 ? 如 果 成 立 ， 请 证 明之 ; 如果 不 成 立 ， 请 给 出 反例 。 

8.225 求 图 8.153 的 最 大 流 和 最 小 割 。 

8.226 假设 有 3 个 自来水 厂 A、B 和 C， 有 3 个 用 水 的 用 户 X、Y 和 Z， 供 水 管线 图 如 
图 8.154 所 示 。 


时 
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Te 
4 7 6 
5 5 s 可 -中心 e 10 t 
§ 4 1 t 9 3 8 3 
4 8 
(a) (b) 
a d 


(0) (d) 
8.153 ”习题 8.225 用 图 


(a) 请 将 其 修改 为 一 个 等 价 的 网 络 模型 。 

(b) 假设 自来水 厂 A 至 多 可 以 提供 2 个 单位 的 水 ，B 至 多 可 以 提供 4 个 单位 的 
水 ，C 至 多 可 以 提供 7 个 单位 的 水 ， 请 对 (a) 部 分 的 模型 进行 修改 。 

(c) 如 果 再 次 添加 条 件 用户 X 至 多 需要 4 个 单位 的 水 , Y 至 多 需要 3 个 单位 的 水 ， 
Z 至 多 需要 4 个 单位 的 水 ， 请 对 (b) 部 分 的 模型 再 次 进行 修改 。 


0 AR 


3 4 1 8 
5 4 6 | 3 


和 


-Ce) [2 5 二 ~-(Z) 


8.154 习题 8.226 用 图 


8.227 7 种 设备 要 用 5 架 飞机 运往 目的 地 。 每 种 设备 各 有 4 台 ，5 架 飞 机 容量 (台数 ) 
分 别 是 8、8、5、4、4， 问 能 否 有 一 种 装 法 使 同一 类 型 设备 不 会 有 两 台 在 同一 架 
飞机 上 。 

8.228 ”假设 有 4, B) 如 定义 8.61。 

(a) 证 明 : 若 万 有 =-G， 则 KT ViUW)AU, VARAU., py) 


8.229 


8.230 


8.231 


8.232 


(b) 证 明 : 车 nz-=C， 则 HU Ut, RU DRUz,v)。 

(c) 给 出 一 个 例子 ， 说 明 : 如 果 页 和 到 不 是 不 相交 的 ， 那 么 人 VU 蕊 ) 可 能 不 
等 于 XU VtAU, 7)。 

(d) 证 明 : 对 于 任何 顶点 集合 UV WW, AU.VU WW=fU, VAU, 有 一 KU VnW)。 

给 出 一 个 网 络 的 例子 ， 其 中 每 条 有 向 边 的 容量 都 是 整数 ， 但 存在 一 个 最 大 流 ， 在 

某 些 有 向 边 上 的 流量 不 是 整数 。 

设 入 是 一 个 网 络 ， 实 数 必 0。 定 义 网 络 W'，N' 和 N 的 有 向 图 相同 ， 但 其 所 有 有 

向 边 的 容量 都 为 Y 中 相应 的 边 的 容量 乘 以 4。 

(a) 证 明 : {S, 四 是 和 的 一 个 最 小 市 当 且 仅 当 它 是 的 一 个 最 小 制 。 

(b) 证 明 : 如 果 v 和 vv 分 别 是 NN 和 NN' 的 最 大 流 的 值 ， 那 么 v=dv。 

(c) 证 明 : f 是 N 的 一 个 最 大 流 当 且 仅 当 f' 是 N' 的 一 个 最 大 流 ， 其 中 , f'(e)= 
dfle). 

(d) 由 此 证 明 : 如 果 各 边 的 容量 都 是 有 理 数 ， 则 福特 - 福 尔 克 森 最 大 流 算法 一 定 
会 在 有 限 步骤 后 终止。 

如 果 每 边 (u, 六 还 有 非 负 的 最 小 边 流量 条 件 mw， 流 太 必 须 对 所 有 边 (u, vy) 满足 

mf Cue 

(a) 举例 说 明 对 所 有 边 (u, vv) 满足 mw 三 cw， 但 其 中 没有 流 存在 的 网 络 图 G 的 
例子 。 

(b) 定义 m(4.8)= 入 m。。 证 明 : 任意 一 个 流 的 流量 亚 对 任意 一 个 s-! 制 (5, 7D) 


ued,veB 


(uvjeE 


满足 
m(S, TD)-c(T, S)< Vc(S, D-m(T., 9) 

(c) 如 果 每 条 边 (u, v) 都 满足 cw=oo， 那 么 如 何在 网 络 图 G 中 寻找 最 小 流 ? 

(d) 证 明 : 如 果 G 存在 流 ， 则 G 中 存在 流量 为 max{c(S, T)-m(T, 5)I(S, 刀 是 一 个 
5 割 } 的 最 大 流 。 

(e) 证 明 : 如 果 G 存在 流 ， 则 G 中 存在 流量 为 min fm(S, 7)-c(T, 5) | (S, 刀 是 一 个 
3 割 } 的 最 小 流 。 

证 明定 理 8.33。 


树 及 其 应 用 


树 是 一 类 简单 而 非常 重要 的 特殊 图 ， 它 在 算法 分 析 、 数 据 结构 等 计算 机 科学 及 其 他 
许多 领域 都 有 广泛 而 重要 的 应 用 。 

1847 年 德国 学 者 基 尔 霍 夫 就 用 树 的 理论 来 研究 电网 络 。1857 年 英国 数学 家 凯 莱 
(Arthur Cayley，1821 一 1895) 在 计算 有 机 化 学 中 CnHzwa 的 同 分 异 构 物 的 数目 时 独立 地 
提出 了 树 的 概念 。 

本 章 主要 介绍 无 向 树 和 根 树 的 定义 、 性 质 及 其 典型 应 用 。 


9.1 无 向 树 
树 是 一 类 特殊 的 图 ， 具 有 简单 的 形式 和 很 好 的 性 质 ， 可 以 从 多 个 角度 去 刻画 它 。 另 


外 ， 在 不 特殊 说 明 的 情况 下 ， 本 节 所 提 及 的 图 都 是 无 向 图 。 
定义 9.1 连通 且 不 含 任 何 简单 回路 的 无 向 图 称 为 无 向 树 ( undirected tree )， 简 称 树 


(tree )。 树 中 度数 为 1 的 顶点 称 为 叶子 (leaf)， 度 数 大 于 1 的 顶点 称 为 分 枝 点 (branch 
point ). 
注 : 


(a) 根据 这 个 定义 ， 一 阶 简单 图 天 也 是 树 ， 称 作 平 凡 树 〈trivial tree)， 它 是 一 棵 既 
无 叶子 又 无 分 枝 点 的 特殊 树 。 

(b) 由 定义 可 知 ， 树 必定 是 不 含 重 边 和 自 环 的 ， 即 树 一 定 是 简单 图 。 

定义 9.2 不 含 任何 简单 回路 的 图 称 为 森林 〈forest)- 

注 : 显然 ， 森 林 的 每 个 连通 分 支 都 是 树 。 

【 例 9.1】 在 图 9-1 中 ，(a) 是 树 ，(b) 存 在 简单 回路 ， 因 而 不 是 树 ，(c) 是 森林 。 在 (a) 
中 ，b、c、h、i、 j 都 是 叶子 ， 而 a、qd、e、_f 都 是 分 枝 点 。 


Ol 


9.1 例 9.1 用 图 
【 例 9.2】 氧化 合 物 CsHio 的 分 子 结构 图 也 可 以 表示 为 一 棵 树 。 
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9.2 例 9.2 用 图 


树 有 许多 等 价 的 定义 ， 在 表述 等 价 定义 之 前 ， 首 先 给 出 如 下 结果 。 

定理 9.1 设 n(n 宇 2) 阶 无 向 连通 图 G 的 边 数 满足 m=n-1, 则 图 G 中 至 少 存在 两 个 度 
数 为 1 的 顶点 。 

证 明 . 因为 图 G 是 连通 的 , 从 而 各 顶点 的 度数 均 大 于 0。 设 图 G 有 + 个 顶点 度数 为 1， 


其 余 顶点 度数 都 至 少 是 2， 则 2m=Ddeg(v)>1+2(n-n)， 由 m=n-1， 可 得 2(n-1)= 
i=l 


2m 宇 二 2n-2t， 即 t 宇 2。 回 

在 此 基础 上 ， 给 出 并 证 明 无 向 树 的 如 下 等 价 定义 。 

定理 9.2 设 T 是 (n,m)- 无 向 图 ， 则 下 述 命 题 相互 等 价 。 

(a) 了 是 树 ， 即 了 连通 且 不 存在 简单 回路 。 

(b) 7 的 每 一 对 相 异 顶点 之 间 存 在 唯一 的 简单 道路 。 

(c) 了 不 存在 简单 回路 ， 但 在 任何 两 个 不 相 邻 的 顶点 之 间 加 一 条 新 边 后 得 到 的 图 中 
存在 简单 回路 〈 也 称 作 “ 极 大 无 圈 ”)。 

(d) 了 连通 且 m=n-1。 

(e) 了 连通 ， 但 是 删 去 任何 一 边 后 便 不 再 连通 ,， 即 了 中 每 一 条 边 都 是 桥 (也 称 作 “ 极 
小 连通 ”)。 

(f) 7 不 存在 简单 回路 且 m=n-1。 

证 明 . 采用 循环 论证 的 方式 。 

(a) 坊 (b): 对 阶 数 n 进行 归纳 。 

(1) n=1 时 ，7 不 存在 相 异 顶点 ，(b) 成 立 。 

(2) 设 n=k 时 (b) 成 立 。 当 n=k+t1 时 ， 已 知 了 连通 且 不 含 简单 回路 ， 由 定理 8.5， 了 

中 存在 度数 为 1 的 顶点 ， 不 妨 记 之 为 w， 并 设 ww 为 悬挂 边 〈 如 


一 ~ 


Ea 图 9.3 所 示 )。 
， \ 对 于 Tv 中 任意 两 个 相 异 顶点 wi 和 wz，wi 到 ws 的 任 一 条 
/简单 道路 必然 不 经 过 ww， 由 归纳 假设 ，wi 和 ws 之 间 存在 唯一 
ws 的 简单 道路 。 
?3 定理 92 用 国 】 对 于 Tv 中 任 一 顶点 w， 由 于 每 条 到 v 的 道路 必然 经 过 


而 且 由 归纳 假设 唯一 存在 w 到 的 简单 道路 ， 因 此 w 和 vw 之 间 存 在 唯一 的 简单 道路 。 
(b) 人 一 (c): 显然 图 7 中 不 存在 重 边 和 自 环 ， 对 阶 数 n 进行 归纳 。 
(1) n=1 时 ，T 只 存在 孤立 顶点 ，(c) 成 立 。 
(2) 设 n=k 时 (oc) 成立。 当 n=kt1 时 ， 首 先 证 明 图 了 不 存在 简单 回路 。 如 果 了 中 存在 


《 
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简单 回路 mv, yu yw， 则 从 六 到 六 存在 两 条 不 同 的 道路 : wm vi 和 ,Viel Ve Vi 
与 (b) 的 条 件 矛 盾 。 

而 对 于 任意 不 相 邻 的 两 个 顶点 w 和 由 条 件 (b) 存 在 v 到 的 简单 道路 v, vi, V2,…, wk 
u， 填 是 添加 边 w 后 构成 简单 回路 v, vi, Vy,…, Vi U,V。 

(co 全 (9): 对 阶 数 n 进行 归纳 。 

(1) n=1 时 ，T 只 存在 孤立 顶点 ， 边 数 为 0=1-1，(d) 成 立 。 

(2) 设 n=k 时 (d) 成 立 。 当 n=k+1 时 ， 首先 证 明 图 了 是 连通 的 ， 否 则 连接 两 个 不 同 连 
通 分 支 中 的 两 个 顶点 不 会 形成 回路 。 

由 于 了 连通 且 不 包含 任何 回路 ， 由 定理 8.5,，T 中 存在 度数 为 1 的 顶点 ,不妨 记 之 为 
v, 并 设 zw 为 悬挂 边 ( 如 图 9.3 所 示 )。 由 归纳 假设 , Tv 顶点 数 n' 与 边 数 m' 满 足 m=n 一 1， 
故 了 的 顶点 数 与 边 数 m 满足 m=m'+1=n 一 1+1=n-1。 

(gd) 二 (e): 对 阶 数 n 进行 归纳 。 

(1) n=1 时 ，T 只 存在 孤立 顶点 ，(e) 成 立 。 

(2) 设 n=k 时 (e) 成 立 。 当 n=k+1 时 ， 由 定理 9.1，T 中 存在 度数 为 1 的 顶点 ， 不 妨 记 
之 为 v， 并 设 io 为 悬挂 边 〈 如 图 9.3 所 示 )。 则 ww 为 桥 ， 而 且 由 归纳 假设 7_v 中 每 一 条 
边 都 是 桥 ， 于 是 了 中 每 一 条 边 都 是 桥 。 

(e) 僵 (D: 对 阶 数 n 进行 归纳 。 

(1) n=1 时 ，T 只 存在 孤立 项 点 ， 边 数 为 0=1-1，( 成 立 。 

(2) 设 n=k 时 (全 成 立 。 当 n=k+t1 时 ,首先 证 明 图 了 不 包含 简单 回路 , 否则 由 定理 8.6， 
回路 中 任何 一 条 边 都 不 是 桥 ， 因 此 删 去 回路 中 的 一 条 边 不 会 使 得 图 了 变 得 不 连通 。 

由 于 了 连通 且 不 包含 任何 回路 ， 由 定理 85，7 中 存在 度数 为 1 的 顶点 ， 不 妨 记 之 为 
V 并 设 zm 为 悬挂 边 ( 如 图 9.3 所 示 )。 由 归纳 假设 ,7-v 顶点 数 允 与 边 数 m' 满 足 m'=n'-1， 
故 了 的 顶点 数 与 边 数 m 满足 mm 于 1=m 一 1+1=m。 

(一 (a): 显然 图 7 中 不 存在 重 边 和 自 环 ， 对 阶 数 n 进行 归纳 。 

(1) 易 验证 n=1,2 时 ，(a) 成 立 。 

(2) 设 n=k 时 (a) 成 立 。 当 n=ktl1 时 ， 由 定理 8.5，7T 中 存在 度数 小 于 2 的 顶点 。 


车 了 中 存在 孤立 顶点 w 考虑 Tv 中 任何 一 个 边 np (如 ee 
图 9.4 所 示 )。T-v-imw 的 顶点 数 wr 和 边 数 四 满足 m=n-1， 由 1 Po 
归纳 假设 T-v-ww 连通 , 因此 存在 w 到 4 的 道路 w wm w,…, vi ! | 
uu， 于 是 在 了 中 存在 回路 w wi, wm, Wi w， 产 生 矛 盾 。 四 
由 于 了 中 不 存在 孤立 项 点 ,了 中 必然 存在 度数 为 1 的 项 点， 图 9 定理 92 用 图 2 
不 妨 记 之 为 w 并 设 wm 为 悬挂 边 (如 图 93 所 示 )。 Tv 的 顶点 
数 w' 和 边 数 m' 满 足 m'=n'-1， 由 归纳 假设 ，7T-v 连通 ， 因 此 了 也 连通 。 口 


注 : 由 定理 9.2 有 以 下 结论 。 

设 了 是 无 向 图 ， 则 当 满 足下 述 3 个 条 件 中 的 至 少 两 个 时 了 是 树 : 
(a) 了 连通 。 

(b) 了 不 存在 简单 回路 。 


〈c) m=n—l1。 
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由 定理 9.1 及 定理 9.2 即 得 如 下 推论 。 

推论 1 任何 非 平凡 树 至 少 有 2 个 叶子 顶点 。 

推论 2 对 于 任何 无 向 (n, m)- 图 ， 若 图 中 不 存在 简单 回路 ， 则 mn-1。 

证 明 . 若 无 向 (n, m)- 图 G 中 m>n-1， 则 删 去 任意 m-(n-1) 条 边 得 到 图 G'。 图 G' 中 仍 
然 不 存在 任何 简单 回路 ， 由 定理 9.2(D)， 图 G' 是 树 。 再 将 删 去 的 边 重 新 添加 到 图 G' 中 ， 


1 定理 9.2(c)，G 中 存在 回路 ， 产 生 矛 盾 。 口 
定理 9.3 无 向 树 都 是 平面 图 。 
证 明 . 对 阶 数 n 进行 归纳 即 易 得 。 辑 


定理 9.4 假设 无 向 树 了 中 有 a 个 度数 为 的 顶点 , 则 了 的 叶子 数 为 于 (1-2)xa,+2。 
Ea 
证 明 . 假设 无 向 树 了 中 有 a 个 度数 为 i 的 顶点 和 mm 条 边 ， 则 由 握手 定理 有 
Yixa =2m ， 由 定理 92 有 了 oa =m+l， 于 是 允 ixa =2[ 台 a-1]， 整理 得 到 
i=l i=1 i=1 


i=l 


a=》>(i-2)xaw+2。 口 


i=3 

【 例 9.3】 已 知 无 向 树 T 中 有 2 个 2 度 项 点 和 1 个 3 度 顶 点 ， 其 余 项 点 都 是 叶子 ， 
计算 了 有 多 少 个 顶点 。 

解 . 将 已 知 条 件 代 入 定理 9.4 的 公式 ， 得 mm=(3-2)xl+2=3， 故 了 共有 3+2+1=6 个 

【 例 9.4】 无 向 树 T 中 有 1 个 6 度 顶 点 、2 个 7 度 项 点 、34 个 叶子， 其 余 顶 点 度数 
都 是 8， 计 算 了 的 边 数 。 

解 . 将 已 知 条 件 代 入 定理 9.4 的 公式 ,得 34=(6-2)x1+(7-2)x2+(8-2)xas+2, 解 得 as=3。 
于 是 了 的 顶点 数 是 40， 故 边 数 为 40-1=39。 

定理 9.S 如果 正 整数 序列 q1, dq;,…, qd 满足 Sa, =2(n 一 1)， 则 存在 以 qi, qd, …, qd， 


为 度 序列 的 无 向 树 。 
证 阴 . 对 阶 数 n 进行 归纳 。 
(1) n=1 时 ，q1=2(1-1)=0， 表 明 图 中 只 存在 孤立 顶点， 定理 成 立 。 
(2) n=2 时 ，qi+4d;=2(2-1)=2， 表 明 qd1=4d;=1， 定 理 成 立 。 


(3) 设 n=JP2 时 定理 9.5 成 立 。 当 n=k+t1 时 ， 由 =2(n 一 1)<2n 知 存在 qd 产 1 


(1<j<<m)， 不 妨 设 产 1; 由 六 4 =2(n 一 1)>n 知 存在 d>1 (1<k<n)， 不 妨 设 上 we 则 
i=l 


正 整 数 序列 心 ,dv dr-1 满足 吕 4 +(d -0D)= 2(p-D)-1-1= 2(p-2， 由 归纳 假设 ， 


存在 无 向 树 了 以 路， …, dn1, ql1 为 度数 序列 。 假 设 顶点 2 的 度数 为 4,-1， 新 增 一 个 顶 
点 v， 则 了 增添 顶点 v 和 边 ww 后 得 到 的 树 了 ' 即 以 41, q2,。…, 中 为 度数 序列 。 口 


KE 
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9.2 ”支撑 树 及 其 应 用 


有 些 连通 图 本 身 不 是 树 ， 但 它 的 某 些 子 图 是 树 。 一 个 图 可 能 有 许多 子 图 是 树 ， 其 中 
要 的 一 类 是 支撑 树 。 
定义 9.3 若 连通 图 G 的 支撑 子 图 了 是 一 棵 树 ， 则 称 了 为 G 的 生成 树 或 支撑 树 
(spanning tree)， 记 为 Tc。 
【 例 9.5】 图 9.5 中 ，(b)、(O、(d)、(e) 都 是 (a) 的 支撑 树 ; (不 是 (a) 的 支撑 子 图 ， 因 
此 不 是 (a) 的 支撑 树 ; (g) 虽 然 是 (a) 的 支撑 子 图 ， 但 是 不 是 树 ， 因 此 也 不 是 (a) 的 支撑 树 。 这 
个 例子 也 表明 图 的 支撑 树 可 能 不 唯一 。 


ee 
ee 


图 9.5 例 9.5 用 图 


定理 9.6 无 向 图 G 具有 支撑 树 ， 当 且 仅 当 G 是 连通 图 。 

证 明 . (必要 性 ) 因为 树 是 连通 的 ， 所 以 如 果 无 向 图 G 具有 支撑 树 作为 支撑 子 图 ， 
则 G 必定 也 是 连通 的 。 

(充分 性 ) 如 果 G 中 无 回路 ，G 本 身 就 是 支撑 树 。 如 果 G 中 存在 回路 C， 则 去 掉 C 
中 任何 一 条 边 , 得 到 图 G1。 由 定理 8.6, 桥 不 属于 任何 一 个 回路 , 所 以 图 G1 仍 是 连通 的 。 

若 G1 中 还 有 回路 ， 则 重复 上 述 去 边 步 骤 ， 最 终 可 以 得 到 一 个 不 含 回 路 且 连 通 的 G 


[Rel 


的 支撑 子 图 7，T 即 为 G 的 支撑 树 。 口 
推论 设 G 为 一 个 n 阶 无 向 连通 图 ， 则 其 边 数 m 宇 n-1。 
证 明 . 若 G 是 n 阶 连通 图 ， 它 必定 含有 支撑 树 ， 即 至 少 包 含 n-l 条 边 。 口 


定理 9.6 的 证 明 实 际 上 给 出 了 求 连通 图 G 的 支撑 树 的 一 种 算法 ， 要 点 是 逐次 删除 图 
中 回路 上 的 任 一 条 边 ， 直 至 图 中 不 存在 回路 为 止 。 

【 例 9.6】 图 9.6(b)-~(fD 给 出 了 构造 (a) 的 一 棵 支撑 树 的 过 程 。 

注意 : 由 于 边 的 选择 不 唯一 ， 所 以 形成 的 支撑 树 也 可 能 不 唯一 。 


AN EN 


9.6 例 9.6 用 图 
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图 9.6 ( 续 ) 


【 例 9.7】 一 个 地 区 有 5 个 村 庄 和 一 个 池塘 ， 各 村 庄 都 希望 从 池塘 直接 或 间接 引水 
到 村 里 ， 但 受 限于 客观 条 件 ， 水 道 只 能 依 图 9.7(a) 中 的 无 向 边 铺设 。 请 问 最 少 要 修 几 条 


水 道 ? 
\ 了 
(a) 


图 9.7 例 9.7 用 图 1 


(b) 


可 以 将 这 个 实际 问题 抽象 成 图 9.7(b)， 记 该 图 为 G， 满 足 题目 要 求 的 修 水 道 方法 即 
是 求 G 的 一 个 子 图 7， 满 足 : 包含 G 的 所 有 项 点， 连通 ， 不 存在 回路 〈 和 否则 边 数 不 是 最 
少 )。 因 此 了 就 是 G 的 一 棵 支撑 树 ， 边 数 至 少 为 5， 即 最 少 要 修 5 条 水 道 。 图 9.8(a) 和 (b) 
都 是 G 的 支撑 树 。 


图 9.8 例 9.7 用 图 2 


但 是 在 现实 中 ， 各 条 水 道 的 修建 费用 很 可 能 存在 差异 ， 这 时 应 该 抽象 为 赋 权 图 ， 例 
如 图 9.9 的 情形 。 此 时 ， 图 9.8(a) 和 (b) 两 个 方案 存在 很 大 不 同 ， 见 图 9.10(a) 和 (b)， 前 者 
的 总 成 本 为 105， 而 后 者 的 总 成 本 仅 为 79。 因 此 对 修 水 道 方案 还 要 增加 “总 成 本 最 低 ” 
这 一 要 求 。 

定义 9.4 设 (G, 砚 是 无 向 连通 赋 权 图 ， 7 是 G 的 一 棵 支撑 树 ， 了 的 各 边 权 值 之 和 称 
为 了 的 权 (weight), 记 为 w(T);G 的 所 有 支撑 树 中 权 最 小 的 称 为 G 的 最 小 支撑 树 (minimal 
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spanning tree, MST) 或 最 小 生成 树 。 


9.10 例 9.7 用 图 4 


注 : 由 定义 可 知 ， 在 考虑 图 的 最 小 支撑 树 时 ， 不 必 考 虑 重 边 〈 因 为 至 多 选择 其 中 权 
值 最 小 的 一 条 边 ) 和 自 环 ， 因 此 以 后 的 讨论 中 都 假定 图 是 简单 图 。 

下 面 介绍 4 种 主要 的 求 最 小 支撑 树 算法 。 

(a) 普 里 姆 算法 。 该 算法 于 1930 年 由 捷克 数学 家 亚 尔 尼克 (Vojtéch Jarmfk，1897 一 
1970) 发 现 ，1957 年 ,美国 计算 机 科学 家 普 里 姆 (Robert Clay Prim，1921 一 ) 独立 发 现 
了 该 算法 ，1959 年 ， 迪 杰 斯 特 拉 (Edsger Wybe Dijkstra，1930 一 2002) 再 次 发 现 了 该 算 
法 。 因 此 ， 普 里 姆 算法 又 被 称 为 DTP 算法 。 

算法 的 思想 是 : 维护 两 个 集合 记 和 于， 环 中 为 所 有 已 经 确定 属于 最 小 支撑 树 的 边 ， 
下 保存 Er 中 所 有 边 的 端点 ,每 一 步 都 将 距离 Vr “最 近 ” 但 是 不 属于 并 的 顶点 移入 Vr。 

算法 的 具体 步骤 如 下 : 

普 里 姆 算法 Prim (C) 

输入 : 赋 权 简单 连通 图 G=(V. 情 ) 

输出 : G 的 最 小 支撑 树 T=(Vz, ED) 

1 Vz <-{v}， 其 中 vv 为 顶点 集合 V 中 的 任 一 顶点 (起 始点 )，Ex-@ 

2 ”车 Vz =V， 则 输出 T= (Vz，Ez)， 否 则 

流入 在 集合 互 中 选取 权 值 最 小 的 边 wv， 其 中 ueVz 有 自 veV-Vz 

(如 果 存 在 多 条 满足 条 件 的 边 ， 则 可 任 选 其 中 之 一 ) 

党 VAR—VrU {VvV}, Ex-—ErU {uv}:; 

和 返回 步骤 2 
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【 例 9.8】 用 普 里 姆 算法 求 图 9.9 中 赋 权 图 的 最 小 支撑 树 的 过 程 如 表 9.1 所 示 。 


表 9.1 普 里 姆 算法 示例 


可 选择 的 边 | 选择 的 边 


w(4B)=14 
w(AF)=13 AF 
w(AE)=22 


w(4B)=14 
w(FB)=12 
w(4E)=22 

4, B, C, D. FE 

好 及 { } w(FE)=24 
w(FC)=18 
w(FD)=19 


w(4E)=22 
w(BC)=21 

{C, D, E} {AF, FB} | w(FO)=18 FC 
w(FD)=19 
w(FE)=24 
w(4E)=22 

{AF. FB, | w(CD)=16 十 
w(FD)=19 
w(FE)=24 
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续 表 
选择 的 边 


DE 


{4, F, 8, C, D, E} 


(b) 克 鲁 斯 卡尔 算法 。 该 算法 由 克 和 鲁 斯 卡尔 (Joseph Bernard Kruskal，1928 一 2010) 
在 1956 年 发 表 。 

算 思想 是 : 每 一 步 都 选择 权 值 最 小 而 且 不 与 已 选 的 边 构成 回路 的 边 ， 直 到 边 数 
等 于 顶点 数 减 1 为 止 。 

算法 的 具体 步骤 如 下 : 

克 鲁 斯 卡尔 算法 Kruskal( C) 

输入 : 赋 权 简单 连通 图 G=( 甩 万 

输出 : G 的 最 小 支撑 树 大 (及 E7) 

1 ”将 图 G 的 边 按 权 值 的 不 减 顺 序 排 成 一 个 序列 et， ez，…， en, E'¢-E, Ex-@ 

2 若 1Bz1=1VI-1， 则 输出 = (V，Ez) ， 否 则 

i 假设 e 是 E' 中 权 值 最 小 的 边 ，E'<-E'-{e} 

(如 果 存 在 多 条 满足 条 件 的 边 ， 则 可 任 选 其 中 之 一 ) 
2 如 果 e 与 Bz 中 的 边 不 构成 回路 ， 则 Ex-ErU {e} 
3 返回 步骤 2 


【 例 9.9】 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 求 图 9.9 中 赋 权 图 的 最 小 支撑 树 , 首先 将 图 9.9 中 的 边 
按 权 值 的 不 减 顺序 排序 : BF. 4F, 4B, CD, CF, DF, DE, BC, 4E, EF， 随 后 的 过 程 如 表 9.2 
所 示 。 
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表 9.2 克 鲁 斯 卡尔 算法 示例 


E' 中 权 值 
最 小 的 边 


{BF, AF, 4B, CD, 
CF, DF, DE, BC, 
AE, EF} 


Cg) 1 _ (8)| {4F., 48, CD, CF, 
四 DF, DE, BC, AE, 


EF} 


AB 与 BF、 
AF 
构成 回路 


{4B, CD, CF, DF, 
DE, BC, AE, EF} 


{CD, CF, DF, DE, 
BC, AE, EF} 
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续 表 


E' 中 权 值 


最 小 的 边 | 。 各 注 


DF 与 CD、 
"| {CF, CD, BF, AF} CF 
构成 回路 


{DE, BC, AE, 
EF} 


{CF, CD, BF, AF} 


{ DE, CF, CD, BF, AF} 


(c) 破 圈 法 。 该 算法 的 思想 是 : 每 一 步 都 删除 权 值 最 大 而 且 不 必要 的 边 〈 出 现在 回 
路 中 的 边 删除 后 不 破坏 连通 性 ), 直到 边 数 等 于 顶点 数 减 一 为 止 。 该 算法 的 具体 步骤 如 下 : 

破 圈 法 Reverse-delete ( G) 

输入 : 赋 权 简单 连通 图 G=(V, EE) 

输出 : G 的 最 小 支撑 树 六 (及 E7) 


py 
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1 Ex-E 

2 ” 若 图 (V，Ez) 不 存在 回路 ， 则 输出 T= (V，Ez) ， 否 则 

a 假设 Cc 是 图 (V，Ez) 中 的 一 条 简单 回路 ，e 是 c 中 权 值 最 大 的 边 
(如 果 存 在 多 条 满足 条 件 的 边 ， 则 可 任 选 其 中 之 一 ) 

受 > Erx_Er —{e} 


【 例 9.10】 用 破 圈 法 求 图 9.9 中 赋 权 图 的 最 小 支撑 树 的 过 程 如 表 9.3 所 示 。 
表 9.3 破 圈 法 示例 


回路 C 选择 的 边 

{4B, AE, AF, BC, BF 

EF, BF, BC, CD, DE EF 
CD, CF, DE, DF, EF} 
{4B, AE, AF, BC, BF， 

AF, CF, BC, AB BC 
CD, CF. DE, DF} 
{4B, AE, AF, BF, CD, 

AF, BF, AB AB 
CF, DE, DR 
{AE, AF, BF, CD,CF, 

AE, DE, DF, AF AE 
DE. DF} 
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回路 C 选择 的 边 
DF, CD, CF DF 


{AF, BF CD,CF, DE} 


此 外 ， 可 以 证 明 ， 破 圈 法 与 如 下 算法 是 等 价 的 : 
破 圈 法 I[ Reverse-delete-I(C) 
输入 : 赋 权 简单 连通 图 G=(V7., E) 
输出 : G 的 最 小 支撑 树 T=(V. E7) 
1 ”将 图 6 的 边 按 权 值 的 不 增 顺 序 排 成 一 个 序列 et， ez，…， Een, E'¢-E, Ex-E 
2 车 1Ez 1=1VI-1， 则 输出 T=(V，Ez)， 否 则 
Sh 假设 e 是 E' 中 权 值 最 大 的 边 ，E'<-E'-{e} 
(如 果 存 在 多 条 满足 条 件 的 边 ， 则 可 任 选 其 中 之 一 ) 
2 如 果 e 不 是 (V，Ez) 中 的 桥 ， 则 Ex-Ezr -{e} 
223 返回 步骤 2 


它 的 流程 和 克 鲁 斯 卡尔 算法 很 类 似 。 

(d) 博 鲁 夫 卡 算法 。 该 算法 由 捷克 数学 家 博 鲁 夫 卡 (Otakar Boruvka，1899 一 1995) 
在 1928 年 发 现 。 

算法 的 思想 是 : 每 一 步 都 选择 最 相近 的 两 个 连通 分 支 合 并 ， 直 到 只 剩 下 一 个 连通 分 
支 为 止 。 

算法 的 具体 步骤 如 下 : 

博 鲁 夫 卡 算 法 Boruvka (C) 

输入 : 赋 权 简单 连通 图 G=(V. 忆 ) 

输出 : G 的 最 小 支撑 树 T=(V. E7) 

1 ”Ex-@， 图 G 中 的 每 个 顶点 v 都 作为 一 个 连通 分 支 ，Ce- (V，Ez) 

2 ”对 图 Cc 中 的 每 两 个 不 同 连通 分 支 ， 选 择 权重 最 小 的 边 e=uv,，Ex_@U fe}, Ce (V，Er) 
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3 ”车 只 有 一 个 连通 分 支 则 输出 T= (V，Ez) ， 否 则 返回 步骤 2 

【 例 9.11】 用 博 鲁 夫 卡 算法 求 图 9.9 中 赋 权 图 的 最 小 支撑 树 ， 首 先 将 图 9.9 中 的 边 
按 权 值 的 不 减 顺 序 排序 ，BF, 4F, 4B, CD, CF, DF DE, BC, 4E, EF， 随 后 的 过 程 如 表 9.4 
所 示 。 


表 9.4 博 鲁 夫 卡 算法 示例 


连通 分 支 间 四 
最 短 的 边 
[ol 
{{4, B, F}, {C, D, E}} {AF, BF CD, DE} 
{{4, 8, C, D, E, F}} {AF, BF, CD, DE, CF} 


下 面 对 最 小 支撑 树 做 一 些 说 明 : 
当 一 个 赋 权 图 中 存在 权 值 相同 的 边 时 ， 最 小 支撑 树 也 可 能 不 唯一 。 例 如 图 9.11(b) 和 
(c) 都 是 (a) 的 最 小 支撑 树 。 


1 
42 上 jy 
3 
(a) 


(b) (0) 
9.11 最 小 支撑 树 


克 鲁 斯 卡尔 算法 可 以 在 非 连通 图 中 寻找 最 小 支撑 森林 (图 9.12 所 示 )。 其 他 算法 是 
否 可 以 在 非 连通 图 中 寻找 最 小 支撑 森林 留 作 习题 。 
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(a) 
9.12 ”最 小 支撑 森林 


最 后 介绍 两 个 与 最 小 支撑 树 有 关 的 问题 ， 最 小 瓶颈 支撑 树 和 斯 坦 纳 树 。 

定义 9.5 设 (G, 是 无 向 连通 赋 权 图 ，G 的 所 有 支撑 树 中 权 值 最 大 的 边 的 权 值 最 小 
的 支撑 树 称 为 G 的 最 小 瓶颈 支撑 树 (minimal bottleneck spanning tree, MBST )。 

【 例 9.12】 在 图 9.13 中 ，(b)、(c)、(d) 都 是 (a) 的 最 小 瓶颈 支撑 树 ， 这 表明 最 小 瓶颈 
支撑 树 可 能 不 唯一 ; 然而 只 有 (b) 是 (a) 的 最 小 支撑 树 ， 这 表明 最 小 瓶颈 支撑 树 可 能 不 是 最 
小 支撑 树 。 


(©) (d) 
图 9.13 ”最 小 瓶颈 支撑 树 


关于 最 小 瓶颈 支撑 树 和 最 小 支撑 树 之 间 的 关系 ， 有 如 下 定理 。 

定理 9.7 无 向 连通 赋 权 图 的 最 小 支撑 树 一 定 是 最 小 瓶颈 支撑 树 , 但 最 小 瓶颈 支撑 树 
不 一 定 是 最 小 支撑 树 。 

证 明 . 假设 最 小 支撑 树 了 不 是 最 小 瓶颈 支撑 树 ， 设 7 的 最 大 权 值 边 为 e， 则 最 小 瓶 
颈 支撑 树 的 所 有 边 的 权 值 都 小 于 w(e)。 删 除了 中 的 @ 形成 两 棵 树 TI 和 元。 由 于 元 连 
通 ， 因 此 存在 的 边 e'， 连接 Ti 中 某 顶 点 和 工 中 某 顶 点 。 于 是 用 e' 连 接 TI 和 后 得 到 
新 的 支撑 树 ， 但 其 总 权 值 小 于 T， 与 了 是 最 小 支撑 树 产生 矛盾 。 

最 小 瓶颈 支撑 树 不 一 定 是 最 小 支撑 树 。 考 虑 图 9.14 所 示 一 个 无 向 连通 赋 权 图 ， 图 中 
仅 存 在 一 条 桥 而 且 权 值 最 大 ， 则 图 中 每 棵 支撑 树 〈 无 论 是 否 最 小 支撑 树 ) 都 是 最 小 瓶颈 
支撑 树 。 回 

定义 9.6 设 (G-(V,), W) 是 无 向 连通 赋 权 图 , RCV, 在 G 的 所 有 包含 及 中 所 有 顶点 
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的 子 图 中 ， 总 权 值 最 小 的 树 称 为 G 的 斯 坦 纳 树 Steiner tree)。 


‘ WW 
| oo 


图 9.14 每 个 支撑 树 都 是 最 小 瓶颈 支撑 树 
当 R= 时 ， 斯 坦 纳 树 问题 即 是 最 小 支撑 树 问题 。 
如 果 将 例 9.7 的 要 求 修改 为 “部 分 村 庄 希 望 从 池塘 直接 或 间接 引水 到 村 里 ， 其 他 村 
庄 是 否 从 池塘 直接 或 间接 引水 到 村 里 无 所 谓 ” 则 问题 就 变 为 求解 图 中 的 斯 坦 纳 树 。 
【 例 9.13】 当 R={a, b, c} 时 ， 图 9.15(a) 的 斯 坦 纳 树 是 最 小 支撑 树 ， 如 图 9.15(b) 所 
示 ; 而 图 9.15(c) 的 斯 坦 纳 树 则 不 是 最 小 支撑 树 ， 如 图 9.15(d) 所 示 。 


© Q 
1 4 4 
© 四 
1 人 
© © OY 
(b) (c) 


图 9.15 最 小 瓶颈 支撑 树 


虽然 斯 坦 纳 树 问题 与 最 小 支撑 树 问 题 具 有 相似 之 处 ， 然 而 斯 坦 纳 树 问题 要 难得 多 ， 
它 属于 NPC 问题 , 事实 上 ， 它 是 卡 普 (Richard Manning Karp ) 证 明 的 第 一 批 21 个 NPC 
问题 之 一 。 


9.3 ”最 短 道路 树 


定义 9.7 假设 (G, 历 为 赋 权 图 ， 则 图 中 一 条 道路 的 长 度 (length) 是 指 该 道路 中 各 
条 边 权 值 之 和 。 

注 : 在 本 节 中 ， 假 定 赋 权 图 中 各 边 的 权 值 都 是 正 实数 。 

在 实际 应 用 中 ， 经 常 要 求 计算 给 定 的 两 个 顶点 之 间 长 度 最 短 的 道路 。 

【 例 9.14】 若干 城市 之 间 有 铁路 连通 (图 9.16(a))， 铁 路 旁边 的 数字 表明 了 本 段 路 
程 所 需 时 间 ， 希 望 知道 从 城市 s 到 其 他 城市 的 最 短 时 间 及 路 线 。 

可 以 将 它 抽象 成 图 9.16(b)， 问 题 就 转化 为 计算 顶点 s 到 各 个 其 他 顶点 的 最 短 道路 。 

该 问题 的 解 如 图 9.17 所 示 。 

显然 最 短 道路 一 定 不 包含 回路 ， 因 此 最 短 道 路 一 定 是 初级 道路 。 而 且 由 定义 可 知 ， 
在 考虑 图 的 最 短 道路 时 ， 不 必 考 虑 重 边 〈 因 为 至 多 选择 其 中 权 值 最 小 的 一 条 边 ) 和 自 环 ， 
因此 以 后 的 讨论 中 都 假定 图 是 简单 图 。 

也 可 以 这 样 理解 最 短 道路 问题 ， 时 刻 0 时 洪水 从 图 中 某 个 顶点 开始 沿边 蔓延 ， 边 的 


Se 
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权 表 示 洪 峰 通过 这 段 河 路 的 时 间 ， 问 题 为 求 洪水 到 达 各 个 顶点 的 时 刻 。 


图 9.17 例 9.14 用 图 2 


最 短 道路 具有 如 下 性 质 。 

定理 9.8 设 zx vo, Vi…, vey 避 是 图 G 中 顶点 wo 到 wi 的 最 短 道路 ， 则 vo, Vi,*…, Vel 
是 vw 到 vei 的 最 短 道路 。 

证 明 . 若 存 在 男 一 条 从 vo 到 vei 的 更 短 的 道路 vo, za， …, ye， 则 ze': vo, 40， ,VE 
是 wo 到 的 更 短 的 道路 ， 产 生 巴 盾 。 口 


基于 定理 9.8, 迪 杰 斯 特 拉 于 1959 年 给 出 了 求 唯一 源 点 到 其 他 各 顶点 的 最 短 道路 (之 
一 ) 的 算法 ， 下 面 首先 介绍 该 算法 的 思想 。 

记 dl 表示 从 图 G 中 给 定 顶 点 s 到 v 的 最 短 道路 的 长 度 。 对 于 任 一 顶点 u (wz#s) 而 
言 ， 假 设 与 相 邻 的 顶点 为 wm m, …, Ww， 则 必然 有 4(w)= min {4Gw)+w(iw)。 所 以 每 


1<i<k 

次 qt) 的 (估计 ) 值 的 变化 都 可 能 会 影响 到 qd(w) 的 (估计 ) 值 。 
因此 从 时 刻 0 开始 ， 伴 随 着 时 间 向 前 推移 ， 总 可 以 找到 一 个 新 的 城市 v， 洪 水 到 达 
它 的 时 间 不 多 于 到 达 其 他 城市 的 时 间 。 洪 水 到 达 城 市 vy 后 ， 不 断 更 新 与 v 相 邻 的 顶点 x 
的 洪水 最 晚 到 达 时 间 。 

【 例 9.15】 仍 以 例 9.14 的 图 为 例 。 

(1) 时 刻 0 时 ， 洪 水 从 s 开始 ， 此 时 顶点 a 的 洪水 最 晚 到 达 时 刻 更 新 为 0+3=3， 顶 
点 c 的 洪水 最 晚 到 达 时 刻 更 新 为 0H4=4，D、d 与 s 不 相 邻 ， 因 此 它们 的 洪水 最 晚 到 达 时 
刻 不 更 新 ， 仍 为 w (图 9.18(a))。 

(2) 时 刻 3 时 (之 前 局 势 不 发 生变 化 )， 洪 水 由 s 到 达 a， 此 时 顶点 5 的 洪水 最 晚 到 
达 时 刻 更 新 为 3+3=6、 顶 点 < 的 洪水 最 晚 到 达 时 刻 更 新 为 min{4, 3+5}=4， 顶 点 4 的 更 新 
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为 3+6=9 (图 9.18(b))。 
(3) 时 刻 4 时 ， 洪 水 由 s 到 达 ce， 此 时 不 必 考 查 顶点 a (即使 它 与 c 相 邻 )， 顶 点 5 
的 洪水 最 晚 到 达 时 刻 更 新 为 min{6, 4+1}=5， 顶 点 4 的 洪水 最 晚 到 达 时 刻 更 新 为 min{9， 
4+4}=8 (图 9.18(c))。 
(4) 时 刻 5 时 ， 洪 水 由 c 到 达 5， 顶 点 q 的 洪水 最 晚 到 达 时 刻 更 新 为 min{8, 5+2}=7 
(图 9.18(d))。 
(5) 时 刻 7 时 ， 洪 水 
3 


a 


b 到 达 q4 (图 9.18(e))。 至 此 问题 得 到 解决 (图 9.18(f))。 


J— 


(©) (D 
图 9.18 例 9.15 用 图 


具体 来 说 ， 迪 杰 斯 特 拉 算 法 维护 两 个 集合 开 和 Erz， 开 中 为 所 有 已 确定 4(v) 值 的 顶 
点 ， 每 一 步 都 将 距离 VF “最 近 ”( 注 意 这 里 的 “最 近 ” 与 普 里 姆 算法 不 同 ) 但 是 不 属于 
碾 的 顶点 移入 Vr， 并 更 新 与 该 点 相 邻 的 顶点 的 标签 值 ， 将 该 点 距 五 “最 近 ” 的 边 加 入 
Er。 
算法 的 具体 步骤 如 下 : 
迪 杰 斯 特 拉 算法 Dijkstra(C) 
输入 : 赋 权 简单 连通 图 G=( 玫 百 ， 起 点 8 
输出 : G 的 最 短 道 路 树 T=(Vi, E7) 
VA«<-—O, Ex-@G, d(s)¢0 
对 于 所 有 veV{s}, ad(v)¢-% 
车 Vz=V， 则 输出 T= (Vz，Ez) ， 否 则 
FE 在 集合 VVz 中 选取 a(v) 值 最 小 的 顶点 v 
(如 果 存 在 有 多 个 满足 条 件 的 项 点 w， 则 可 任 选 其 中 之 一 ) 
.2 车 ueVz 满 足 v 与 u 相 邻 且 w(uv)=ad(v)-d(u)， 则 Ex-ErU {uv} 
(如 果 存 在 有 多 个 满足 条 件 的 项 点 u， 则 可 任 选 其 中 之 一 ) 


WWNp 


多 
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3 对 于 VVz 中 所 有 与 vV 相 邻 的 项 点 u,ad(u)<-min{ad(u), a(v)+w(uv)} 
:| VK—VrU {v} 
和 返回 步骤 3 


【 例 9.16】 用 迪 杰 斯 特 拉 算 法 求 图 9.16(b) 赋 权 图 中 以 s 为 起 点 的 最 短 道路 树 的 过 程 


表 9.5 迪 杰 斯 特 拉 算 法 示例 


b {sa, sc, bc} 


d(dj=7 d {sa, sc, bc, bd} 


J 
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续 表 


加 


由 迪 杰 斯 特 拉 算 法 可 以 得 到 下 面 的 结果 《〈 证 明 略 )。 

定理 9.9 假设 图 G 是 一 个 赋 权 图 , v 是 G 的 一 个 顶点 ， 则 存在 G 的 一 棵 支撑 树 7， 
使 得 在 了 中 Y 到 任意 顶点 的 道路 就 是 G 中 v 到 4 的 最 短 道路 (之 一 )。 称 了 为 G 的 最 
短 道路 树 。 

最 后 给 出 迪 杰 斯 特 拉 算 法 的 几 点 说 明 : 

(a) 该 算法 只 适合 于 边 权 值 都 是 正 数 的 情况 。 

(b) 该 算法 解决 的 是 已 知 起 始点 求 最 短 道路 的 问题 ， 而 已 知 终点 求 最 短 道路 的 问题 
与 之 完全 相同 。 

(c) 该 算法 也 适用 于 有 向 图 的 情况 ， 所 得 结果 构成 一 棵 根 树 参见 定义 9.9)。 

(d) 迪 杰 斯 特 拉 算 法 与 普 里 姆 算法 非常 相近 ， 只 需要 把 该 算法 的 步骤 3.2 和 步骤 3.3 
改 为 

3.2 车 ueVz 满 足 vV 与 u 相 邻 且 w(uv)=a(u)， 则 Ex-ErU {uv}; 

3.3 对 于 Vz 中 所 有 与 了 相 邻 的 顶点 w，a(u) eminfta(u) ，w(uv) }; 


即 是 求 最 小 支撑 树 的 普 里 姆 算法 一 一 事实 上 ， 迪 杰 斯 特 拉 本 人 也 曾经 独立 发 现 普 里 姆 算法 。 


9.4 根 树 及 其 应 用 


9.4.1 根 树 的 定义 和 基本 概念 
定义 9.8 如果 一 个 有 向 图 在 不 考虑 边 的 方向 时 是 一 棵 树 ,那么 该 有 向 图 称 为 有 向 树 
(directed tree), 
【 例 9.17】 图 9.19 中 (a)、(b)、(c) 均 为 有 向 树 。 
f 大 


(a) (b) 
9.19 例 9.17 用 图 
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而 一 类 特殊 的 有 向 树 一 一 根 树 在 实际 问题 中 有 着 重要 的 应 用 。 

定义 9.9 假设 了 是 一 哥 有 向 树 ， 若 了 恰 有 一 个 入 度 为 0 的 顶点 v， 其 余 顶 点 的 入 度 
起 为 1， 则 称 了 为 根 树 (rooted tree)，Y 称 作 了 的 根 (root)。 根 树 中 出 度 为 0 的 顶点 称 
为 叶子 (leaf)， 出 度 大 于 0 的 顶点 称 为 分 枝 点 (branch point)。 

注 : 只 有 一 个 孤立 项 点 的 平凡 树 也 认为 是 根 树 。 

【 例 9.18】 图 9.19(a) 是 根 树 ， 其 中 了 为 根 ，a、c、e、 甩 为 叶子 ，b、d、 故 g、i 为 


例如 一 个 单位 的 组 织 结构 图 就 可 以 用 根 树 表 示 ， 以 顶点 表示 各 级 职务 ， 边 表示 直属 

根 树 具 有 如 下 性 质 。 

定理 9.10 在 根 树 了 中 ， 从 根 到 任 一 其 他 项 点 都 存在 唯一 的 简单 道路 。 

定理 9.10 实际 上 也 是 根 树 的 本 质 性 刻画 ， 有 具体 如 下 。 

定理 9.11 如 果 有 向 图 了 中 存在 顶点 v， 使 得 从 v 到 了 的 任 一 其 他 顶点 都 存在 唯一 
的 简单 道路 ， 而 且 不 存在 从 v 到 v 的 简单 回路 ， 则 了 是 一 棵 以 v 为 根 的 根 树 。 

定义 9.10 在 根 树 中 ， 由 根 到 顶点 v 的 道路 长 度 称 作 的 层 数 《level)。 所 有 顶点 的 
层 数 的 最 大 值 称 为 根 树 的 高 度 〔height) 


【 例 9.19】 图 9.19(a) 所 示 根 树 的 高 度 为 3, 各 项 点 的 A。 wal0 
层 数 在 图 9.20 中 标明 。 level 1 
习惯 上 ， 将 树 根 画 在 上 端 ， 叶 子 夯 在 下 端 ， 于 是 有 向 “NN 一 N--， 
边 的 方向 都 指向 下 方 或 斜 下 方 ， 同 一 层 的 顶点 都 画 在 同一 -sf--/ 人 A------ pa 


水 平 线 上 。 有 时 在 不 引起 混淆 的 情况 下 ， 也 可 省 略 全 部 0. 

箭头 。 图 9.20 例 9.19 用 图 
例如 瑞士 著名 的 伯 努 利家 族 也 可 表示 为 一 棵 根 树 (图 9.21)。 这 个 家 族 中 产生 了 很 多 

艺术 家 和 科学 家 , 特别 是 17 一 18 世纪 一 些 著名 数学 家 : 约翰 。 伯 努 利 、 雅 各 布 伯 努 利 、 

丹尼尔 。 伯 努 利 、 尼 十 拉 一 世 。 伯 努 利 、 尼 古 拉 二 世 。 伯 努 利 。 


尼克 劳 斯 伯 努 利 
(1623 一 1708) 


22. 1 
和 人 人 有 | ( 尼 古 拉 * 伯 努 利 约翰 ' 伯 努 利 
(1655 一 1705) (1662 一 1716) (1667 一 1748) 


1 
尼 古 拉 一 世 * 伯 努 利 | | 尼 古 拉 二 世 * 伯 努 利 
(1687 一 1759) (1695 一 1726) 


9.21 伯 努 利家 族 树 
定义 9.11 在 根 树 7 中， 车 每 个 分 枝 点 的 出 度 最 多 为 m， 则 称 了 为 m 元 树 或 m 又 
树 (ma-ary tree); 如 果 每 个 分 枝 点 的 出 度 都 等 于 m, 则 称 了 为 完全 m 叉 树 (complete m-ary 
tree); 进一步 , 若 了 的 全 部 叶子 顶点 的 层 数 都 相同 , 则 称 了 为 正则 m 叉 树 (regular m-ary 


丹尼尔 * 伯 努 利 
(1700 一 1782) 


约翰 二 世 ， | 
(1667 一 1748) 
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tree), 


【 例 9.20】 图 9.22(a) 是 3 叉 树 ，(b) 是 完全 3 又 树 ，(c) 是 正则 3 叉 树 。 


(b) 
9.22 例 9.20 用 图 


定理 9.12 若 T 了 是 完全 m 叉 树 ， 其 叶子 数 为 ,分 枝 点 数 为 i， 则 (m-D)i 二 三 1。 

证 明 . 由 握手 定理 ,所 有 顶点 的 出 度 之 和 等 于 入 度 之 和 。 所 有 顶点 的 出 度 之 和 为 mxi; 
除了 根 ， 每 个 顶点 的 入 度 为 1， 因此 所 有 顶点 的 入 度 之 和 为 tti-1。 整 理 即 得 结论 。 口 

【 例 9.21】 教室 只 有 一 个 电源 接口 ， 但 要 同时 使 用 28 慢 台 灯 ， 请 问 至 少 需要 使 用 
多 少 个 4 孔 的 接线 板 插座 ? 

解 . 将 问题 表示 为 根 树 ， 每 个 接线 板 插座 看 成 是 它 的 分 枝 点 ， 台 灯 作 为 叶子 顶点 ， 
则 问题 就 是 求 总 的 分 枝 点 的 数目 , 由 定理 9.12 可 得 分 枝 点 数 为 (28-1)/3=9, 即 至 少 需要 9 
个 接线 板 插座 才能 满足 要 求 。 

定理 9.13 ”假设 完全 二 叉 树 了 中 分 枝 点 数目 为 上 (过 1)， 设 了 表示 各 分 枝 点 层 数 之 
和 ，J 表示 各 叶子 的 层 数 之 和 ， 则 三 HH21。 

证 明 . 对 分 梳 点 个 数 t 作 归纳 。 

(1) 所 1 时 ， 了 具有 两 个 叶子 ， 两 个 叶子 的 层 数 都 是 1， 唯 一 的 分 枝 点 为 根 ， 层 数 为 
0。 得 到 天 0，, 记 2， 故 . 广 片 21 成立。 

(2) 假设 二 时 定理 9.13 成 立 。 匡 kt1 时 ， 设 在 完全 二 叉 树 了 中 ，?y 的 两 个 孩子 项 点 
V 和 刀 都 是 叶子 。 则 Tvi-v2 是 含 坟 个 分 枝 点 的 完全 二 又 树 ， 假 设 v 的 层 数 为 7， 由 归纳 
假设 有 JI+21， 其 中 上 六 1。 比 较 了 和 六 vi 可 得 工 二 广 /，J 和 三 2(1+H1)+ 庆 三 广 ， 于 
是 整理 即 得 . 户 片 2t。 口 

定理 9.13 中 的 T 和 J 又 常 分 别称 作 树 的 内 部 道路 长 度 之 和 与 外 部 道路 长 度 之 和 。 

定义 9.12 假设 ut 和 v 是 根 树 中 两 个 相 央 顶点 ， 

(a) 如 果 从 到 Vv 可 达 , 则 称 是 y 的 祖先 (ancestor),y 是 1 的 后 代 (descendant)- 

(b ) 如 果 (u, v) 是 根 树 中 的 有 向 边 ， 则 称 是 v 的 父亲 顶点 或 双亲 顶点 《parent), v 
是 的 孩子 顶点 (offspring)。 

(c) 如 果 w 和 vv 的 父亲 顶点 相同 ， 则 称 u 和 vv 是 兄弟 顶点 《sibling)。 

【 例 9.22】 在 图 9.23 中 , f 是 i 的 祖先 ，c 是 5b 的 后 代 ，q 是 e 的 父亲 顶点 ，e 是 qd 
的 孩子 项 点 ，a 和 4 是 兄弟 顶点 ， 和 gg 也 是 兄弟 顶点， 但 是 e 和 4 不 是 兄弟 顶点 。 

定义 9.13 假设 vV 是 根 树 T 了 中 一 个 顶点 , V 及 其 所 有 后 代 所 导出 的 子 图 T 称 为 了 的 
以 ?为 根 的 子 树 〈subtree)- 

【 例 9.23】 图 9.24 中 ，(b) 和 (c) 都 是 (a) 的 子 树 。 

一 般 来 说 ， 根 树 中 各 顶点 出 现 的 次 序 不 重要 ; 但 是 在 实际 应 用 中 ， 常 要 考虑 同一 层 
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b 

i 人 

6 e h 
(c) 


(b) 
图 9.23 例 9.22 用 图 图 9.24 例 9.23 用 图 


中 各 顶点 的 次 序 ， 例 如 在 真正 的 家 族 关系 中 ， 兄 弟 之 间 是 有 年 龄 大 小 次 序 的 。 于 是 我 们 
引入 有 序 树 的 概念 。 

定义 9.14 如 果 在 根 树 了 中 规定 了 每 个 分 枝 点 的 孩子 顶点 之 间 的 次 序 ， 则 称 了 为 有 
序 树 (ordered tree)。 

一 般 来 讲 ， 根 树 中 同一 层 各 顶点 的 次 序 为 从 左 至 右 ， 即 一 个 分 枝 点 最 左边 的 孩子 顶 
点 为 第 一 个 孩子 ， 紧 邻 它 右 边 的 是 第 二 个 孩子 ， 以 此 类 推 ， 最 右边 的 孩子 顶点 为 最 后 一 
个 孩子 。 

定义 9.15 若 m 又 树 T 是 有 序 的 ， 则 称 T 了 为 m 叉 有 序 树 。 

定义 9.16 ”对 于 二 又 有 序 树 而 言 ， 一 个 分 枝 点 的 第 一 个 孩子 顶点 也 称 作 左 孩子 ， 
第 二 个 孩子 顶点 也 称 作 右 孩子 ， 以 v 的 左 孩 子 为 根 的 子 树 称 作 v 的 左 子 树 ， 以 v 的 右 孩 
子 为 根 的 子 树 称 作 v 的 右 子 树 。 

定义 9.17 如 果 m 又 有 序 树 T 的 每 个 顶点 的 孩子 顶点 都 被 规定 了 位 置 , 则 称 了 是 m 
叉 位 置 树 (mm-ary positional tree)- 

在 二 叉 位 置 树 中 ， 一 个 分 枝 点 可 能 只 有 左 孩 子 而 没有 右 孩 子 ， 也 可 能 只 有 右 孩 子 而 
没有 左 孩 子 。 

【 例 9.24】 图 9.25(a) 和 (b) 作 为 根 树 是 相同 的 ， 但 作为 位 置 树 是 不 同 的 。 


(a) (b) 
图 9.25 例 9.24 用 图 


二 叉 树 的 应 用 最 为 广泛 ， 事实 上 任何 一 棵 有 序 树 都 可 以 转换 为 一 棵 二 叉 位 置 树 ， 其 方 
法 是 : 将 每 个 顶点 v 的 第 一 个 孩子 作为 它 的 左 孩 子 ， 将 v 的 下 一 个 兄弟 作为 它 的 右 孩子 。 

【 例 9.25】 图 9.26(b) 是 (a) 的 二 叉 位置 树 表示 。 

有 序 树 组 成 的 森林 也 可 以 转换 成 二 又 位 置 树 ， 步 骤 如 下 : 

(1) 将 森林 中 的 每 一 棵 树 都 表示 成 二 又 位置 树 。 

(2) 除 第 一 棵 二 叉 位 置 树 外 ， 依 次 将 剩 下 的 每 棵 二 叉 位 置 树 作为 左边 二 叉 位置 树 的 
根 的 右 子 树 。 


第 9 章 树 及 其 应 用 \®/ 


© 
Ca Q 

四 © 

DOOO 0 © 

@ DD 

OO © © © 


(a) (b) 
图 9.26 例 9.25 用 图 


【 例 9.26】 图 9.27(a) 是 森林 ，(b)、(c) 和 (qd) 分 别 是 其 三 个 连通 分 枝 的 二 叉 位置 树 表 
示 ，(e) 是 该 森林 的 二 又 位 置 树 表 示 。 


(a) 


(©) (gd) 
9.27 例 9.26 用 图 
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9.4.2 二 叉 树 的 遍历 


定义 9.18 对 一 棵 树 的 每 个 顶点 系统 地 访问 一 次 且 仅 一 次 的 方式 称 作 树 的 遍历 
(traversal) 或 周游 。 

二 又 树 遍历 主要 有 如 下 3 种 方式 : 

(a) 前 序 (preorder) 遍历 。 先 访问 根 ， 然 后 前 序 遍 历 根 的 左 子 树 ， 最 后 前 序 遍历 
根 的 右 子 树 。 

前 序 遍 历 算法 preorder (node) 

输入 : 二 又 树 的 根 node 

1 visit (node) 

2 IE node.left 4# NULL then preorder (node.left) 

3 If node.right # NULL then preorder (node.right) 


(b) 中 序 (inorder) 人 遍历。 先 中 序 遍 历 根 的 左 子 树 ， 然 后 访问 根 ， 最 后 中 序 遍 历 根 
的 右 子 树 。 

中 序 遍 历 算法 inorder (node) 

输入 : 二 叉 树 的 根 node 


二 IE node.left :# NULL then inorder (node.left) 
营 Visit (node) 
3 If node.right # NULL then inorder (node.right) 


(c) 后 序 (postorder) 遍历 。 先 后 序 遍历 根 的 左 子 树 ， 然 后 后 序 遍 历 根 的 右 子 树 ， 
最 后 访问 根 。 

后 序 遍历 算法 postorder (node) 

输入 : 二 又 树 的 根 node 

1 IE node.left # NULL then postorder (node.left) 


朗 IE node.right # NULL then postorder (node.right) 
3 Visit (node) 


【 例 9.27】 对 于 图 9.28 中 所 示 的 三 元 树 ， 前 序 遍 历 的 次 序 为 fb, a, qd, c, e, g, i, h， 
中 序 遍 历 的 次 序 为 a, b, cd e, fg, hh,i， 后 序 遍 历 的 次 序 为 a, c, e@, q, b, hh, i, g,f。 


在 计算 机 科学 中 ， 二 叉 有 序 树 广泛 地 用 于 组 织 数据 和 描述 算法 ， 例 如 可 以 用 二 又 有 
序 树 来 表示 运算 表达 式 和 进行 求 值 。 
【 例 9.28】 算术 表达 式 ((4x2)+1)-((6:3)x2) 可 以 用 如 图 9.29 所 示 的 有 序 树 了 表示 。 


co ee eh 04 ©b2 、 


9.28 例 9.27 用 图 图 9.29 例 9.28 用 图 


其 中 分 枝 点 表示 运算 符 ， 叶 子 表示 运算 数 ， 层 数 的 高 低 表 示 运 算 执行 的 先后 顺序 。 

(a) 前 序 遍 历 7 了 的 结果 为 -, +, x, 4, 2, 1, x, + 6, 3, 2， 因 为 运算 符 在 运算 数 之 前 ， 故 
称 此 种 表示 法 为 前 缀 表示 (prefix notation) 或 波兰 表示 (Polish notation ) (使 用 这 个 名 
称 是 为 了 纪念 波兰 逻辑 学 家 卢 卡 锡 维 芯 (Lukasiewicz))。 

(b) 后 序 遍 历 了 的 结果 为 4, 2, x, 1, +, 6, 3, +, 2, x, 一 ， 因 为 运算 符 在 运算 数 之 后 ， 故 
称 此 种 表示 法 为 后 缀 表示 《postfix notation) 或 逆 波 兰 表 示 《reverse Polish notation)。 

(c) 中 序 遍 历 了 的 结果 为 4, x, 2, +, 1, -, 6, +, 3, x, 2， 因 为 运算 符 在 运算 数 之 间 ， 故 
称 此 种 表示 法 为 中 缀 表示 (infix notation)。 

【 例 9.29】 命题 公式 (jp 信 (~(qgV))) 坟 (PVq) 八 (rs))) 可 以 表示 为 图 9.30 所 示 的 二 
又 有 序 树 。 
由 前 绥 表 示 或 后 绥 表 示 可 以 唯一 构造 表示 运算 式 的 有 序 树 , 但 是 由 中 绥 表 示 则 不 行 。 
例如 图 9.31(a) 和 (b) 分 别 表示 运算 式 ((4x2)+1)-((6:3)x2) 和 (4x2)+((1-6):(3x2)， 但 是 这 两 
棵 有 序 树 的 中 序 遍 历 结 果 是 相同 的 。 
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图 9.30 例 9.29 用 图 1 图 9.31 例 9.29 用 图 2 


采用 前 组 表示 的 运算 表达 式 可 以 按照 如 下 规则 求 值 ， 从 左 至 右 扫描 符号 串 ， 直 到 出 
现 一 个 运算 符 ( 例 如 *) 紧 接着 两 个 运算 数 〈 例 如 a 和 5)， 此 时 计算 ax*p， 并 将 结果 作为 
运算 数 替 换 这 个 运算 符 和 两 个 运算 数 ， 重 复 此 步骤 ， 直 至 所 有 运算 符 处 理 完毕 。 一 元 运 
算 和 多 元 运算 也 类 似 地 处 理 ， 遇 到 足够 的 运算 数 即 产生 运算 结果 并 替代 运算 符 和 参与 此 
次 运算 的 所 有 运算 数 ， 和 迭代 直至 完成 。 


(b) 


例如 算术 表达 式 ((4x2)+1)-((6:3)x2) 用 有 序 树 T 表 示 后 前 序 遍 历 的 结果 为 -, +, x, 4, 2， 
1, x, +, 6, 3, 2， 其 求 值 过 程 如 下 : 

(1) 计算 x, 4, 2 的 值 ， 得 到 8=4x2,， 用 8 取代 x, 4, 2, 符号 串 化 为 -, +, 8, 1, x, +, 6, 3, 2。 

(2) 计算 +, 8, 1 的 值 ， 得 到 9=8+1， 用 9 取代 +, 8, 1， 符 号 串 化 为 -, 9, x, +, 6, 3, 2。 

(3) 计算 =, 6, 3 的 值 ， 得 到 2=6:3， 用 2 取代 *, 6, 3， 符 号 串 化 为 -, 9, x, 2, 2。 


(4) 计算 x, 2, 2 的 值 ， 得 到 4=2x2， 用 4 取代 x, 2,2， 符 号 串 化 为 -, 9, 4。 

(5) 计算 -, 9, 4 的 值 ， 得 到 5=9-4， 用 5 取代 -. 9, 4， 符 号 串 化 为 5， 至 此 计算 结束 ， 
5 就 是 运算 表达 式 的 结果 。 

采用 后 级 表示 的 运算 表达 式 也 可 以 用 类 似 的 方法 求 值 ， 从 左 至 右 扫描 符号 串 ， 直 到 
出 现 两 个 运算 数 (例如 a 和 65) 紧 接着 一 个 运算 符 〈 例 如 *)， 此 时 计算 ax5， 并 将 结果 作 
为 运算 数 蔡 换 这 个 运算 符 和 两 个 运算 数 ， 重 复 此 步骤 ， 直 至 所 有 运算 符 处 理 完毕 。 

例如 算术 表达 式 ((4x2)+1)-((6*3)x2) 用 根 树 了 表示 后 后 序 遍历 了 的 结果 为 4. 2, x, 1, +， 
6, 3, +, 2, x, ~-， 其 求 值 过程 如 下 : 


对 
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(1) 计算 4, 2, x 的 值得 到 8， 用 8 取代 4. 2, x， 符 号 串 化 为 8, 1, +, 6, 3, +, 2, x, 一 。 

(2) 计算 8, 1, + 的 值得 到 9， 用 9 取代 8, 1,+， 符 号 串 化 为 9, 6, 3, +, 2, x, 一 。 

(3) 计算 6, 3, = 的 值得 到 2， 用 2 取代 6. 3,， 符 号 串 化 为 9, 2, 2, x, -。 

(4) 计算 2, 2, x 的 值得 到 4， 用 4 取代 2,2,x， 符 号 串 化 为 9. 4, 一 。 

(5) 计算 9, 4, -的 值得 到 5$， 用 5 取代 9, 4, -， 符 号 串 化 为 S， 至 此 计算 结束 ，5 就 

前 绥 表 示 和 后 绥 表 示 在 程序 语言 、 编 译 理 论 和 科学 计算 器 设计 中 都 有 很 重要 的 作用 。 
9.4.3 ”最 优 二 叉 树 与 赫 夫 曼 编 码 


在 传输 数据 和 消息 时 , 需要 对 数据 或 消息 进行 编码 ， 二进制 编码 法 是 最 常用 的 方式 。 
一 般 要 求 消息 编码 后 的 总 长 度 尽 可 能 短 ， 以 提高 传输 效率 ， 减 少 差错 可 能 。 
【 例 9.30】 信息 “a banana” 共 有 8 个 字符 ， 由 4 种 不 同 的 字符 组 成 ， 其 中 a 出 现 4 
次 , b 出 现 1 次 ，n 出 现 2 次 ， 空 格 〈 下 面 用 D 表 示 ) 出现 1 次 ， 将 采用 二 进 制 方式 对 这 
4 种 字符 进行 编码 。 
编码 方案 一 :用 二 进 制 编码 00、01、10 和 11 分 别 表示 a、b、n 和 空格 , 则 信息 “a banana” 
编码 为 0011010010001000， 总 长 度 为 16。 此 时 每 个 符号 编码 后 的 长 度 相同 ， 因 此 称 作 定 
长 编码 方式 。 
编码 方案 二 : 用 二 进 制 编码 1、000、01 和 001 分 别 表 示 a、b、n 和 空格 ， 则 信息 “a 
banana” 编 码 为 10010001011011， 总 长 度 为 4。 此 时 各 符号 编码 后 的 长 度 存 在 差异 ， 因 
此 称 作 变 长 编码 方式 。 
编码 方案 三 : 用 二 进 制 编码 1、00、0 和 01 分 别 表示 a、b、n 和 空格 , 则 信息 “a banana” 
编码 为 1010010101, 总 长 度 为 10。 虽然 编码 后 的 长 度 变 得 更 短 , 但 随 之 而 来 产生 了 问题 : 
接收 端 如 何 对 收 到 的 符号 串 进 行 译 码 ? 例如 接收 端 收 到 符号 串 001 时 ， 无 法 确定 消息 的 
内 容 应 该 是 nD、ba 还 是 nna。 
因此 , 在 编码 时 必须 考虑 接收 端 不 产生 译 码 的 二 义 性 , 这 就 需要 引入 前 级 码 的 概念 。 
定义 9.19 设 alq2…an10n 为 长 度 为 n 的 符号 串 , 称 a1, ala2，…, Q102…Qn1 分 别 为 该 
符号 串 的 长 度 为 1,2,…,n-1 的 前 缀 (prefix) 。 
定义 9.20 设 4={Pi, Pp, …, pm} 为 一 个 符号 串 集合 ， 若 对 于 任意 的 Bi, Bie4, i 为, Bi 和 
忆 互 不 为 前 级 ， 则 称 4 为 前 缀 码 (prefix code) 或 无 前 缀 码 (prefix-free code )。 若 记 都 
是 由 0、1 组 成 的 符号 串 ， 则 称 4 为 二 元 前 缀 码 。 
【 例 9.31】 例 9.30 中 编码 方案 二 {1, 000, 01, 001} 是 前 组 码 ; 而 编码 方案 三 {1, 00, 0， 
01} 则 不 是 前 缀 码 ， 因 为 0 是 00 的 前 级 ，0 也 是 01 的 前 级 。 
显然 ， 采 用 前 级 码 可 以 唯一 确定 接收 的 符号 串 内 容 。 
一 个 编码 方案 也 可 以 使 用 二 叉 位置 树 来 表示 : 对 于 树 中 的 分 枝 点 , 令 与 它 左 孩子 (如 
果 存 在 ) 关联 的 边 标记 为 0, 与 右 孩 子 (如 果 存 在 ) 关联 的 边 标记 为 1; 对 每 个 顶点 而 言 ， 
其 编码 就 是 由 根 到 该 项 点 的 道路 中 各 边 标 号 依次 构成 的 序列 。 
【 例 9.32】 例 9.30 中 3 种 编码 方式 对 应 的 二 又 位 置 树 如 图 9.32(a)、(b)、(c) 所 示 。 
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9.32 例 9.32 用 图 


注意 ， 在 图 9.32(a) 和 (人 b) 中 ， 表 示 符 号 的 顶点 都 是 叶子 顶点 ;而 在 (oO 中 ， 表 示 符 号 n 
的 顶点 是 分 枝 点 ， 因 此 当 接 收 端 收 到 符号 串 001 后 ， 从 二 又 位置 树 的 根 开始 按 符号 串 中 
的 符号 顺序 沿 相应 标号 的 边 前 进 ， 却 无 法 断定 是 在 表示 符号 n 的 顶点 中 断 继而 译 码 成 n 
还 是 应 该 继续 前 进 。 

一 般 地 讲 ， 在 任何 一 个 二 元 前 级 码 编码 方案 的 二 叉 位 置 树 表示 中 ， 表 示 符 号 的 顶点 
都 一 定 是 叶子 。 而 且 ， 任 一 个 二 叉 位 置 树 编码 后 ， 各 叶子 的 码 构 成 的 集合 (或 其 子 集 ) 
是 一 个 前 级 码 。 


假设 一 个 二 元 前 级 码 编码 方案 中 包括 + 种 符号 , 每 种 符号 在 消息 中 出 现 的 次 数 为 wi， 
其 编码 长 度 为 大 则 消息 的 总 长 度 为 > “1 。 编 码 的 目标 是 希望 Sw 4 的 值 尽 可 能 小 ， 
i=] 


达到 这 个 最 小 值 的 二 元 前 级 码 称 作 最 优 二 元 前 缀 码 。 
对 应 到 二 又 位 置 树 T 了 上 ， 则 有 以 下 定义 。 
定义 9.21 设 二 又 树 T 了 有 + 个 叶子 Vi, V2,…, vi, 分 别 赋 子 它们 一 个 权 值 ( 非 负 实 数 ) 


为 Was … Wi， 称 邢 (7)= 冯 -1(w) 为 了 的 权 《weight )， 其 中 jw) 是 也 的 层 数 .。 
i=1 


定义 9.22 在 所 有 有 上 个 叶子 ， 带 权 wi,wz,…,Wwi 的 二 又 树 中 ， 权 最 小 的 二 又 树 称 为 
最 优 二 又 树 (optimal binary tree》。， 

赫 夫 曼 (David Albert Huffman, 1925 一 1999) 于 1952 年 给 出 了 最 优 二 叉 树 的 构造 方 
法 ( 即 构造 最 优 二 元 前 级 码 的 方法 ) ， 因 此 最 优 二 叉 树 也 称 作 赫 夫 曼 树 ， 对 应 的 最 优 二 
元 前 缀 码 也 称 作 赫 夫 曼 码 。 该 算法 的 基本 思想 是 使 得 从 根 到 权 值 大 的 叶子 的 道路 较 短 ， 
反之 从 根 到 权 值 小 的 叶子 的 道路 较 长 。 

赫 夫 曼 算 法 Huffman (wi, 2，…, wi ) 

输入 : 一 组 非 负 权 值 wi, w2,…, we 

输出 : 叶子 顶点 的 权 值 为 wu w，…, wi 的 最 优 二 又 树 的 根 v 

构造 上 个 顶点 V，vVo，*…，vVe， 权 值 分 别 为 Ww， was …， Wes St{V Vor “Ve} 

若 1S1=1， 则 输出 s 中 唯一 的 元 素 ， 否 则 
-和 假设 ma 和 us 是 s 中 权 值 最 小 的 两 个 顶点 
:2 构造 一 个 新 的 顶点 w， 令 w 的 左 孩子 是 m ， 右 孩子 是 uz。， 权 值 为 wm 和 us 权 值 之 和 
.3 St-(S-{m，uz}) U {w}， 返 回 步骤 2 


可 以 证 明 该 算法 的 正确 性 ， 即 所 构造 的 树 的 确 是 一 棵 最 优 二 又 树 。 


N N N RN 


SN 可) 离 北 数学 及 应 用 (第 2 版 ) 
ee 


【 例 9.33】 信息 “a banana”* 中 a 出现 4 次 ,b 出 现 1 次 , n 出 现 2 次, 空格 出 现 1 次 。 


采用 赫 夫 曼 算 法 对 其 编码 的 过 程 如 表 9.6 所 示 〈 顶 点 圆圈 内 的 数字 表示 该 顶点 的 权 )。 
表 9.6 赫 夫 曼 算法 示例 
步骤 S (虚线 框 内 顶点 ) 
初始 
第 1 次 循环 
第 2 次 循环 
第 3 次 循环 


在 步骤 2.1 中 两 个 权 值 最 小 的 顶点 的 选择 方法 可 能 不 唯一 ， 因 此 由 上 述 方法 得 到 的 
最 优 二 叉 树 不 一 定 是 唯一 的 〈 例 如 图 9.33 也 是 例 9.30 的 一 棵 最 优 二 叉 树 )， 编 码 方式 也 
随 之 不 同 ， 但 是 构造 出 来 的 不 同 的 树 的 权 都 是 相同 的 。 


9.33 ”最 优 二 又 树 
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习 题 9 


9.1 分 别 画 出 所 有 不 同 构 的 3 一 6 阶 无 向 树 。 

9.2 已 知 无 向 树 了 中 有 5 个 叶子 ， 其 余 顶 点 度数 都 是 3， 计 算 了 有 多 少 个 顶点 。 

9.3 已 知 无 向 树 了 中 有 3 个 3 度 项 点 和 7 个 叶子 ,其余 顶点 都 是 4 度 项 点 ,计算 了 有 多 
少 条 边 。 

9.4 已 知 无 向 树 了 中 有 2 个 4 度 项 点 和 3 个 3 度 顶 点 ,其余 项 点 都 是 叶子 ,计算 了 有 多 
少 个 顶点 并 画 出 两 棵 不 同 构 的 满足 上 述 要 求 的 树 。 

9.5 已 知 无 向 树 了 中 有 2 个 4 度 顶点 ，2 个 3 度 顶点 ，1 个 2 度 顶点 ， 其 余 顶 点 都 是 叶 
子 ， 计 算 了 的 顶点 数 、 边 数 和 叶子 数 。 

9.6 确定 下 面 的 序列 中 哪些 可 以 构成 无 向 树 的 度数 序列 。 
人 
(bY l,l, 334 
te 
(Cd) 二 和 计生 
(el 

9.7 给 出 所 有 以 1, 1, 1, 1, 2, 2, 4 为 度数 序列 的 非 同 构 的 无 向 树 。 

9.8 证 明 所 有 的 醇 〈alcohols)CnHziOH 是 树 分 子 结构 ， 其 中 C、O、H 的 度 分 别 是 4、 
2 

9.9 证 明 : 恰 有 两 个 叶子 的 无 向 树 是 一 条 道路 。 

9.10 证明: 无 向 树 都 是 二 部 图 。 

9.11 n 满足 什么 条 件 时 ， 完 全 图 KK, 是 无 向 树 ? 

9.12 假设 了 是 树 ， 证 明 : 了 中 最 长 道路 的 起 点 和 终点 必然 都 是 了 的 叶子 。 

9.13” 若 无 向 树 T 中 度数 最 大 的 项 点 度数 为 k， 证 明 : 了 至 少 有 大 个 叶子 。 

9.14 设 了 是 寻 1 阶 无 向 树 ，k 宇 1，G 是 无 向 简单 图 ， 已 知 XO) 关 已 证明 : G 中 存在 与 
了 同 构 的 子 图 。 

9.15 假设 (mw, 四 -图 G 是 一 个 有 k(k 宇 2) 个 连通 分 支 的 森林 , 试 建立 m 与 n 值 之 间 的 关 
系 ， 并 计算 要 添加 多 少 条 边 才 能 使 所 得 之 图 为 无 向 树 。 


9.16 令吉, 芒 …, 功 是 给 定 的 点 ，q1, 必 …, 硬 是 给 定 的 正 整数 ， 满 足 》d =2(n-1)， 
i=1 


四 Ce Wi 日 且 (n—2)! 
证 明 : 满足 deg(wi)=d; (二 1, 2, …,n) ar 


9.17 若 可 以 用 整数 1, 2,…,n 来 标记 带 有 n 个 顶点 的 无 向 树 的 顶点 ,使 得 相 邻 顶点 的 标 
记 之 差 的 绝对 值 全 都 是 不 同 的 ， 则 称 这 棵 树 为 优美 的 。 证 明 : 图 9.34 中 的 树 都 是 
优美 的 。 

9.18 毛虫 图 是 含有 一 条 简单 通路 的 树 ， 使 得 不 包含 在 这 条 通路 里 的 每 个 顶点 都 与 这 条 
通路 里 的 一 个 顶点 相 邻 。 
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a 本 和 


(a) (b) (9) (d) 
9.34 习题 9.17 和 习题 9.18 用 图 


(a) 图 9.34 中 ， 哪 些 是 毛虫 图 ? 

(b) 带 6 个 顶点 的 互 不 同 构 的 毛虫 图 有 多 少 种 ? 

(c) 证 明 或 反驳 : 其 边 形成 一 条 简单 道路 的 所 有 树 都 是 优美 的 。 
(提示 : 考虑 序列 1,n, 2,n-1, 3, n-2, …。) 

(d) 证 明 : 所 有 的 毛虫 图 都 是 二 部 图 。 

(e) 证 明 : 所 有 的 毛虫 图 都 是 优美 的 。 

(提示 : 考虑 图 9.35。) 


IO 
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图 9.35 习题 9.18 用 图 


9.19 无 向 树 中 项 点 的 离心 度 〈 偏 心 距 ) 是 从 这 个 顶点 开始 的 最 长 的 简单 通路 的 长 度 。 
当 树 了 的 顶点 v 的 偏心 距 最 小 时 ， 则 称 v 为 树 T 的 (一 个 ) 中心。 
(a) 求 图 9.36 中 顶点 a、g、7 的 偏心 距 。 
(b) 求 图 9.36 中 所 给 的 树 的 〈 所 有 ) 中 心 。 
(c) 证 明 : 一 棵 树 只 有 一 个 中 心 或 两 个 相 邻 的 中 心 。 


(d) 


9.36 习题 9.19 用 图 


9.20 10 名 学 生 参 加 一 次 考试 , 共有 10 道 判断 题 。 已 知 没 有 两 个 学 生 做 对 的 题目 完全 相 
同 。 证 明 在 这 10 道 题 中 可 以 找到 一 道 题 ， 将 这 道 题 取消 后 ， 每 两 个 学 生 做 对 的 题 
目 仍然 不 会 完全 相同 。 
(提示 : 若 删 除 第 i 题 后 学 生 甲 和 乙 无 法 区 分 ， 则 在 顶点 甲 和 顶点 乙 之 间 连 标号 i 


S21 
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的 边 。 证 明 结果 图 中 存在 回路 。) 
图 9.37 中 有 多 少 个 不 同 构 的 支撑 树 ? 


画 


出 图 9.38 的 所 有 不 同 构 的 支撑 树 。 
9.37 习题 9.21 用 图 9.38 习题 9.22 用 图 


Kn (1 万 n 夺 7) 各 有 多 少 棵 非 同 构 的 支撑 树 ? 

设 G 是 无 向 连通 图 ， 证 明 : 如 果 G 的 支撑 树 是 唯一 的 ， 那 么 G 本 身 就 是 树 。 

设 G 是 无 向 连通 图 ，e 是 G 的 边 ， 证 明 : e 是 桥 当 且 仅 当 e 在 G 的 每 个 支撑 树 中 
出 现 。 

设 G 是 无 向 连通 图 ，e 是 G 的 边 ， 如 果 e 不 属于 G 的 任 一 个 支撑 树 ， 那 么 e 应 具 
有 什么 性 质 ? 

设 G 是 无 向 连通 图 ，e 是 G 的 边 ，e 既 不 是 自 环 也 不 是 桥 ， 证 明 : 存在 G 的 某 个 
支撑 树 包含 e， 也 存在 G 的 某 个 支撑 树 不 包含 e。 

用 普 里 姆 算法 求 图 9.39 所 示 赋 权 图 的 最 小 支撑 树 〈 从 顶点 & 开始 )。 

用 克 鲁 斯 卡尔 算法 求 图 9.39 所 示 赋 权 图 的 最 小 支撑 树 。 


9.39 习题 9.28 至 习题 9.31 用 图 


KE 


9.40 


9.41 
9.42 
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用 破 圈 法 求 图 9.39 所 示 赋 权 图 的 最 小 支撑 树 。 
用 博 鲁 夫 卡 算法 求 图 9.39 所 示 赋 权 图 的 最 小 支撑 树 。 2 

图 9.40 有 多 少 棵 最 小 支撑 树 ? 

如 果 要 求 计算 赋 权 图 中 的 最 大 支撑 树 ， 应 该 怎么 处 理 ? 1 1 
如 果 要 求 计算 赋 权 图 中 必须 包含 某 条 边 的 最 小 支撑 树 ， 

应 该 怎么 处 理 ? I 

普 里 姆 算法 是 否 能 在 非 连通 图 中 寻找 最 小 支撑 森林 ? 如 ”图 940 习题 9.32 用 图 
果 不 能 ， 需 要 怎样 修改 算法 ? 

破 圈 法 是 否 能 在 非 连 通 图 中 寻找 最 小 支撑 森林 ? 

博 鲁 夫 卡 算法 是 否 可 以 在 非 连通 图 中 寻找 最 小 支撑 森林 ? 

假设 (G, D) 为 赋 权 图 ， 那 么 G 的 最 短 道路 树 是 否 一 定 是 唯一 的 ? 

求 图 9.41 以 s 为 起 点 的 最 短 道路 树 。 


图 9.41 习题 9.39 用 图 
求 图 9.42 中 以 a 为 起 点 的 最 短 道路 树 。 


9.42 习题 9.40 用 图 


找到 图 9.43 中 从 a 到 大 且 经 过 e 的 最 短 道路 。 
在 图 9.44 所 示 的 赋 权 图 中 寻找 给 定 每 对 顶点 之 间 的 最 短 道路 长 度 和 最 短 道路 。 


图 9.43 习题 9.41 用 图 图 9.44 习题 9.42 用 图 
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9.43 ”给 出 一 个 例子 说 明 : 如 果 图 中 存在 负数 权 值 的 边 ， 则 迪 杰 斯 特 拉 算 法 将 可 能 给 出 
不 正确 的 结果 。 

9.44 某 工厂 使 用 一 台 设 备 ， 每 年 年 初 要 决定 是 继续 使 用 还 是 购买 新 的 〈 购 买 新 设备 时 
将 旧 设备 按 残 值 卖 出 )。 预 计 该 设备 第 1 年 的 价格 为 11 万 元 ， 以 后 每 年 涨 1 万 元 。 
使 用 的 第 1 年 、 第 2 年 …… 第 5 年 的 维修 费 分 别 为 5、6、8、11、18 万 元 。 使 用 1 
年 后 的 残 值 为 4 万 元 ， 之 后 每 使 用 1 年 残 值 减少 1 万 元 。 试 制订 购买 维修 该 设备 
的 5 年 计划 ， 使 总 支出 最 小 。 

9.45 画 出 所 有 非 同 构 的 m (1 入 nz 委 5) 阶 根 树 。 

9.46 给 出 所 有 具有 3 个 项 点 的 非 同 构 的 根 树 和 非 同 构 的 有 序 树 。 

9.47 证 明定 理 9.10。 

9.48 证 明定 理 9.11。 

9.49 画 出 带 有 84 个 树叶 而 且 高 度 为 3 的 正则 m 叉 树 ， 其 中 m 是 正 整数 ， 或 者 证 明 这 
样 树 不 存在 。 

9.50 ”假设 了 是 完全 m 叉 树 ， 其 叶子 数 为 1， 分 枝 点 数 为 ?， 证明: 7 的 边 数 为 mt。 

9.51 假设 了 是 完全 二 叉 树 ， 其 叶子 数 为 7， 证 明 : 了 的 边 数 为 2([-1)。 

9.52 证 明 : 一 棵 完全 二 叉 树 的 顶点 数 为 奇数 。 

9.53 ”假设 了 是 完全 m 叉 树 ， 其 叶子 数 为 1， 高 度 为 hn， 证 明 : m+(m-1)(h-1)<1<m'*。 

9.54 证明: 高 度 为 h 的 m (m 宇 2) 叉 树 至 多 有 (Gm 一 1)/(m-1) 个 顶点 。 

9.55 假设 有 一 台 计 算 机 ， 它 有 一 条 加 法 指令 ， 可 计算 3 个 数 的 和 。 如 果 要 计算 9 个 数 
Xl X2, X3, X4, Xs5, X6, X7, Xs, X9 之 和 ， 则 至 少 要 执行 几 次 加 法 指令 ? 

9.56 ”假设 如 果 共 有 n 名 选手 参加 一 次 比赛 , 赛制 是 淘汰 制 , 每 局 不 超过 m 个 选手 参加 ， 
决 出 一 名 晋级 。 要 决 出 冠军 ， 至 少 要 安排 多 少 场 比赛 ? 

9.57 ”假定 某 人 寄 出 一 封 连环 信 ， 要 求 收 到 信 的 每 个 人 再 把 它 寄 给 另外 4 个 人 。 有 一 些 
人 这 样 做 了 ， 但 是 其 他 人 则 没有 寄 出 信 ， 且 假设 没有 人 收 到 超过 1 封 信 。 若 读 过 
信 但 是 不 寄 出 的 人 数 超过 100 个 后 ， 连 环 信和 就 终止 了 ， 则 包括 第 1 个 人 在 内 ， 多 
少 人 看 过 信 ? 多 少 人 寄 出 过 信 ? 

9.58 ”有 多 少 个 高 为 2 的 不 同 构 的 二 叉 位 置 树 ? 

9.59 有 多 少 个 高 为 2 的 不 同 构 的 三 又 位 置 树 ? 

9.60 将 图 9.45 所 示 的 有 序 树 表示 为 二 叉 位 置 树 。 


9.45 习题 9.57 用 图 
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9.61 


将 图 9.46 所 示 的 森林 表示 为 二 又 位 置 树 。 


人 人 


图 9.46 习题 9.61 用 图 


9.62 图 9.47 是 有 序 树 了 的 二 叉 位 置 树 表示 ， 请 画 出 7。 


9.63 


9.64 
9.65 
9.66 
9.67 


9.68 
9.69 
70 
和 71 


9.72 


&73 


图 9.48 是 有 序 树 组 成 的 森林 的 二 叉 位 置 树 表示 ， 请 画 出 该 森林 。 


A 


图 9.47 习题 9.62 用 图 图 9.48 习题 9.63 用 图 


给 出 一 棵 二 叉 位 置 树 ， 使 得 其 前 序 遍 历 结果 是 b, ab i, s, t, h, e, b, ©, s, t。 

给 出 一 棵 二 叉 位 置 树 ， 使 得 其 中 序 遍 历 结果 是 b, a, t, i, s, t, h, e, b, ©, s, t。 

给 出 一 棵 二 叉 位 置 树 ， 使 得 其 后 序 遍 历 结 果 是 b, a, t, i, s, t, h, e, b, e, s, t。 

给 出 公式 (p 信 gq) 二 (~(rV3)V (~s)S(~p)) 的 二 又 位 置 树 表示 ,并 计算 其 前 序 遍 历 、 
中 序 遍 历 、 后 序 遍 历 的 结果 。 

写 出 表达 式 ((at(bxc))xq-e):(f+tg)+(hxi)xi 的 前 级 、 中 级 、 后 级 表示 。 

写 出 运算 表达 式 ((8:2)-1)+(2x(6-3)) 的 前 级 表示 ， 并 由 此 计算 运算 表达 式 的 值 。 
写 出 运算 表达 式 ((8*2)-1)+(2x(6-3)) 的 后 缀 表示 ， 并 由 此 计算 运算 表达 式 的 值 。 
已 知 一 个 运算 表达 式 的 前 缀 表示 为 -, +, 4, 5, x, +, 2, 2, 3, 请 给 出 该 运算 表达 式 的 二 
叉 位 置 树 表示 。 

已 知 一 个 运算 表达 式 的 后 缀 表示 为 2, 1, +, 6, 3, +, x, 4, -， 请 给 出 该 运算 表达 式 的 
二 叉 位 置 树 表示 。 

请 给 出 中 绥 表 示 为 4, +,1, x, 2, 一, 3, + 5 的 两 棵 不 同 构 的 二 又 位 置 树 表示 。 
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以 下 集合 中 ， 哪 些 是 前 级 码 ? 

Ca) {0,11,101,1111}。 

(Cb) {1,01,010, 101}。 

Ce) {a bc,ac, beays 

(d) {ab, ac, b, caa, cac}。 

请 画 出 三 元 前 级 码 {000, 001, 01, 11, 10} 对 应 的 二 又 位 置 树 。 

根据 图 9.49 所 示 的 二 叉 位 置 树 ， 写 出 各 字母 的 编码 ， 并 对 字符 串 unsuccess 进行 
编码 。 


9.49 习题 9.76 用 图 


给 定 一 组 权 1, 3, 4, 5, 5, 6, 9， 求 对 应 的 最 优 二 又 树 。 

给 定 权 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 构造 一 个 最 优 二 叉 树 , 并 求 树 的 权 以 及 由 
此 产生 的 前 级 码 。 

给 定 权 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23， 构 造 一 个 最 优 二 叉 树 ， 并 求 树 的 权 以 及 由 此 产 
生 的 前 级 码 。 

给 出 “bat is the best” 的 赫 夫 曼 编码 方法 (包括 空格 )， 并 计算 编码 后 的 码 长 。 
给 出 “a fat cat eats at left” 的 赫 夫 曼 编码 方法 (包括 空格 )， 并 计算 编码 后 的 码 长 。 
给 出 “large cat at large” 的 赫 夫 曼 编 码 方法 (包括 空格 )， 并 计算 编码 后 的 码 长 。 
已 知 在 数据 中 只 出 现 5 种 符号 A、B、C、D、E， 出 现 的 频率 分 别 是 10%、15%、 
30%、16%、29%, 设计 一 种 二 进 制 编码 方案 , 使 得 数据 长 度 最 少 并 且 能 正确 解码 。 
已 知 在 数据 中 只 出 现 6 种 字母 A、B、C、D、E、F, 出 现 的 频率 分 别 是 30%、25%、 
20%、10%、10%、5%， 构 造 一 个 最 优 二 元 前 级 码 ， 假设 数 据 长 度 为 1000 个 字母 ， 
编码 后 的 数据 共用 多 少 个 二 进 制 位 ? 

有 一 个 游戏 , 起 初 有 NN 堆 石子 , 每 次 将 两 个 大 小 分 别 为 m 和 的 石子 合并 为 一 堆 ， 
得 到 mtn 分 ， 目 的 是 最 终 合 成 一 堆 。 如 何 安排 合并 的 次 序 才能 使 得 总 得 分 最 小 ? 
如 何 安排 合并 的 次 序 才能 使 得 总 得 分 最 大 ? 


女生 
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形式 语言 、 自 动机 与 正则 表达 式 


形式 语言 是 一 种 由 标记 和 符号 按 某 些 规则 组 成 的 形式 化 系统 。 
20 世纪 50 年 代 ， 语 言 学 家 乔 姆 斯 基 (Avram Noam Chomsky) 将 语言 形式 化 地 定义 


为 由 一 个 字母 表 的 字母 组 成 的 一 些 串 的 集合 ， 在 字母 表 上 按照 一 定 的 规则 定义 文法 、 产 
生 语 言 ， 并 根据 产生 语言 的 文法 的 产生 式 的 不 同 特点 ， 将 文法 和 对 应 产生 的 语言 分 为 三 
大 类 。 


从 识别 语言 的 角度 来 看 ， 还 有 另 一 种 方式 来 描述 语言 : 按照 某 种 识别 规则 构造 自动 
机 ， 通 过 自动 机 能 够 识别 的 所 有 字符 串 来 定义 语言 。 

于 是 形式 语言 主要 有 两 种 不 同 的 描述 方式 ; 文法 产生 语言 和 自动 机 识别 语言 ， 将 分 
别 在 10.2 节 和 10.4 节 中 进行 介绍 ，10.5 节 中 介绍 这 两 种 方式 的 等 价 性 及 相互 转换 方法 。 

20 世纪 语言 学 还 有 其 他 一 些 重要 事件 。20 世纪 50 年 代 末 至 60 年 代 初 , 巴 科斯 和 诺 
尔 使 用 巴 科斯 -诺尔 范式 (Backus-Naur Fomm,BNF ) 成 功 地 对 高 级 程序 设计 语言 ALGOL60 
的 词法 和 语法 规则 进行 了 形式 化 的 描述 。 程 序 语言 ALGOL60 问世 不 入， 人们 就 发 现 它 
有 歧义 性 ， 而 后 证 明了 上 下 文 无 关 文 法 是 否 有 歧义 性 是 不 可 判定 的 (也 就 是 说 不 存在 一 
个 算法 能 够 判断 一 个 上 下 文 无 关 文 法 是 不 是 歧义 的 )。 同时 期 , 数学 家 克 林 (Stephen Cole 
Kleene) 引入 了 正则 集合 及 正则 表达 式 的 概念 ， 并 提出 了 克 林 定 理 证 明了 正则 表达 式 和 
有 限 状 态 自 动机 之 间 的 等 价 性 ， 等 等 。 

有 限 自动 机 和 某 些 种 类 的 形式 文法 已 经 成 为 计算 机 科学 的 理论 基础 ， 被 用 于 一 些 重 
要 软件 的 设计 和 构造 ， 如 某 些 编译 器 部 件 。 实 际 上 ， 形 式 语言 与 自动 机 理论 的 应 用 范围 
已 经 扩展 到 生物 工程 、 自 动 控 制 系统 、 图 像 处 理 与 模式 识别 等 许多 领域 。 


10.1 语 言 


《 韦 氏 大 词典 )》 “对 “语言 (language)” 的 解释 之 一 是 “词汇 、 发 音 及 其 组 合 方法 ， 
以 在 一 个 社会 群体 中 所 使 用 和 理解 (the words, their pronunciation, and the methods of 
combining them used and understood by a community)。” 这 通常 称 为 自然 语言 (nature 
language )。 

而 《 韦 氏 大 词典 》 的 另 一 个 解释 是 “一 种 由 标记 和 符号 组 成 的 形式 化 系统 ， 包 括 该 
系统 所 容许 的 表达 式 的 形成 和 转换 的 规则 (a formal system of signs and symbols including 
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rules for the formation and transformation of admissible expressions)。” 这 通常 称 为 形式 语言 
(formal language)， 常 用 于 建立 自然 语言 模型 以 及 与 计算 机 通信 。 

自然 语言 的 规则 非常 复杂 且 难 于 完全 特征 化 ， 而 形式 语言 可 以 通过 一 些 确定 的 规则 
构造 。 

首先 回顾 1.1.3 节 中 曾 引入 的 一 些 基本 概念 。 

定义 10.1 字母 表 (alphabet) 是 指 一 个 有 限 的 非 空 符号 集 马 研 中 的 元 素 称 为 字母 。 

定义 10.2 劝 为 所 有 由 区 中 元 素 生成 的 有 限 长 度 序列 全 体 ， 史 中 元 素 称 为 于 的 词 
(word ) 或 串 〈string) (在 不 引起 混淆 时 ， 也 可 忽略 序列 各 项 间 的 各 号 )， 即 串 是 有 限 长 
度 的 符号 序列 。 

定义 10.3 如? 中 的 空 序列 称 作 空 串 (empty string)， 习 惯 上 使 用 4 或 表示， 用 4 
表示 集合 {由 。 

定义 10.4 串 w 所 含 字 母 个 数 ( 即 序列 的 项 数 ) 称 作 w 的 长 度 (length)， 记 作 |w|。 

可 以 这 样 来 理解 : 字母 表 是 有 限 的 符号 集 ， 而 串 是 有 限 长 度 的 符号 序列 。 

【 例 10.1】 常用 的 字母 表 有 

了 = {0, 1}， 二 进 制 字母 表 。 

了 = {a,b,…,z}， 所 有 小 写字 母 的 集合 。 

所 有 ASCII 字符 的 集合 ， 或 者 所 有 可 打印 的 ASCII 字符 的 集合 。 

【 例 10.2】 01101 是 二 进 制 字 母 表 5={0, 1]} 上 的 一 个 串 ， 长 度 为 $， 111 是 这 个 字母 
表 上 的 另 一 个 串 ， 长 度 为 3， 空 串 4 的 长 度 为 0。 

定义 10.5 假设 wi=s15253…sn 和 w=hibhs…tn 都 是 字母 表 帮 上 的 串 ， 则 wl 和 wz 的 连 
接 定 义 为 s15253…snhib… 吉 ， 记 作 wisewz 或 wz。。 称 作 叶 上 的 连接 运算 

注 : 假设 更 字母 表 ，weZ ， 则 we4=Mow=w。 

【 例 10.3】 假 设 了 = fa b,…, z}，post, officee 5*"， 则 posteoffice=postoffice。 

定义 10.6 假设 内 是 字母 表 叶 上 的 串 ， 则 可 以 定义 如 的 严 次 震 W 为 

w= 


w=w' low, n>1 


【 例 10.4】 

(a) aa=aaa，(ab)2a=abapa。 

Cb) Orz 三 1}={01.0011.000111. ...}。 

定义 10.7 假设 x、y、z 是 字母 表 呈 的 串 ， 且 xz=)2。 称 是 的 前 缀 (prefix )， 如 
果 ze&4， 则 称 y 是 x 的 真 前 缀 (proper prefix ) 称 = 是 x 的 后 缀 (suffix )， 如 果 ye4， 
则 称 = 是 x 的 真 后 缀 (proper suffix )。 

定义 10.8 假设 x、y 是 字母 表 史 的 串 ， 且 存在 字母 表 史 的 串 二 W 使 得 革 237w， 则 
称 是 x 的 子 串 〈substring)。 简 言 之 ，x 的 子囊 就 是 由 x 删 去 菜 个 前 组 后 再 删 去 某 个 后 
缓 得 到 的 结果 。 

【 例 10.5】 串 apcade 的 前 级 是 4、a、ab、abc、abcd、abcde， 真 前 级 是 14、a、ab、 
abc、abcd; 后 级 是 4、e、de、cde、bcde、abcde， 真 后 级 是 4、e、de、cde、bcde。 对 于 
任意 字符 串 x，zx 的 前 级 有 Ix|+1 个 ， 真 前 级 有 |x| 个 ; x 的 后 缀 有 kl+1 个 ， 真 后 纵 有 Ix| 个 。 


对 
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【 例 10.6】 串 apc 的 所 有 子 串 是 14、 a、b、c、ab、bc、abc。 

【 例 10.7】 

(a) 对 于 任意 非 空 字符 串 x，h 是 x 的 前 级 ， 且 是 真 前 级 ;4 是 x 的 后 级 ， 且 是 真 后 
级 ; 4 是 x 的 子 串 。 

(b) 对 于 任何 字符 串 x，x 是 自身 的 前 级 ， 但 不 是 真 前 级 ; x 是 自身 的 后 级 ， 但 不 是 
真 后 级 ; x 是 自身 的 子 串 。 

(c) 对 于 任何 字符 串 x，z 的 任意 前 级 y 有 唯一 的 一 个 后 级 z 与 之 对 应 ， 使 得 x=yz， 
反之 亦 然 。 

容易 看 出 串 在 连接 运算 下 形成 的 代数 结构 ， 见 以 下 定理 。 

定理 10.1 假设 琨 一个 字母 表 ， 则 (2 .) 构 成 一 个 半 群 。 

语言 是 由 符合 语法 的 句子 组 成 的 集合 。 下 面 形式 化 地 定义 “语言 ”。 

定义 10.9 设 是 有 限 字母 表 ,区 * 的 任 一 个 子 集 L 都 称 为 2 上 的 一 个 语言 (language)。 
语言 工 的 元 素 称 作 旬 子 

注 : 

(a) 上 语言 中 的 串 不 必 包 含 对 的 所 有 符号 。 

(b) 语言 可 分 为 有 穷 语言 与 无 穷 语言 。 

【 例 10.8】 

(a) 对 于 任意 字母 表 马 “都 是 一 个 语言 。 

(b) 空 语言 @ 是 任意 字母 表 上 的 语言 。 

(c) 仅 由 空 串 组 成 的 集合 { 分 也 是 任意 字母 表 上 的 语言 (注意 ，Cz{4}， 前 者 没有 串 ， 
而 后 者 有 一 个 串 )。 

(d) 设 王 {0，1}， 由 相同 个 数 的 0 和 1 组 成 的 串 的 集合 人 ，01，10, 0011，0101， 
1001,…} 构 成 一 个 语言 。 

(e) 设 王 {0, 1}，7 是 一 个 正 整 数 ， 由 n 个 0 后 面 紧 跟 n 个 1 组 成 的 串 的 集合 {01, 
0011, 000111, …} 构 成 一 个 语言 。 

(f) 设 王 {0, 1}， 其 值 为 素数 的 二 进 制 数 的 集合 {10, 11, 101, 111, 1011, …} 构 成 一 个 


语言 。 
(g) {0DI0 入 i 生 用， 此 语言 由 若干 个 0〈 人 允许 一 个 也 没有 ) 后 面 跟 至 少 这 么 多 个 1 的 
串 组 成 。 
Ch) {0"1”0*|n, m, kk 宇 1}、{0"1"0*|n, m, k 宇 0} 都 是 字母 表 {0, 1} 上 的 语言 。 
定义 10.10 设 Li 和 I 是 有 限 字 母 表 上 的 两 个 语言 , 则 可 定义 工 1 与 万 的 连接 Zio72 


为 
LieLs-{ of| oel, pelLs} 
Zie72 也 可 简写 作 ZL2。 
通常 来 讲 LiLzL2L1。 
【 例 10.9】 假设 4={a, ab}，B={b, bb},， 则 4B={ab, abb, abbb},， BA={ba, bab, bba, 
bbab} 。 


语言 的 连接 运算 具有 如 下 性 质 。 
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定理 10.2 设 4、B、C、D 是 有 限 字母 表 2 上 的 语言 ， 儿 为 空 集 ，A={ 科 ， 则 有 

(a) Cd4=4CF4。 

(b) A4=4A=4。 

(c) (4B)C=A(BO). 

(d) CnB)Cc4CnBcC。 

(e) 4(BnCc4Bnd4C。 

(f) (4UB)C=4CUBC, 

(g) 4(BUC=4BU4C。 

(h) 车 4cB 且 CcD， 则 4CcBD。 

假设 王 一 个 字母 表 ， 则 PCZ”) 即 为 了 所 有 语言 的 全 体 ， 它 在 语言 的 连接 运算 下 也 
形成 特定 的 代数 结构 。 

定理 10.3 ”假设 王 一 个 字母 表 ， 则 (p( 守 ),s) 构 成 一 个 半 群 。 

定义 10.11 设 工 是 有 限 字母 表 史 上 的 语言 ， 定 义工 的 严 次 宕 三 为 

L"=A 
"=L" lL, n>1 

定义 10.12 设 工 是 有 限 字 母 表 史 上 的 语言 ,定义 荆 的 正 闭 包 万 为 天 =ZUPUZU…; 
定义 工 的 星 闭 包 厂 为 天-=4UF=IOUDIUEU… 

【 例 10.10】 假设 4={0,1}， 则 

(a) 4o={4}， 即 长 度 为 0 的 0 和 1 组 成 的 串 的 集合 。 

(b) 4={0,1}， 即 所 有 长 度 为 1 的 0 和 1 组 成 的 串 的 集合 。 

(c) 42=41o4={00, 01, 10,11}， 即 所 有 长 度 为 2 的 0 和 1 组 成 的 串 的 集合 。 

(d) 4=-42o4={000. 001, 010. 011, 100, 101, 110, 111}， 即 所 有 长 度 为 3 的 0 和 1 组 成 
的 串 的 集合 。 

(e) 4=4U4u4uU.={ 所 有 0 和 1 组 成 的 有 限 长 度 的 非 空 串 } 。 

(f) 4=4U4={ 所 有 0 和 1 组 成 的 有 限 长 度 的 串 }。 

【 例 10.11】 A=A4,，A=A。 

【 例 10.12】 {00, 11}*、{010, 101}*、{0}{00, 11}*{1}、{0, 1}*{111} {0, 1}* 都 是 字母 
表 {0, 1} 上 的 语言 。 

语言 的 闭 包 具有 如 下 性 质 。 

定理 10.4 设 4 和 B 是 有 限 字 母 表 5 上 的 语言 ， 则 有 

(a) 4"c4"， 对 所 有 n 宇 0。 

(b) dc 全， 对 所 有 n 宇 1。 

(c) 4c4B ，4CB4。 

(d) 车 4cB, 则 A*cB*,， 目 4'cB'。 

(e) 4e4 当 且 仅 当 4 =4"。 

(f) 44 一 4 人 4 个 。 

(g) (4)=4°4=4"。 

(h) CT=CLD = 人。 
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(i) (4°B)=(4UB)=(4° UB')。 

证 明 . 仅 给 出 Q@) 的 证 明 ， 其 余部 分 作为 习题 。 

(1) 车 xe(4'B8")， 则 存在 非 负 整数 使 得 x=(y121)G2z2) …yi2D， 其 中 ye4', zieB”， 
1<i<k 

由 A4c4UB、BcA4UB 和 (d) 有 ye4'c(4UB), zieB'c(4UB)， 由 (g) 有 yizie (4UB) 
(4UB)=(4UB)， 由 (g) 有 xe((4UB))=(4UB)， 因 此 (4*B')c(4UB)。 

(2) 由 4c4 "和 BcB* 有 (4UB)c(4 UB*)， 因 此 由 (d) 有 (4UB)c(4 UB')。 

(3) 车 xe(4"UB")， 则 存在 非 负 整数 上 使 得 x=ywy2…y， 其 中 ye4*UB*，1<i<k。 

如 果 ye4 ， 则 y=pi4e4 B"; 如 果 yeB"， 则 yy 二 Wye4*B";， 因此 总 有 yie4"B"， 故 而 


下 


xe(4'B').。 所 以 (4 UB) cc(4'B')。 口 
10.2 文 法 


文法 是 定义 和 阐明 (一 类 ) 语言 的 一 种 规则 化 方式 ， 也 可 以 说 是 以 有 穷 的 集合 刻画 
无 穷 的 集合 的 一 个 工具 。 美 国语 言 学 家 乔 姆 斯 基 在 1957 年 提出 了 短语 结构 文法 。 

定义 10.13 ”一 个 短语 结构 文法 ( phrase structure grammar ) ( 或 简称 文法 ) G 包括 

(1) 一 个 有 限 集 合 N， 其 元 素 称 为 非 终结 符号 ( non-terminal symbol )。 

(2 ) 一 个 有 限 集合 T， 其 元 素 称 为 终结 符号 ( terminal symbol )， 其 中 NnT=Q。 

(3) {(NUD-7T"}x(NU TD)* 的 一 个 有 限 子 集 P， 称 为 产生 式 的 集合 。 

(4) 一 个 开始 符号 veN。 
记 作 G=(N, TP, 0)。 

产生 式 (a, P)eP 通常 写 为 a-=p。 在 产生 式 a 一 Bp 中, ae(NUDTD'-T, 于 是 a 至少 包括 

-个 非 终 结 符号 ， 而 B 能 够 由 非 终结 符号 和 终结 符号 的 任意 组 合 构成 。a 称 作 这 个 产生 

式 的 左 部 ，B 称 作 这 个 产生 式 的 右 部 。 

定义 10.14 设 G=(NV. 了 已 四 是 一 个 文法 。 如果 a 是 一 个 产生 式 且 xaye(NUT)， 
这 里 x,yE(VUT)”, 则 称 xBy 可 直接 从 xay' 推导 ,并 写成 Yo 一 xpy- 如 果 对 于 we(NU IT (=1， 
2,…, -1), 都 有 Qini( 三 1, 2,…, nn 一 1) 可 直接 从 os 推导 , 则 称 @% 可 从 a 推导 ,并 写成 0 二 04。 
称 Q 态 0% 过 … 入 ow 是 ow (从 on ) 的 推导 〈derivation )。 

约定 : (NU7T)* 的 任意 元 素 都 是 从 自身 可 推导 的 。 称 we7’ 是 文法 正确 的 ， 当 且 仅 当 
0O=>W。 

容易 看 出 ， 之 是 (WU TD)* 上 的 关系 ,而且 具 有 传递 性 。 

【 例 10.13】 设 N={sentence, noun, verb, adverb},，7T={BAT, CAT, TABLE, EAT, RUN, 
SLEEP WELL, FAST HORRIBLY}，P 中 元 素 为 

sentence —> noun verb adverb, 


noun — BAT, 
noun —> CAT， 
noun —> TABLE, 
verb —> EAT, 
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verb —> RUN, 

verb 一 SLEEP， 

adverb 一 WELL， 

adverb —> FAST, 

adverb 一 HORRIBLY, 

0 =sentence。 

则 sentence —> noun verb adverb 一 BAT verb adverb — BAT EAT adverb 一 BAT EAT 
FAST， 故 “BAT EAT FAST” 是 文法 正确 的 ; 而 “WELL RUN CAT” 不 是 文法 正确 的 。 

但 是 注意 “文法 正确 ”和 “语义 正确 ”是 不 同 的 , 例如 “TABLE SLEEP HORRIBLY” 
是 文法 正确 的 ， 但 不 存在 正常 的 语义 。 

定义 10.15 由 G 生成 的 语言 是 指 从 o 可 推导 的 了 上 的 所 有 字符 串 组 成 的 集合 ， 记 
作 Z(O)。 

【 例 10.14】 

(a) 文法 G=({o}, 0 {o>xo，o-_3x}, 吕 生成 的 语言 是 L(G)={x"In 宇 1}。 

(b) 文法 G=({o}), {7}, {oxo，o 忆 科 ,) 生 成 的 语言 是 L(G)={x"In 宇 0}。 

(c) 文法 G=({ 中 , Bi {oxoy, co, 中 生成 的 语言 是 L(G)={ 人 yn 宇 1}。 

(d) 文法 G=({ 吕 }, 人 {oxoy, o > 让 }, 中 生 成 的 语言 是 L(G)={x'yn 宇 0}。 

【 例 10.15】 

(a) 设 和 N={o,4}，T={a, b,c}， 性 {oaob，ob 政 b4，ab4 玉 c}， 则 文法 G=(N, TPP， 
名 生成 的 语言 是 {a"cb"|n 宇 0}。 

(b) 设 和 {0,4}，T={a, b,c}， 性 {oa4，A 下 bb4，A4 王 ， 则 文法 G=(N, TP, 9) 
生成 的 语言 是 {a(bb)"n 宇 0}。 

定义 10.16 ”如果 L(G)=L(G”)， 那 么 称 文法 G 和 G' 等 价 。 

事实 上 ， 不 同 的 短语 结构 文法 可 以 产生 相同 的 语言 (例如 例 10.18)。 

可 以 根据 文法 的 产生 规则 的 类 型 将 文法 细 分 。 

定义 10.17 设 G=(N, TP, 是 一 个 文法 并 设 4 是 空 囊 

产生 式 的 两 端 无 任何 限制 的 为 0 型 文法 ， 产 生 0 型 语言 或 称 递归 可 数 语 言 。 

如 果 每 个 产生 式 形式 为 a4B 一 a6B, 其 中 pe(WUT ,4eNM, 6e(NUT)-{ 办 , 则 称 
G 为 上 下 文 相关 (1 型 ) 文法 《content sensitive grammar)。 

如 果 每 个 产生 式 形式 为 4 一 6,， 其 中 AeN, 6e(NUT)*, 则 称 G 为 上 下 文 无 关 (2 型 ) 
文法 (content-free grammar)， 

如 果 每 个 产生 式 形式 为 4 一 a 或 4 一 aB 或 4 一 4， 其 中 4, BeN，aeT， 则 称 G 为 正 
则 (3 型 ) 文法 (regular grammar)， 

上 下 文 相 关 (1 型 ) 文法 中 ,产生 式 a4B 一 566 表明 只 有 当 非 终止 符 4 的 前 后 为 a、B 
的 条 件 下 〈 即 所 谓 “ 上 下 文 ”),，4 才 可 以 改写 成 5。 而 在 上 下 文 无 关 文法 中 , 产生 式 4 一 6 
表明 任何 时 候 都 可 以 将 4 蔡 换 为 6。 

正则 文法 的 产生 式 非 常 简单 ， 右 部 为 一 个 终结 符号 ， 或 者 为 一 个 终结 符号 后 跟 一 个 
非 终结 符号 ， 或 者 用 空 串 蔡 换 一 个 非 终 结 符 号 。 
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定义 10.18 ”如 果 存 在 一 个 上 下 文 有 关 ( 上 下 文 无 关 / 正 则 ) 文法 G， 使 得 L=L(G)， 
那么 称 语言 L 是 上 下 文 有 关 〈 上 下 文 无 关 / 正 则 ) 的 。 

从 0 型 文法 到 3 型 文法 ， 在 产生 式 规则 上 的 限制 是 逐步 增加 的 ， 它 们 所 生成 的 语言 
有 包含 关系 ， 例 如 ，0 型 文法 所 产生 的 语言 真 包含 上 下 文 相关 语言 ， 不 具有 4 一 4 产生 式 
的 上 下 文 无 关 文 法 生成 的 语言 也 是 上 下 文 相 关 语言 , 而 一 个 正则 语言 是 上 下 文 无 关 语言 。 

分 析 树 (parse tree 或 者 parsing tree)， 也 称 作 派生 树 (derivation tree)、 具 体 语 法 
树 (concrete syntax tree)， 使 用 位 置 根 树 的 形式 描述 一 个 上 下 文 无 关 文 法 中 句子 的 推导 
结果 。 

假设 G=(N, TP, oj 是 一 个 上 下 文 无 关 文法 ， 则 

(1) 对 树 中 每 一 个 顶点 使 用 NUT 中 的 一 个 符号 加 上 标号 。 

(2) 根 的 标号 为 o。 

(3) 树 的 叶子 顶点 都 是 终结 符号 。 


(4) 树 的 非 叶子 顶点 都 是 非 终结 符号 。 
(5) 若 顶 点 4 的 子女 顶点 从 左 到 右 依次 为 BL，B,，…，B,， 则 必 有 产生 式 4 一 BiB2… 


Bs 

(6) 从 左 到 右 读 出 各 个 叶子 的 标号 。 

分 析 树 是 句子 结构 的 图 形 表示 ， 简 单 说 ， 它 就 是 按照 某 一 规则 进行 推导 时 所 形成 的 树 。 

例 10.13 的 分 析 树 如 图 10.1 所 示 。 

【 例 10.16】 设 N={o;S}, T={a,b}, P={o3bo, oaS，S—b$，Sb}， 则 G=(N, 
TP, 四 是 一 个 文法 。 因 为 每 个 产生 式 具 有 形式 4->a 或 4->aB， 这 里 4, BeN，aeT， 故 
G 为 正则 文法 。 

一 般 地 ， 从 c 唯一 可 推导 的 是 


obo Sb oe (n=0) 
pb"aSs> bab™!s (n=0, m=1) 
ph"ab” 
于 是 L(G) 由 {a, 58} 上 惟有 一 个 a 且 以 5b 结尾 的 所 有 字符 串 组 成 ， 即 L(G)={b"ab” | 7 三 0， 
m 宇 1}。 


字符 串 bbab 从 o 可 推导 ， 写 为 o 过 bbabp， 这 个 推导 是 o>bo 过 bbo 过 bbaS 二 bbab， 
分 析 树 如 图 10.2 所 示 。 


b o 
sentence ZE Sa 
b o 
-一 区 
noun verb adverb a 这 
BAT EAT FAST b 
10.1 例 10.13 用 图 10.2 例 10.16 用 图 


【 例 10.17】 G=({}, {0, 1, +, x}, {o>0,o->1,0->0+o, o_oxo} P, 0) 是 一 个 上 下 文 无 
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图 10.3(a) 所 示 的 分 析 树 对 应 的 推导 式 为 o>oto=>1+o 坟 1toxo 坟 1+1xo 坟 1+1xl1。 
图 10.3(b) 所 示 的 分 析 树 对 应 的 推导 式 为 c=>oxo 坟 ox1 坟 otox1 壤 lt+ox1 过 1+1x1。 


Oo o 
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图 10.3 例 10.16 用 图 


这 两 个 推导 的 不 同 之 处 是 有 意义 的 。 从 表达 式 的 结构 考虑 ， 前 者 推导 表示 第 二 和 第 
三 个 1 先 相 乘 ， 再 和 第 一 个 1 相 加 ; 而 后 者 推导 则 表示 先 将 前 两 个 1 相 加 ， 再 将 它们 的 
和 与 第 三 个 1 相 乘 。 很 明显 ， 结 果 是 不 同 的 。 

设 G=(N, T, P, 四 是 一 个 上 下 文 无 关 文法 , 若 存在 xseZ(G), 使 得 有 两 个 (或 两 个 以 上 ) 
不 同 的 分 析 树 可 以 产生 x， 则 称 G 为 一 个 有 歧义 的 文法 ， 或 简称 G 为 一 个 歧义 文法 
(ambiguous grammar)。 

例 10.17 的 文法 是 歧义 文法 ， 而 例 10.16 的 文法 不 是 。 

歧义 文法 对 程序 语句 的 理解 会 有 一 定 影响 , 例如 语句 “if condition1 then if condition2 
then procedurel else procedure2” 中 的 “else” 是 应 该 丐 配 第 一 个 “if” 还 是 第 二 个 ? 

可 以 证 明 上 下 文 无 关 文 法 是 否 有 歧义 性 是 不 可 判定 的 ， 即 不 存在 一 个 算法 能 够 判断 

-个 上 下 文 无 关 文 法 是 不 是 歧义 的 。1961 年 帕 里 克 〈Rohit Parikh) 证 明了 一 些 文法 具有 
固有 的 歧义 性 ， 即 每 一 个 与 之 等 价 的 文法 都 一 定 是 歧义 文法 。 

【 例 10.18】 “整数 ”可 以 使 用 如 下 的 上 下 文 无 关 文法 表示 。 

N={< 数 字 >, < 整数 >, < 带 符号 整数 >, < 无 符号 整数 >} 。 

2 

己 中 产生 式 为 

< 数字 >->0，< 数 字 >->1，…，< 数 字 >->9 

< 整数 >->< 带 符号 整数 >，< 整 数 >->< 无 符号 整数 > 

< 带 符 号 整数 >->+< 无 符号 整数 >，< 带 符号 整数 >->-< 无 符号 整数 > 

< 无 符号 整数 >->< 数 字 >，< 无 符号 整数 >->< 数 字 >< 无 符号 整数 > 

开始 符号 o-< 整 数 >。 

这 个 文法 是 上 下 文 无 关 的 ， 但 不 是 正则 的 ;然而 可 以 通过 对 产生 式 的 修改 得 到 正则 
文法 。 

< 数字 >->0< 数 字 >，< 数 字 >->1< 数 字 >，…，< 数 字 >->9< 数 字 >，< 数 字 >->14 

< 整数 >->+< 无 符号 整数 >，< 整 数 >->-< 无 符号 整数 > 

< 整数 >->0< 数 字 >，< 整 数 >->1< 数 字 >，…，< 整 数 >->9< 数 字 > 


离散 数学 及 应 用 (第 2 版 ) 


< 无 符号 整数 >->0< 数 字 >，…，< 无 符号 整数 >->9< 数 字 > 

这 也 表明 不 同 的 短语 结构 文法 可 以 产生 相同 的 语言 。 

【 例 10.19】 设 T={a,b}, P={o3a4d, o3bB, B->bB, B-_>a4d, 4—>aB, 4->bA, 4A， 
则 正则 文法 G6=({o; 4, B}, TP, @) 生 成 的 语言 是 了 上 所 有 含有 奇数 个 a 的 串 的 集合 。 

【 例 10.20】 设 N={6.4,B,C,D,FE}, T={a,b,c}, P={o3a4B, o>aB, A>adC, 
AaC, B—>Dc, D>b, CD—3CE, CESDE, DESDC, Cec—>Dcc}, 则 G=(N, T, P, co) 
是 一 个 上 下 文 相关 文法 。 可 以 证 明 L(G)={a"b"c"In 宇 1} 不 是 正则 的 ， 即 不 存在 与 G 等 价 
的 正则 文法 。 

本 节 最 后 简要 介绍 由 林 登 麦 伊 尔 (Aristid Lindenmayer) 于 1968 年 创建 的 林 登 麦 伊 
尔 系统 〈L-system) 中 使 用 的 文法 ， 最 初 它 是 为 了 刻画 植物 生长 的 模型 ， 而 今 越 来 越 多 
地 用 于 生成 分 形 曲线 。 

定义 10.19 一 个 ( 非 交互 ) 林 登 麦 伊 尔 系统 工 包括 

(1 ) 一 个 有 限 的 符号 集合 VV。 

(2 ) 一 个 有 限 的 产生 式 cr [的 集合 已 ， 其 中 ae 太 且 je。 

(3 ) 一 个 开始 囊 oeV* 

定义 10.20 设 L=(V. P, o) 是 一 个 林 登 玫 伊 尔 系 统 ， 如 果 a=xix2…xn， 并 在 忆 中 存在 
产生 式 xi2B (对 于 天 1.2.…,1 )， 则 写 为 ojB… 房 ， 并 称 j PP… 记 是 直接 可 推导 的 。 

林 登 麦 伊 尔 系统 中 xp…xz 全 思 记 … 记 需要 同时 尽 可 能 多 地 使 用 多 个 产生 式 ; 而 在 上 
下 文 无 关 文法 中 ， 允 许 只 使 用 一 个 产生 式 ， 推 导 xix2…xn 壤 Pix2*…xn。 

【 例 10.21】 科 赫 雪花 (koch snowflake) 一 一 设 大 (人 .+ 一 {FF+F--F+F}, 
中 是 一 个 林 登 麦 伊 尔 系 统 ， 其 中 下 表示 以 当前 方向 画 一 条 固定 长 度 的 线段 ,，“+” 表 示 向 
左 逆 时 针 旋 转 60",“-” 表 示 向 右 顺 时 针 旋 转 60°。 

F SF+F--F+F 

SF+F--F+F+F+F-—-F+F-—-F+F-—-F+F+F+F-—-F+F 

由 此 推导 得 到 的 前 6 次 曲线 如 图 10.4(a)~( 人 所 示 ， 在 这 些 曲线 中 ， 部 分 类 似 整体 

(图 10.4(g))， 是 一 种 典型 的 分 形 (fractal〉 图 形 。 


(a) (b) 
(9 (d) 
图 10.4 例 10.21 用 图 
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(h) 
图 10.4〈 续 ) 


将 3 个 曲线 按照 一 个 “正三 角形 ”的 形式 “拼合 ”起 来 ， 就 得 到 了 科 赫 雪花 
(图 10.4(h))。 


将 工 的 开始 符号 改作 “Ft++F++F”( 一 个 正三 角形 ), 推导 得 到 的 图 形 就 是 科 赫 雪花 。 
10.3 巴 科 斯 -诺尔 范式 和 语法 图 


下 面 介绍 描述 上 下 文 无 关 文法 的 一 些 其 他 方法 。 

美国 人 巴 科 斯 (John Backus) 首次 在 程序 设计 语言 ALGOL58 中 使 用 一 种 形式 化 方 
法 描述 其 语法 ， 而 后 丹麦 人 诺尔 (Peter Naur) 在 其 创建 的 ALGOL60 语言 中 发 展 并 简化 
了 巴 科斯 的 表示 方法 。 因 此 ， 这 种 形式 化 的 语法 表示 方法 被 称 作 巴 科斯 -诺尔 范式 
(Backus-Naur Form, BNF)， 它 是 一 种 典型 的 元 语言 ， 便 于 语法 分 析 和 编译 。 

在 BNF 中 ， 每 条 规则 的 左 部 是 一 个 非 终结 符 ， 右 部 是 由 非 终结 符 和 终结 符 组 成 
的 一 个 符号 串 ， 非 终结 符 用 尖 括 号 括 起 ， 以 “<” 开 始 ， 以 “>” 结 束 ; 产生 式 ST 
写作 5::=7T;， 具有 相同 左 部 的 规则 可 以 共用 一 个 左 部 ， 各 右 部 之 间 以 竖 线 “|” 隔 开 ， 
“|” 表 示 “ 或 ”。 

【 例 10.22】 “整数 ”的 BNF 表示 方法 是 

< 整数 >::= < 带 符号 整数 >|< 无 符号 整数 > 

< 带 符号 整数 >::= +< 无 符号 整数 >|-< 无 符号 整数 > 

< 无 符号 整数 >::= < 数字 >|< 数 字 >< 无 符号 整数 > 

< 数字 >::= 0|1|213|4|516|7|8|9 


对 
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这 等 价 地 表示 了 例 10.18 的 文法 。 

语法 图 (syntax diagram) 又 称 作 句法 图 或 铁路 图 (railroad diagram)， 可 以 使 用 图 
形 化 方式 表示 某 些 巴 科斯 -诺尔 范式 。《〈 语 法 图 可 以 用 来 表示 所 有 正则 文法 。) 

一 个 文法 一 般 由 多 个 语法 图 组 成 ， 每 个 图 都 有 一 个 起 始 顶点 和 一 个 终止 项 点， 每 个 
图 的 起 始 顶 点 都 表示 一 个 非 终结 符 。 图 中 存在 一 条 或 多 条 从 起 始 顶 点 到 终止 顶点 的 有 向 
道路 ， 道 路 中 经 过 的 非 终结 符 用 矩形 表示 ， 经 过 的 终结 符 用 圆 形 表示 。 

组 合 所 有 的 语法 图 形成 一 个 大 的 图 ， 该 图 的 起 始 顶点 表示 开始 符号 ， 而 且 只 有 一 个 
终止 顶点， 这 样 得 到 的 语法 图 称 为 主 图 。 而 属于 语言 的 一 个 词 “ 文 法 正确 ” 当 且 仅 当 它 
在 主语 法 图 中 形成 一 条 道路 。 

【 例 10.23】 

(a) BNF 范式 <x>::=<y><z>a 的 语法 图 如 图 10.5(a) 所 示 。 

(b) BNF 范式 <x>::=<y>|<z>la 的 语法 图 如 图 10.5(b) 所 示 。 

(c) BNF 范式 <x>::=<y>|<y>a<x> 的 语法 图 如 图 10.5(c) 所 示 。 
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(a) (b) (©) 
图 10.5 例 10.23 用 图 


【 例 10.24】 图 10.6(a) 是 对 应 例 10.22 中 BNF 范式 的 语法 图 , 主 图 如 图 10.6(b) 所 示 。 


带 符号 整数 带 符号 
无 符号 整数 无 符号 整数 ~e 
无 符号 


Cm 
“Co a | 


10.6 例 10.24 用 图 
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10.4 有 限 状 态 自 动机 


(确定 性 ) 有 限 状 态 自动 机 (Finite State Automata，FSA) 是 为 研究 有 限 内 存 的 计算 
过 程 和 某 些 语言 类 而 抽象 出 的 一 种 计算 模型 ， 表 示 有 限 个 状态 以 及 在 这 些 状态 之 间 的 转 
移 和 动作 等 行为 ， 最 终 判 断 一 系列 行为 是 否 符合 “可 接受 ”的 要 求 。 

定义 10.21 有 限 状 态 自 动机 指 一 个 五 元 组 ME-(S, 工 F 4, So), 其 中 S 是 一 个 有 限 的 状 
态 集合 ,J 是 一 个 有 限 的 输入 符号 集合 ，f 表 示 状 态 的 转换 是 从 SxJ 到 8 的 函数 ， 接 受 状 
态 的 非 空 集合 4CS， 初 始 状态 SoeS-。 

【 例 10.2S】 五 元 组 M=({So, 51}, {a, 5},f. {S51}, So 构成 一 个 有 限 状态 自动 机 ， 其 中 
So a)=So, So, b)=S1, AS1, a)=51, AS1, D)-So。 

可 以 分 析 得 到 ， 对 于 例 10.25 中 的 有 限 状 态 自动 机 ， 可 接受 的 语言 L(M) 为 包含 奇数 
个 的 a-2 串 。 

有 限 状 态 自动 机 还 有 其 他 两 种 表示 方式 : 状态 转换 表 和 状态 转换 图 。 

状态 转换 表 第 5; 行 第 世 列 的 交叉 处 是 SEXS 刀 ， 表 示 一 种 状态 转换 。 对 于 例 10.25 
中 的 有 限 状 态 自动 机 的 状态 转换 表 如 表 10.1 所 示 。 


表 10.1 例 10.25 用 表 


有 限 状态 自动 机 的 状态 转移 图 是 一 个 有 向 图 ， 项 点 表示 状态 集合 S 中 各 个 元 素 
(图 10.7(a)); 通过 在 有 向 边 上 标明 输入 符号 表示 . 例如 图 10.7(b) 表 示 SAS;, 刀 ; 接受 
状态 用 双 圈 表示 (图 10.7(c)); 此 外 , 使 用 一 个 箭头 指向 表示 开始 状态 的 顶点 (图 10.7(d))。 
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(a) 状态 顶点 (b) 状态 转换 (0) 接受 状态 。 (d) 开始 状态 
图 10.7 有 限 状 态 自动 机 的 状态 转移 图 


例 10.25 中 的 有 限 状 态 自 动机 的 状态 转换 图 如 图 10.8 所 示 。 


CD 


图 10.8 例 10.25 用 图 
可 以 把 有 限 状 态 自动 机 ME(S, 工 4, So) 看 作 一 台 机 器 ， 如 图 10.9 所 示 ， 读 写 头 从 最 
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左 端 开始 自 左 向 右 逐 位 读 入 x, 然后 由 当前 状态 和 当前 读 入 的 位 ,根据 /得 到 下 一 个 状态 ， 
读 写 头 向 右 移动 一 位 ， 直 到 读 完 x 的 所 有 位 ， 最 后 判断 最 终 状 态 是 否 属于 可 接受 状态 集 
合 。 如 果 最 终 状态 属于 可 接受 状态 集合 ， 则 称 M 可 接受 x。 
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10.9 有限 状态 自动 机 


可 以 给 出 一 个 形式 化 的 定义 。 

定义 10.22 假设 M=(S, 工矿 4. S50) 是 一 个 有 限 状 态 自动 机 ，x=xix2…Xne 了 号 。 定 义 
了 OG)=50, DO)=J R00),xin1)， 其 中 0<k<n-1， 如 果 f 四 (x)e4， 则 称 x 可 以 被 覆 接 
受 。7 上 所 有 可 被 M 接受 的 串 全 体 记 作 Ac(M)， 也 称 作 M 可 接受 的 (定义 的 ) 语言 ， 记 
作 ZCOO。 

直观 地 说 ,x 可 以 被 M 接受 是 指 : 在 M 的 状态 转换 图 中 ， 从 顶点 5o 出发， 存在 一 
条 到 一 个 接受 状态 顶点 的 道路 ， 途 经 的 各 条 有 向 边 上 的 符号 之 连接 恰好 是 x。 

【 例 10.26】 设 大 {a,b}。 

(a) 接受 所 有 偶数 长 度 的 串 的 有 限 状 态 自动 机 如 图 10.10(a) 所 示 。 

(b) 接受 所 有 以 5b 结尾 的 串 的 有 限 状 态 自 动机 如 图 10.10(b) 所 示 。 

(c) 接受 所 有 包含 偶数 个 a 的 串 的 有 限 状态 自动 机 如 图 10.10(c) 所 示 。 


(d) 接受 所 有 包含 至 少 一 个 a 和 至 少 一 个 b 的 串 的 有 限 状 态 自动 机 如 图 10.10(d) 
所 示 。 


10.10 例 10.26 用 图 


第 10 章 ”形式 语言 、 自 动机 与 正则 表达 式 \ 杰 人 
ss es (8) 
GO Se 


(e) (f) 
10.10( 续 ) 


(e) 接受 所 有 包含 至 少 两 个 a 的 串 的 有 限 状 态 自动 机 如 图 10.10(e) 所 示 。 

(f) 接受 所 有 以 bb 结尾 的 串 的 有 限 状 态 自动 机 如 图 10.10( 所 示 。 

【 例 10.27】 ”构造 一 个 有 限 状 态 自动 机 M， 它 接受 的 语言 为 {x000ylx, ye{0, 1}*}。 

解 . 假设 状态 So 表示 M 的 启动 状态 ; Si 表示 M 读 到 了 一 个 0， 这 个 0 可 能 是 子 串 
000 的 第 1 个 0; 5 表示 MM 在 51 后 紧 接 着 又 读 到 了 一 个 0， 这 个 0 可 能 是 子 串 000 的 第 
2 个 0; 5 表示 MM 在 5S, 后 紧 接着 又 读 到 了 一 个 0， 发 现 输入 字符 串 含 有 子 串 000， 因 此 
这 个 状态 应 该 是 终止 状态 。 

下 面 考虑 状态 转换 函数 。 

明显 有 AfSo, 0)=51,fS1, 0)=5, AS. 0)=53。 

JSo, 1)=So 一 一 M 在 So 读 到 了 一 个 1， 它 需要 继续 在 So 等待" 可 能 是 子 串 000 的 第 1 
个 0 的 输入 字符 0。 

Js 1)=So 一 一 M 在 刚刚 读 到 了 一 个 0 后 ， 读 到 了 一 个 1， 表 明 在 读 入 这 个 1 之 前 所 
读 入 的 0 并 不 是 子 串 000 的 第 1 个 0， 因 此 ，M 需要 重新 回 到 状态 S66， 以 寻找 子 串 000 
的 第 1 个 0。 

JS 1)=So 一 一 M 在 刚刚 发 现 了 00 后 , 读 到 了 一 个 1, 表明 在 读 入 这 个 1 之 前 所 读 入 
的 00 并 不 是 子 串 000 的 前 两 个 0， 因 此 ，M 需要 重新 回 到 状态 So， 以 寻找 子 串 000 的 第 
1 个 0。 


JS 0)=S; 一 一 M 已 经 找到 了 子 串 000， 只 要 继续 读 完 该 串 的 剩余 部 分 即 可 。 
JS 1)=Ss 一 一 M 已 经 找到 了 子 串 000， 只 要 继续 读 完 该 串 的 剩余 部 分 即 可 。 


因 此 得 到 M=({So, S1, $2, S3}, {0, I {fASo, 0)=51, AS, 0)=5,, NS;, 0)=5;, ASo, 1)=So, LS 
1)=So, flS,, 1)=So, ASs, 0)=53, flSs, 1)=S3}, {53}, So)。 

【 例 10.28】 ”以 类 似 于 例 10.27 的 方法 可 以 构造 {0, 1} 上 的 有 限 状 态 自 动机 。 

(a) 接受 所 有 包含 01011 的 串 的 有 限 状态 自动 机 如 图 10.11(a) 所 示 。 

(b) 接受 所 有 包含 偶数 个 01 的 串 的 有 限 状态 自动 机 如 图 10.11(b) 所 示 。 


1 0 0, 人 
一 | SS 5S; Ky 人 
ER 
0 
1 0 
(a) 


10.11 例 10.28 用 图 
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(b) 
图 10.11 ( 续 ) 


【 例 10.29】 

(a) 构造 一 个 有 限 状 态 自动 机 M， 它 接受 的 语言 为 {0"1”|n, m 宇 1}。 

(b) 构造 一 个 有 限 状态 自动 机 M， 它 接受 所 有 以 11 开始 的 0-1 串 。 

解 .(a) 假设 状态 8 表示 M 的 启动 状态 51 表示 M 读 到 至 少 一 个 0， 并 等 待 读 更 多 
的 0，S 表示 M 读 到 至 少 一 个 0 后 ， 读 到 了 至 少 一 个 1， 并 等 待 读 更 多 的 1。 

如 果 在 5o 读 到 1， 则 说 明 不 能 被 接受 ， 进 入 一 个 “陷阱 状态 ”St， 之 后 只 要 继续 读 
完 该 串 的 剩余 部 分 即 可 。 

到 达 % 后 ， 读 到 0 则 说 明 不 能 被 接受 ， 进 入 St， 之 后 继续 读 完 该 串 的 剩余 部 分 ， 读 
到 1 后 ， 继 续 留 在 状态 9 即 可 。 

可 以 得 到 如 图 10.12(a) 所 示 的 有 限 状 态 自动 机 。 

(b) 类 似 于 (a) 的 方法 ， 可 以 构造 如 图 10.12(b) 所 示 的 有 限 状态 自动 机 。 


图 10.12 例 10.29 用 图 
【 例 10.30】 ”构造 一 个 有 限 状 态 自动 机 M， 它 接受 的 语言 为 {xlxe {0, 1}”， 且 当 把 x 
看 成 二 进 制 数 时 ，x 能 被 3 整除 } 。 
解 . 假设 x=b1b2…Bbk，M 读 入 x 时 是 自 左 而 右 逐 位 读 入 ， 当 M 在 读 入 bi 时 ， 已 经 读 
过 的 x 的 各 位 形成 的 值 y=b152…bi1 最初 情 况 的 初 值 为 0)， 在 读 过 六 后 ， 形 成 的 值 为 
2ytbi。 于 是 y 和 2y+tbi; 模 3 的 余数 之 间 存 在 如 表 10.2 所 示 的 关系 。 


表 10.2 模 3 的 余数 之 间 关系 


2y+b; mod 3 
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ymod3 2y+b; mod 3 
L 2 
1 0 
2 1 
邹 » 


于 是 可 以 得 到 如 图 10.13 的 有 限 状 态 自动 机 。 

定义 10.23” 非 确定 性 有 限 状态 自动 机 (Nondeterministic Finite Automata, NFA) 
是 一 个 五 元 组 M=(S, 工 J 4, S50), 其 中 S 是 一 个 有 限 的 状态 集合 , 了 是 一 个 有 限 的 输入 符号 
集合 ， 接 受 状态 的 非 空 集合 4CS， 初 始 状 态 SoeS， /是 从 SxT 到 P(S) 的 函数 表示 所 
有 可 能 转换 到 的 状态 的 全 体 

在 非 确 定性 有 限 状 态 自动 机 中 ，f 的 一 般 形式 是 有 X, q={ 石 , 五 ,，…, Ym}cS 或 者 有 TE, 
a)=@。 

为 更 加 明确 起 见 ， 之 前 所 介绍 的 “有 限 状 态 自动 机 ”也 称 作 “确定 性 有 限 状态 自动 
机 (Deterministic Finite Automata, DFA)”。 如 果 将 函数 了 的 值 闻 视 作 等 同 于 {了 ， 那 么 
确定 性 有 限 状 态 自动 机 也 是 一 种 特殊 的 非 确 定性 有 限 状态 自动 机 。 

【 例 10.31】 五 元 组 M=({5o, 51, $2}, {a, 5},f {5S1, 52}, So 构成 一 个 非 确定 性 有 限 状 态 
自动 机 , 其 中 fSo, a)={5o, S1}, ASo, b)={S2}, Si, a)={S1}, NS1, DOD)=C flS;, a)=@, flS,, D)= 
{91, S2}。 

状态 转换 表 如 表 10.3 所 示 。 


表 10.3 例 10.31 用 表 


10.13 例 10.30 用 图 10.14 例 10.31 用 图 


定义 10.24 假设 ME(S, 工 /4, 50) 是 一 个 非 确定 性 有 限 状态 自动 机 ，x=xix2*…xneE 卫 。 


定义 OG)={50}，f* (xz)= Wf(X.xw)， 其 中 0<k<n-1， 如 果 f W094z@， 
Key 四 加 


52 
Bd 


KE 
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则 称 x 可 以 被 MM 接受 ,IT 上 所 有 可 被 M 接受 的 串 全 体 记 作 Ac(M)， 也 称 作 M 可 接受 的 
(定义 的 ) 语言 ， 记 作 L(M)。 

直观 地 说 ,x 可 以 被 M 接受 是 指 : 在 M 的 状态 转换 图 中 ， 从 顶点 5So 出发， 存在 一 
条 到 一 个 接受 状态 顶点 的 道路 ， 途 经 的 各 条 有 向 边 上 的 符号 之 连接 恰好 是 x。 

【 例 10.32】 aa、bbbb、bba 可 以 被 例 10.31 的 非 确定 性 有 限 状态 自动 机 接受 ， 而 4、 
ba、aba、bbaabb 都 不 能 被 接受 。 

定义 10.25 假设 Mi 和 My 是 两 个 有 限 状 态 自动 机 , 若 LOM)=L(Mp), 则 称 Mi 和 Mb 

【 例 10.33】 图 10.15 所 示 的 确定 性 有 限 状态 自动 机 和 例 10.31 的 非 确定 性 有 限 状态 
自动 机 是 等 价 的 ， 能 接受 的 语言 都 是 {a | n 宇 1}U fo 如 | 7>0 m 宇 1}U {a"b"a | n 宇 0, 
m 宇 2, k>0}。 


图 10.15 例 10.33 用 图 


定理 10.5 ”假设 语言 工 可 以 被 一 个 非 确定 性 有 限 状 态 自动 机 Mi=(S. 工 上 4, So) 接 受 ， 
则 存在 一 个 确定 性 有 限 状 态 自动 机 2 接受 工 。 

证 明 . 构造 Ms=(S', 工 下,4', {So})， 其 中 : S= PR(S)，4={XCSIXN A4z#B}， 对 任意 ael 
定义 F(R 五， as OD) UJ, auU…UH a)， 并 定义 F(@, qa)=@。 

下 面 证 明 LM1)=L(M)。 

很 容易 看 到 4eZGQMD) 当 且 仅 当 eZCQMOD)。 

对 于 任意 we 六 ， 假 设 二 wl，w=wiw2*…wn。 下 面 使 用 归纳 法 证 明 对 于 所 有 1 入 Km 
有 FW VO)。 

(1) 由 /Gf(50,x) 有 FC)=F({S0), whSo, v1) 0) 

(2) 假设 (x)=f%(x)， 则 有 

F HD)=FF GO， Xt U f( 入 ER) 本 山 f( 这 naj 


XeF()(x) Xef W(x) 
于 是 weL(@M) 当 且 仅 当 fw) nn4z@B， 而 这 当 且 仅 当 Fw) 中 w)e4'， 即 we 
L(M;). 口 
【 例 10.34】 例 10.31 的 非 确定 性 有 限 状 态 自动 机 可 以 通过 定理 10.5 所 述 方法 转化 
为 等 价 的 确定 性 有 限 状 态 自动 机 ， 如 图 10.16 所 示 ， 这 与 图 10.15 是 相同 的 。 
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b a 
中 


a b 


一 CD 


10.16 例 10.34 用 图 


10.5 ”语言 与 自动 机 的 关系 


本 节 将 建立 起 正则 文法 和 有 限 状 态 自动 机 的 等 价 性 。 
定理 10.6 ”可 以 由 确定 性 有 限 状 态 自 动机 M=(S, 工 4, So) 构 造 一 个 正则 文法 G=(S, 工 
了, So)， 使 得 L(G)=L(MD): 假设 卫 YeS，ael, 若 fX, qa)=Y， 则 在 PP 中 有 XaY; 若 Xe4， 
则 在 P 中 有 4。 
证 明 . 很 容易 看 到 So 一 4 当 且 仅 当 Soe4， 故 4eL(G) 当 且 仅 当 4eL(M)。 
首先 证 明 LMDcL(G)。 
对 于 任意 weL(M)， 假 设 二 wl，w=wiw2…wn。 对 所 有 1 志 in， 记 Sf 中 (w)， 则 有 
SFEfSi1, wi)， 而 且 S$,we4， 于 是 由 P 的 构造 有 Si 一 wiSi 及 Si 一 4。 
因而 SwiSi 坟 wiw252 寺 过 wiw2a…wnSy 坟 wiw2…Wwn， 表 明 weL(G)。 
下 面 证 明 L(G)cLOM)。 
由 P 的 构造 方法 ， 每 个 产生 式 或 者 增加 一 个 终结 符号 ， 或 者 减少 一 个 非 终 结 符号 。 
对 于 任意 weL(G)， 假设 8 一 oa 僵 … 人 mw 是 w 从 50 的 推导 (ore(SUD')， 则 容易 证 
明 一 定 是 经 过 |w| 次 a 了 型 直接 推导 之 后 再 进行 一 次 了 4 型 直接 推导 。 而 每 一 次 直接 
推导 在 M 中 都 是 符合 的 , 从 形式 上 讲 , 如 果 直 接 推 导 是 a 了 则 了 9(w)=X%, 二 ?x)= 
V9),q)， 最 后 一 次 对 >4 表 明 Xe4， 即 得 weL(M)。 口 
【 例 10.35】 由 图 10.11(b) 所 示 的 有 限 状 态 自动 机 , 可 以 构造 正则 文法 G=({So, Si 5， 
53}, {0, 1}, P, So)， 其 中 P={So->051, So->1So, Si ->0S S1—>15;, S,—>0S3, S—>1S,, S3—>05;, 
Ss—>150, So->1. Si 一 > 和 。 
定理 10.7 可 以 由 正则 文法 G=(N, T, P, ao 构造 一 个 非 确定 性 有 限 状态 自动 机 NM=(S， 
/4,0)， 使 得 L(G)=L(M)， 其 中 : 
S=NU {F}, F¢gNUT 
fH¥, aF-{HX arYeP}U {FIX yaeP}(aeT) 
A={F} U {XX >AeP} 
证 明 . 很 容易 看 到 oA4eP 当 且 仅 当 ce4， 故 4eL(G) 当 且 仅 当 4eL(M)。 
首先 证 明 L(G)cL(M)。 
对 于 任意 weL(G)，w 从 o 的 推导 的 形式 必定 是 


owX ww OwWWw Wn hn WW Wn 
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或 者 


owXww bww Ww WW Wn 

则 Befo. wi)=f OW), Beff SW), w)=f OW) (由 于 Dw), Bef Vw), 

而 最 后 一 次 推导 或 者 是 加 4>wn， 或 者 是 加 >4， 前 者 表明 Fe 【人 f(X,w,)= 
Fen) 

/中 w)， 后 者 表明 马 sfwGo) 且 克 s4。 两 者 都 表明 ww)n4zC， 即 w 可 以 被 M 接 受 。 

下 面 证 明 LMD)cL(G)。 

对 于 任意 weL(M)， 假 设 二 wl，w=wiw2…wn。 对 所 有 0 三 kn-1， 由 

Fw UY (TIX wTePU{FII > weP)) 
xe/ (x) 

知 或 者 存在 筷 s1@, XiefktD ,使 得 到 -wpsieP; 或 者 存在 么 sf@, 使 得 到 -weieP。 
而 且 当 k<n-1 时 , 不 会 不 存在 入 >weriXin1eP 而 具有 到 -wkaieP, 否则 /GD=F ,42-G。 

当 顾 n-1 时 ，weL(M) 表 明 f 中 (x) n_4zC。 

车 Fef 中 (x)， 则 存在 石 4ef“?， 使 得 吝 1>wneP， 因 此 可 以 得 到 推导 

Oo-Xo—wX ww ww Wn WW Wn 
若 存在 马 sfwon4nN， 则 马 ->a4eP， 因 此 可 以 得 到 推导 
oo-Xo—wX ww ww WA WW Wn 

从 而 无 论 哪 种 请 况 都 可 以 得 到 weL(G)。 一 

【 例 10.36】 ”由 正则 文法 G=({5o, 51, 5S2, $3}, {1, 0}, P, So)， 其 中 P={50->051, So 一 0， 
So—>1So, $1—>0S1, S1—>0, S1—>15,, S$,—>053, S—>1S2, S3->053, S;->150, So 对， 可 以 构造 一 个 
非 确定 性 有 限 状态 自动 机 M=(S, 工 /4, So)， 使 得 L(G)=L(M)， 其 中 5={5o, S S;, Ss, F}， 
So, 0)={S1, F}, flSo, 1)={So0}, AS 0)={S1, F}, ASi, 1)={S2}, AS 0)={S3}, flSs, 1)={S2}, 
Sa 0)={S3}, ASs3, 1)={S0}, A={F, So}。 

M 的 状态 转移 图 如 图 10.17 所 示 。 可 以 很 容易 验证 它 和 图 10.11(c) 所 示 的 有 限 状态 自 
动机 是 等 价 的 。 


10.17 例 10.36 用 图 


从 定理 10.5、 定 理 10.6、 定 理 10.7 即 可 得 到 正则 文法 和 有 限 状态 自动 机 之 间 的 等 价 
性 ， 由 此 可 以 证 明 如 下 结果 。 

【 例 10.37】 ZL={a"b"n 宇 1} 不 是 正则 语言 ， 即 不 存在 任何 正则 文法 G 使 得 [=L(G)。 

下 面 仅 给 出 简要 的 说 明 ， 严 格 的 证 明 请 读者 完成 。 
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假设 存在 有 限 状态 自动 机 M=(S, 工人 4， S50) 可 以 接受 LI， 设 |S|=k。 由 于 M 可 以 接受 
atabe， 因 此 M 的 状态 转移 图 中 存在 从 So 开始、 长 为 2(k+1) 的 道路 P， 终 点 是 一 个 接受 
状态 顶点 。 考 虑 读 到 第 一 个 5b 之 前 的 道路 ， 记 之 为 P1; 读 到 第 一 个 b 开始 到 结束 的 道路 
记 之 为 已 。 

忆 必定 经 过 图 中 同一 个 顶点 〈 记 为 $%) 两 次 ， 即 Pi 包含 5 到 5; 的 回路 。 在 Pi 中 将 
这 个 回路 去 除 ， 再 连接 P, 后 ， 仍 然 得 到 一 条 从 So 开始 到 该 接受 状态 顶点 的 道路 。 于 是 
存在 0<j<<k 使 得 qb*! 也 可 以 被 MM 接受 一 一 产生 矛盾 。 

而 其 根本 原因 在 于 有 限 状 态 自动 机 只 有 有 限 的 “记忆 能 力 ”， 所 以 无 法 “ 记 住 ” 读 到 
第 一 个 5b 之 前 有 多 少 个 a。 

这 也 表明 使 用 有 限 状 态 自 动机 无 法 进行 “括号 匹配 ”的 检测 ， 此 时 需要 能 力 更 强 的 
计算 模型 。 


10.6 ”正则 表达 式 


20 世纪 50 年 代 ， 克 林 提 出 了 正则 集 和 正则 表达 式 的 概念 。 

定义 10.26 假设 了 是 一 个 字母 表 ， 如 下 递归 定义 了 上 的 正则 表达 式 ( regular 
expression ): 

(1) 4 是 一 个 正则 表达 式 。 

(2 ) 若 xe5 则 xX 是 一 个 正则 表达 式 。 

(3 ) 若 wc 和 [都 是 正则 表达 式 ， 则 (co 是 一 个 正则 表达 式 

(4) 若 wc 和 [都 是 正则 表达 式 ， 则 (at 办 是 一 个 正则 表达 式 。 

(5) 若 o 是 正则 表达 式 ， 则 (oaJ"* 是 一 个 正则 表达 式 。 

而 且 只 有 有 限 次 使 用 上 述 规则 的 符号 串 才 是 正则 表达 式 。 

为 书写 的 简洁 ， 约 定 : 

(1) 最 外 层 的 括号 可 以 省 略 。 

(2)“ 的 优先 级 最 高 ， 其 次 为 连接 (如 ab)，+ 的 优先 级 最 低 。 

(3) 同一 种 构造 (+、 连 接 、*) 连续 出 现时 ， 从 左 至 右 构 造 ， 中 间 的 括号 可 以 省 略 。 

定义 10.27 每 一 个 正则 表达 式 可 以 对 应 开 " 的 一 个 子 集 , 称 作 ( 史 " 的 ) 正 则 集 (regular 
set)。 对 应 的 规则 如 下 : 

(1 ) 正则 表达 式 4 对 应 4=-{H}。 

(2) 若 xe5， 则 正则 表达 式 x 对 应 {x}。 

(3 ) 若 a 和 B 都 是 正则 表达 式 ， 分 别 对 应 集合 M 和 和 NN， 则 (Qa 用 对 应 MN。 

(4) 若 a 和 PB 都 是 正则 表达 式 ， 分 别 对 应 集合 M 和 N， 则 (atHD 对 应 MUN。 

(5) 若 Qa 是 正则 表达 式 ， 对 应 集合 M， 则 (ay 对 应 M 。 

【 例 10.38】 ”部 分 正则 表达 式 和 正则 集合 的 对 应 关系 如 表 10.4 所 示 。 

车 ga 和 PB 都 是 正则 表达 式 ， 则 (a 对 应 的 语法 图 如 图 10.18(a) 所 示 ，(a+ 忆 对 应 的 语法 
图 如 图 10.18(b) 所 示 ，(Q@) 的 语法 图 如 图 10.18(c) 所 示 。 
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表 10.4 部 分 正则 表达 式 和 正则 集合 的 对 应 


正则 表达 式 x 对 应 的 正则 集合 
14 {办 
a {a} 
5 {0} 
(at+b) {a, b} 
(ab) {ab} 
(a)” {a"ln 三 0} 
(at+p) {a, b}” 
(at 四 {a} U { 三 0} 


= Te 
e 一 一 cx = Pp — 本 we CQ 


(a) (b) (c) 
图 10.18 ”正则 表达 式 的 语法 图 


【 例 10.39】 ”正则 表达 式 (atbe”)d(b+tac)* 对 应 的 语法 图 如 图 10.19 所 示 。 
一 OO 一 一 一 人 - 
Bm 
C6) 
图 10.19 例 10.39 用 图 


下 面 不 加 证 明 地 给 出 正则 集 和 有 限 状态 自动 机 之 间 的 等 价 性 关系 。 
定理 10.8 〈 克 林 定 理 ) 工 是 正则 集 当 且 仅 当 存在 有 限 状态 自动 机 M 可 接受 工 。 


习 题 10 


10.1 假设 下 {a,5} 是 字母 表 , 4={a, b, aa, bb, aaa, bbb}, B={wwe5”, ww 三 2}，C=fwlwe 
了 2*，|w| 志 2},， 计算 4-(BNC)。 

10.2 设 瑟 {a,b5}， 求 字符 串 aaba 的 所 有 前 级 、 真 前 级、 后 级 、 真 后 级 、 子 串 。 

10.3 ” 设 玉 {aq, ab, bb, ba}， 求 字符 串 aaaaabbbba 的 所 有 前 级 、 真 前 级 、 后 级 、 真 后 级 、 
手 串 。 

10.4 ”4 的 前 缀 是 什么 ? 真 前 级 是 什么 ? 后 级 是 什么 ? 真 后 级 是 什么 ? 

10.5 对 于 任何 字符 串 x，x 的 任意 子 串 w 是 否 有 唯一 的 一 个 前 级 y 和 唯一 的 一 个 后 缀 = 
与 之 对 应 ， 使 得 x=ywz? 

10.6 ”对 于 任意 字符 串 x，x 的 子 串 有 多 少 个 ? 


10.7 


10.8 
10.9 


10.10 
10.11 


10.12 
10.13 
10.14 


10.15 


10.16 
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设 23={a, 5b} 上 的 语言 是 4={4, a}，B={a, 5b}，C={ab}， 计 算 
CD 
Wb 
(c) CAB。 
天 大 过 
(eC 
证 明定 理 10.2。 
设 4、B、C 是 有 限 字 和 母 表 ZZ 上 的 语言 ， 证 明 或 反驳 : 
(a) (4NB)C=4CNBC. 
(b) 4(BnO=4BndC。 
证 明定 理 10.4(a)~(h)。 
设 4、B、C 和 DD 都 是 有 限 字母 表 2 上 的 语言 ， 证 明 : 
(a) (4°B")'=(B'A")。 
(by AUBUCEABC, 
(c) (4')'=4"。 
(d) (4B)'4=4(BA)’。 
(e) (4°B'°C'D)'=(4UBUCUD)'。 
是 否 对 于 任意 的 语言 L， 都 有 工 和 =L'- 4? 
证 明 : 如 果 4@，4*=4， 那 么 4"=4。 反 之 是 否 成 立 ? 
设 工 是 空 串 4 及 所 有 能 通过 反复 使 用 如 下 规则 构造 出 的 串 的 集合 。 
车 aelL, 则 aabelL 且 baaeL 
若 aeL 是 pelL,， 则 apeL 
例如 ，abeI 一 一 取 XeL， 由 第 一 条 规则 有 ab=aabeL; 同 理 ，baelL; aabbel 一 一 
取 a=abeL， 由 第 一 条 规则 有 aabb=aabeL; aabbbael 一 一 取 a=aabb 和 p=ba， 
则 aeL 且 BeL， 由 第 二 条 规则 有 aabbba=apeL。 
(a) 证 明 : aaabbbeL。 
(b) 证 明 : baababeL。 
(c) 证 明 : aabeL。 
(d) 证 明 : 若 aeL， 则 a 中 a 和 4。 的 个 数 相等 。 
(e) 证 明 : 车 a 中 a 和 5 的 个 数 相等 ， 则 aeL。 
设 2 是 字母 表 ， 对 于 任意 xe 志 ,字符 串 x 的 倒序 定义 为 
若 |<2， 则 xx。 
车 kl>1, 令 x=ya， 其 中 ye 区 '，ae 马 则 xyT。 
设 工 是 克 上 的 一 个 语言 ，L 一 {x'IxeL} 称 为 语言 工 的 逆 。 当 大 三 时 ，Z 称 为 镜像 
语言 。 
给 定语 言 [, 令 Z=LNZL'。 如 果 工 是 镜像 语言 必定 是 镜像 语言 吗 ? 反之 ， 如 
果 工 是 镜像 语言 ，L 必定 是 镜像 语言 吗 ? 
确定 以 下 文法 G=(WN, ZT P, o) 是 否 是 上 下 文 有 关 的 、 上 下 文 无 关 的 、 正 则 的 或 者 不 
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10:17 
10.18 


10.19 


10.20 


10.21 


10.22 


10.23 


10.24 


是 它们 任何 一 种 。 

(a) N={0}, T={a}, P={o3aao; o>aa}。 

(b) N=-{0}, T={a,b}, P=-{o3aao; oa o>b}。 

(c) N={0}, T={a,b,c}, P=-{o3ao: oFbo: o>c}。 

(d) N={o;, A}, T={a,b}, P={o>a4, o>bo; A—>a}. 

(e) N={0,4}, T={a.b}, P={o—>4b, A—>a4b, A—>N}。 

(f) N={o;, 4}, T={a,b}, P={o3a4, A—>bo, oA}。 

(g) N={o, 4}, T={a,b}, P={o>bo., o>ad, A—ao. A—>bA, A—>a, o—>b}。 

(h) N={o; 4}, T={a,b,c}, P={o3ao, o>b4A, A—>bA, A—>c}. 

(i) N={o, 4, B}, T={a,b}, P={o—>A4Ao., A4—>B, B—>bB, A—>a}。 

(J) N={o, 4 B}, T={a, b}, P={o>A, o>A4AB, Aa—>ABa, A—>Aa, Bb-—>ABb, 
AB—>ABB, B—>b}。 

(k) N={0;, 4,B}, T={a, b,c}, P={o—>AB, 4B—>BA, A—>ad, B—>Bb, A—>a, B—>b}。 

(1) N={0, 4, B}, T={a, b, c}, P={o 3BAB, o>ABA, 4->AB, B_»BA, A>ad4, 
A—> ab, B—>b}。 

(m) N={o, 4,B}, T={a,b,c}, P={o>04, ad 一 Ba Bo->ab, B—>a, A—>c}。 

Cn) N={o, 4,B}, T={a,+,(,)}, P=-{o3(0), oSa+A, 4a+B, B—>at+B, B—>a}。 

指出 习题 10.16(a) 一 ( 旧 中 文法 正确 的 串 的 特征 。 

设 G=(V 了 Pa， 其 中 NtaG4BC， T={a, b,c}, P=-{oaao, o>D4.4->cBD， 

A—>cb, B—>bbB, B—>bb} 。 

(a) 判断 以 下 各 串 是 否 属于 工 (G): 
aabcb; abbcb: aaaabcbb:; aaaaababbb: abcbbbbb. 

(b) 说 明 语法 产生 的 语言 L(G)。 

文法 G=(N, TP, 9) 中 N={o; 4}, T={a, b}, PP{o>bo, o>ad, A—>ao, A—>bA, A—>a, 

ob}。 证 明 : weL(G) 当 且 仅 当 w 非 空 且 含有 偶数 个 a。 

(a) 对 文法 G=(WN, T, P, o)， 其 中 N={o; 4},，T={a, b}, P={o-bo; oa4, 4 一 aa 
4 一 b4, 4 一 a, ob}， 给 出 o>bbabbab 的 推导 。 

(b) 对 文法 G=(N, 7T, P, o), 其 中 N={6. 4, B}, T={a, b}, P={o—»4B, 4B 一 BA, 4 一 
a4, B 一 bB, 4 一 a, B 一 b}， 给 出 o>abab 的 推导 。 

0 型 文法 G=({o; 4, B, C, D, E}, {0, 1}, P, @) 中 P={o—>ABC, 4B 一 04D, 4B—14E, 

AB—4, DO—0D, D1—1D, E0—0E, El—1E, C—h, DC—BOC, EC 一 B1C, 0B—B0, 

18 一 B1}， 请 描述 L(G)， 并 写 出 01100110 的 推导 过 程 。 

设 G=(N, TP, o), 其 中 N={o; 4, B,C}, T={a, b,c}, P={o>04, oA4->Bo; Ba yap， 

了 ->a, 4 下 c}。 对 语法 G， 给 出 两 个 不 同 的 由 c 到 apc 的 推导 。 

对 文法 G=(N, T, P, o), 其 中 N={6o. 4, B}, T={a, b}, P-{o—4B, 4 一 apBa BbAb，, 

A4 一 qa, B 一 b}， 画 出 o>abab 的 两 棵 不 同 的 分 析 树 ， 并 判断 G 是 否 是 歧义 文法 。 

设 天 {a,5}， 请 给 出 2 上 的 短语 结构 语法 G， 使 其 语言 为 

(a) L(G)={a"b"In>1}.。 


10.25 


10.26 
1927 
10.28 
10:29 
10.30 


10.31 
10.32 


10.33 


10.34 


第 10 章 形式 语言 、 自 动机 与 正则 表达 式 \ 亚 人 
(b) TI(O=f{onon 三 3}。 


(c) L(G)={ 相 同 个 数 的 a 和 4b 构成 的 串 ， 且 长 度 大 于 0}。 

Cd) LG)={a'b"In>1, m=1}。 

(e) L(G)={a"b"In 宇 1, m3}。 

(f) L(G)={a"b"In 宇 2, m 是 非 负 偶 数 }。 

(g) L(G)={a"b"n 是 正 整数 ,mm 是 正 奇数 }。 

设 玉 {a,5}， 写 一 个 文法 ， 使 其 产生 的 语言 是 

(a) {a, 5} 上 以 a 开始 的 字符 串 。 

(b》{a,5} 上 以 ba 结束 的 字符 串 。 

(c) {a,B} 上 以 ba 为 子 串 的 字符 串 。 

(d) {a,5} 上 至 少 包含 3 个 a 的 串 。 

(e) {a, 5} 上 不 含 形 如 aa 的 子 串 的 串 。 

给 出 一 个 正则 文法 ， 产 生 语 言 [={wlwe {0, 1}* 且 w 不 含有 两 个 相 邻 的 1}。 

给 出 一 个 产生 语言 [={ww'Iwe {0, 1} 的 上 下 文 相 关 文 法 。 

设 玉 {a, b,c}， 设 计 一 个 短语 结构 语法 G， 使 其 语言 为 L(G)={xe 区 "x 人 =x}。 

假设 G1 和 G, 都 是 正则 文法 , 设计 一 个 短语 结构 语法 G, 使 其 语言 为 L(G)={wrw| 
wieL(G1), weL(G,)}。 

假设 G; 和 G, 都 是 正则 文法 ， 设 计 一 个 短语 结构 语法 G， 使 其 语言 为 L(G)={wil 
weL(Gi) 或 weL(G;)}。 

假设 Gi 是 正则 文法 ， 设 计 一 个 短语 结构 语法 G， 使 其 语言 为 L(G)=L(G1)”。 

( 希 尔 伯 特 曲 线 ，Hilbert curve) 设 LIL=({4, B, F, +, -}, {4—>-BF+4F4+FB-, 
B->+4F-BFB-F4+}, 4) 是 一 个 林 登 麦 伊 尔 系统 ， 其 中 下 表示 以 当前 方向 画 一 条 固 
定 长 度 的 线段 “+” 表 示 向 右 顺 时 针 旋 转 90°",“-” 表 示 向 左 逆 时 针 旋 转 90"，4、 
B 不 做 任何 动作 。 

请 画 出 由 此 推导 得 到 的 前 5 次 图 形 。 

( 龙 曲线 ，dragon curve) 设 天 (及 工 玉 二 下 GE 于 和 + 三 > 一 民生 姑 , FE 是 一 个 
林 登 麦 伊 尔 系统 ， 其 中 下 表示 以 当前 方向 画 一 条 固定 长 度 的 线段 ,“+” 表 示 向 右 
顺 时 针 旋 转 90>,“--” 表 示 向 左 逆 时 针 旋 转 90"*，X、 了 不 做 任何 动作 。 

请 画 出 由 此 推导 得 到 的 前 5 次 图 形 。 

给 出 如 下 上 下 文 无 关 文法 的 巴 科 斯 -诺尔 范式 表示 。 

(a) N={0}, T={a}, P={0o >aao; co >aa}。 

(b) N={0}, T={a,b}, P=-{oH3>aao; oa o>b}。 

(c) N={0}, T={a,b,c}, P=-{o3ao: cypa oc}。 

(d) N={o,4A}, T={a,b,c}, P=-{o3ao, o>b4A, A—>b4, A—>c}。 

(e) N={o.4}, T={a,b}, P=-{o3>bo;, o>a4, ASao. A—>bA, A—>a, o>b}。 

(f) N={o, A}, T={a,b}, P=-{o3a4, obo; A>a}. 

(g) N={o.4,B}, T={a,+,(,)}, P=-{o3(), oatA, A—>at+B, B—>at+B, B—>a}。 
(I) N={0; 4. B}, T={a, b, c}, P={0 >BAB, o_ >ABA, A_>AB. B_»BA, 4 >a4, A>ab. 
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也 ->D} 。 
10.35 给 出 如 下 文法 的 语法 图 。 
(a) N={0}, T={a}, P={0o>aao; o>aa}。 
(b) N={0o}, T={a,b,c}, P={o3ao; o3bo; o>c}.。 
(c) N={o, 4}, T={a,b}, P={o>bo;, o>ad, A—>ao;, A—>b4A, 4 一 >a o>b}。 
(d) N={o, 4,B}, T={a,b,c}, P={o3BAB., o>ABA, A—>aA, A—>ab, B—>b}. 
10.36 给 出 图 10.20 中 的 各 语法 图 对 应 的 巴 科斯 -诺尔 范式 。 


OO 二 


(9 (d) 
图 10.20 习题 10.36 用 图 
10.37 根据 有 限 状 态 自动 机 的 状态 转移 表 绘 制 状 态 转移 图 。 
(a) 4={So}， 见 表 10.5。 
(b) 4={So, S}， 见 表 10.6。 
(c) 4={So, S}， 见 表 10.7。 
表 10.5 习题 10.37 用 表 1 


b 
So So 
S1 So 
S52 52 
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表 10.6 习题 10.37 用 表 2 


10.38 


FE z 


由 图 10.2 


1 所 示 的 有 限 状 态 自动 机 ME=(5S, 工 4, So) 的 状态 转移 图 给 出 So、 集 合 S、 


IT 4 及 状态 转移 表 。 


(9) 


图 10.21 习题 10.38 用 图 


10.39 设 工 是 {a, 2 上 串 的 有 限 集合 ， 证 明 : 存在 接受 工 的 有 限 状 态 自 动机 。 


10.40 


画 出 接受 
(a) L={x| 


{0, 1} 上 以 下 语言 的 有 限 状态 自动 机 的 状态 转移 图 。 
x 以 000 或 101 结尾 }。 


(b) I={xkx 以 011 或 10 开始 }。 


(ey EM 
(d) IL={x| 
ey Es 


x 以 01 开始 ， 以 100 结尾 }。 
包含 3 个 连续 的 0 或 者 3 个 连续 的 1}。 
x 以 0110 为 子 串 } 。 


(f) IL={xlx 不 包含 10 或 者 111} 。 


(g) IL={ax| 
(h) 大 人 | 


(i) Z{0"1724m, m, k>1}。 


上 包含 的 1 的 个 数 是 3 的 倍数 } 。 
Kk 中 每 个 1 后 面 都 紧 跟 一 个 0}。 


(j) LI=fx| 将 x 看 成 二 进 制 数 时 ，x 除 以 3 余 2， 除 以 5 余 1，x 的 首 字符 为 1}。 


(k) 万 名 


将 x 看 成 二 进 制 数 时 ，x 模 5 和 3 同 余 } 。 


\ 
BD 
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(1) {xxe{0, 1} 上 且 如 果 x 以 1 结尾 ， 则 它 的 长 度 为 偶数 ， 如 果 x 以 0 结尾 ， 则 它 


的 长 度 为 奇数 }。 
10.41 假设 M=(S, 工 /4, So) 是 一 个 有 限 状 态 自 动机 , 构造 一 个 有 限 自动 机 M ' 使 得 ZUM 7) 
=T—L(M)。 


10.42 假设 MM=(51, 工 i, 41, So1) 和 Mz-=(Ss, 工 户 43，Soz) 是 两 个 有 限 状 态 自 动机 ， 定 义 
S=$1xS,, A=41x43, So=(So1, S02), flx, (51, $2))=h(x, 51), f(x, S))。 证 明 : NS 工矿 
4, So) 是 一 个 有 限 状 态 自 动机 且 接受 的 语言 是 ZCQMD)mZCQO)。 
10.43 假设 M1=(S, 革 A Ai, So) 和 Mo=(S;, p f. 4,, Soz) 是 两 个 有 限 状态 自动 机 ， 定义 
$=S1xS,, A={(a1, qz)la1eAi1 或 aye Ady}, So(So1, S02), flx, (CS $7))=fi(x, $1), lx, $7))» 
证 明 ; M=(S, 工 4, 50) 是 一 个 有 限 状 态 自 动机 且 接 受 的 语言 是 L(M1)UL(M)。 
10.44 ”根据 状态 转移 表 绘 制 非 确定 性 有 限 状态 自动 机 的 状态 转移 图 。 
(a) 4={So, S1}， 如 表 10.8 所 示 。 
(b) 4={So}， 如 表 10.9 所 示 。 
(c) 4={S1}， 如 表 10.10 所 示 。 


表 10.8 习题 10.44 用 表 1 


表 10.9 习题 10.44 用 表 2 


交 
| SS | 2。o 
{So 对 


表 10.10 习题 10.44 用 表 3 


b 

So {S53} 

Si {53} 

2 {So, S1, S3} 
S53 [2 


10.45 由 图 10.22 所 示 的 非 确定 性 有 限 状 态 自 动机 的 状态 转移 图 给 出 So、 集 合 S、 工 4 
及 状态 转移 表 。 
10.46 构造 一 个 3 个 状态 的 非 确 定性 有 限 状 态 自动 机 ， 接 受 的 语言 为 {ab, abc}”。 
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(a) (b) (0) 
10.22 习题 10.45 用 图 


10.47 ” 画 出 接受 {0, 1} 上 以 下 语言 的 非 确 定性 有 限 状 态 自动 机 的 状态 转移 图 。 
(a) I={xlx 以 011 或 10 开始 }。 
(b) L={xlx 以 011 或 10 结尾 }。 
(c) I={xlx 以 01 开始 但 不 以 01 结尾 }。 
(d) I={xlx 包含 0110 或 者 111}。 
(e) I={xkx 包含 101 和 11}。 
10.48 由 表 10.8 至 表 10.10 和 图 10.22 的 非 确 定性 有 限 状态 自动 机 构造 等 价 的 确定 性 有 
限 状 态 自动 机 。 
10.49 由 图 10.21 的 确定 性 有 限 状态 自动 机 构造 等 价 的 正则 文法 。 
10.50 由 以 下 正则 文法 G=(N, T, 忆 四 构造 等 价 的 非 确定 性 有 限 状 态 自 动机 。 
(a) N={0}, T={a,b}, P={o>ao; o>a, o>b}。 
(b) N={0.,4}, T={a,b}, P={o 3a4, A—>bo. AS>a}。 
(c) N={o, A}, T={a,b}, P={o3a4, 4 一 Da oN}。 
(d) N={o, 4, B}, T={a, b,c}, P={oa, oad, A—>a, A—>ad, A—c4, 4A—bB, B—>a, 
B->b, B—>c, B—>aB, B—>bB, B—>cB}.。 
(e) N={o, 4,B, C}, T={a, b,c}, P={0o—>ad, o>bB, o—>cB, A—>ad, A—>aC, A—>a, 
B—>aC, B—>bA, B—>cA, B—>c, B—>A, C—>A}。 
10.51 证 明 : 语言 L(G)={a"b"e"In=1,2,3,…} 不 是 正则 语言 。 
10.52 证明: L={a"n 宇 0} 不 是 正则 语言 。 
10.53 ”阁下 {a, b,c}， 给 出 下 述 正则 表达 式 对 应 的 正则 集 。 
(a) (atb)cb”。 
(b) a(bb)’c。 
(ce) (b'ab'ab’)’。 
10.54 ”给 出 正则 表达 式 以 对 应 下 述 正则 集 。 
(a) L={0"1™2tn, m, k>1}。 
(b) I={xlx 以 01 开始 以 100 结尾 }。 
(c) L=fxkx 的 倒数 第 3 个 字符 是 0}。 
(d) I={xlx 长 度 为 偶数 }。 
(e) L={xkx 有 奇数 个 0}。 
(f) I={xlx 包含 3 个 连续 的 0 或 者 3 个 连续 的 1}。 
(g) IL={xjxe{0, 1} 且 : 如 果 x 以 1 结尾， 则 它 的 长 度 为 偶数 ， 如 果 x 以 0 结尾 ， 


KE 
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则 它 的 长 度 为 奇数 }。 
(h) 天 人 xz 中 只 有 一 对 连续 的 0}。 
(1) 天 人 lz 中 最 多 有 一 对 连续 的 0}。 
9) 大 人 ze 中 最 多 有 一 对 连续 的 0 或 者 最 多 有 一 对 连续 的 1}。 
(k) 天 人 ze 中 有 一 对 连续 的 0 并 且 有 一 对 连续 的 1}。 
(1) L={xkx 中 最 多 有 一 对 连续 的 0 并 且 最 多 有 一 对 连续 的 1} 。 
对 语法 G=(N, 7T, P, o)， 给 出 对 应 语言 L(G) 的 正则 表达 式 。 
(a) N={0}, T={a}, P={0o>aao; oaa}。 
(b) N={0}, T={a,b}, P={o>aao, oa, o>b}。 
(c) N={o, A}, T={a, b,c}, P={o>ao, o>bo, o>c}. 
(d) N={0, 4}, T={a,b}, P={o 3a4,A—>bo, A—>a}. 
给 出 下 述 正则 表达 式 对 应 的 语法 图 。 
(a) (atbc)b”。 
(b) at(btc’)’。 
(c) a((cb)’+(ba)’). 
给 出 图 10.23 中 的 各 语法 图 对 应 的 正则 表达 式 。 
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10.23 习题 10.57 用 图 
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综合 性 研讨 专题 


本 部 分 主要 介绍 应 用 离散 数学 知识 分 析 和 解决 的 一 些 问题 ， 其 中 很 多 问题 不 乏 趣味 
性 ， 可 供 课 后 阅读 和 研讨 使 用 。 


A.1 凑 邮 资 、 分 油 、 讨 台阶 与 台球 桌 
【关键 词 】 裴 蜀 等 式 
A.1.1 邮资 问题 


首先 介绍 一 个 姿 邮 资 的 问题 。 

【 例 A.1】 当 w>17 时 ， 用 面值 4 元 和 7 元 的 邮票 可 支付 任何 元 邮资 。 即 ， 对 于 
任意 正 整 数 n>17 时 ， 存 在 非 负 整数 a、b 使 得 44a+7b=n。 

证 明 . 假设 P(n) 表 示 “ 可 以 用 面值 4 元 和 7 元 的 邮票 支付 n 元 邮资 "， 令 O(n)=P(n) 作 
P(nt1)AP(n+2) AP(n+3). 

则 P(18) 为 真 ，18=2x7+4; P(19) 为 真 ， 19=3x4+7; P(20) 为 真 ，20=5x4; P(21) 为 真 : 
21=3x7。 于 是 Q(18) 为 真 。 

假设 对 于 宇 18, 有 OQ( 司 =P( 有 入 P(E+1) 信 P(k+2) 人 P(t+3) 为 真 .由 P( 有 为 真 易 知 P(k+4) 
为 真 (多 使 用 一 张 面值 4 元 的 邮票 即 可 )， 故 而 @(k+1)=P(k+1) 信 P(k+2) 人 P(E+3) 八 P(k+4) 
为 真 。 

由 归纳 法 可 以 完成 证 明 。 口 

更 一 般 的 情况 是 : 令 a 和 bb 是 正 整 数 ， 不 失 一 般 性 地 假设 GCD(a, b)=1 (读者 可 以 
思考 这 个 假定 的 合理 性 )。 则 存在 n， 使 得 对 所 有 的 正 整 数 宇 rn, 元 的 邮资 都 可 以 用 a 
元 的 邮票 和 5 元 的 邮票 竣 齐 ， 即 找到 非 负 整 数 s 和 + 使 得 sattb=k， 这 就 是 1.2 节 中 介绍 
的 裴 蜀 等 式 。 

定理 A.1 对 于 不 全 为 0 的 整数 x、y 和 q, 方程 srtb=d 存在 整数 解 s 和 + 当 且 仅 当 
GCD(w, y)ld。 方程 sxtty=4 称 作 裴 蜀 (Bezout) 等 式 。 

对 于 裴 蜀 等 式 的 解 ， 有 如 下 一 般 性 结果 。 

定理 A.2 假设 x、y 和 4 是 不 全 为 0 的 整数 ，so 和 如 是 方程 sxtty=4 的 一 组 整数 解 ， 
则 方程 sxtp=4 的 所 有 整数 解 为 
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二 xk 
GCD(x.y) 
， 其 中 上 是 整数 


一 
a GCD(ey)™ 


证 明 . “构成 解 ” 很 容易 验证 。 反 过 来 ， 假 设 s1 和 是 方程 setb=d 的 一 组 整数 解 ， 
则 有 (so- 一 S1)x 一 (1o- 太 )7。 


四 y Es 了 
于 大 (We 0 让 (6 SC :四 GCD(x,y) GCD(x,y) A 
i = 习 是 站 二 到 x 人 
(习题 1.51)， 有 一 一 一 一 i 一 在) 《习题 1.43)， 令 k=(h rn 即 得 
Eg 
3 三 350 十 一 一 一 一 一 x 大 
” GCD(x.y) 口 
= 
?GCD(x,y») 
推论 假设 大 于 1 的 整数 x 与 y 互 素 , 则 存在 整数 so>0,1t0<0,s1<0,>0 使 得 soxttay=1 


及 sixttiy=1。 

下 面 首先 给 出 邮资 问题 的 一 个 构造 性 的 形式 解 。 

如 果 a 或 者 5 为 1， 可 以 取 n=1; 因此 假设 a>1 且 b>1。 

存在 整数 s 和 1， 满足 sa-tb=1，s, 亡 0。 令 n=t(a-1)b。 则 断言 只 利用 a 元 和 5 元 邮票 
可 以 凑 齐 六 n+1，…, nta-l 元 邮资 ， 由 ntj=t(a-1)btj(sa-tb)=(js)att((a-1)-7)bp， 其 中 0 入 
J 和 a-1， 可 知 用 及 张 a 元 邮票 和 a-1-) 张 5 元 邮票 竣 齐 厂 n 元 邮资 。 

假设 对 (kn)/aj，y=(k-n) mod a， 则 用 xtsy 张 a 元 邮票 和 (a-1-y) 张 b 元 邮票 竣 齐 
nt 元 邮资 。 

【 例 A.2】 a=7, b=4 时 , 1=3x7-5x4, s=3, 三 5。 计算 n=5x(7-1)x4=120。 对 于 三 222， 
对 (222-120)7 上 14，J 二 (222-120) mod 7=4， 于 是 使 用 14+3x4=26 张 7 元 邮票 和 
5x(7-1-4)=10 张 4 元 邮票 凑 齐 222 元 邮资 。 

下 面 给 出 更 “ 紧 * 的 理论 上 的 下 界 n。 

定理 A.3 设 a 和 4b 是 互 素 的 正 整 数 ， 则 当 n>ab-a-b 时 , 方程 axtby=n 均 有 非 负 整 
数 解 ， 而 axtby=ab-a-b 没有 非 负 整数 解 。 

证 明 . 假设 n>ab-a-b, 方程 axtby=n 的 所 有 整数 解 为 x=xotbt, y=yo-at， 其 中 te 世 。 
取 fb， 使 得 0 三 xotbo 三 5-1， 则 由 a(xotbto)+b(yo-ato)=n>ab-a-b， 有 b(yo-ato)> 
ab-a-b-a(b--1)=-bp， 从 而 yo-ato>-1， 即 yo-ato 达 0。 于 是 (xotbto, yo-ato) 就 是 axtby=n 的 
一 个 非 负 整 数 解 。 

另 一 方面 ,若非 负 整 数 x 和 yy 使 得 axtby=ab-a-b; 则 a(x+1)+b(y+1)=ab。 于 是 bla(x+1)， 

1 GCD(a, b)=1 有 bkx+1， 从 而 x+1 宇 bp; 同样 可 知 y+1 宇 a。 因 此 ab=a(x+1)+b(y+1) 宇 
abtab=2ab， 导 致 矛 盾 ， 所 以 ax+by=ab-a-b 不 存在 非 负 整数 解 。 口 

定理 表明 ， 如 果 a 和 5b 是 互 素 的 正 整 数 ， 则 N=ab-a-b 具有 这 样 的 性 质 : NN 元 邮资 
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无 法 用 a 元 的 邮票 和 5 元 的 邮票 凑 齐 ; 而 对 于 每 个 大 于 N 的 正 整数 已 大 元 的 邮资 都 可 以 
用 a 元 的 邮票 和 4b 元 的 邮票 凑 齐 。 


A.1.2 分 油 问题 


接 下 来 介绍 第 二 个 有 趣 的 数学 问题 分 油 〈 酒 /水 ) 问题 (水壶 问题 )。 它 是 一 个 
历史 悠久 、 流 传 广泛 的 初等 的 数学 趣 题 ， 古 往 今 来 ， 在 世界 各 地 有 很 多 种 版 本 。 
日 )《 侍 动 记 》: 斗 桶 中 有 油 一 斗 (10 升 )，7 升 和 3 升 各 有 一 ， 今 欲 油 分 两 个 5 升 。 
(法 ) 泊 松 分 酒 问题 : 某 人 有 12 品 脱 美酒 ， 想 把 一 半 赠 人 ， 但 只 有 一 个 8 品 脱 和 一 
个 5 品 脱 的 容器 ， 问 怎样 才能 把 6 品 脱 的 酒 倒 入 8 品 脱 的 容器 中 。 
俄 ) 别 菜 利 曼 《 趣 味 几 何 学 》( 原 书 10.8 节 ): 一 只 水 桶 可 容 12 构 水 ， 还 有 两 只 空 
桶 ， 一 只 容量 为 9 构 ， 另 一 只 为 5 构 ， 怎 样 利 用 这 两 只 空 桶 来 把 这 大 水 桶 中 满 盛 的 水 分 
做 两 半 ? 
波兰 ) 史 泰 因 豪 斯 《数学 万 花镜 》( 原 书 第 3 章 ): 有 3 个 容积 各 为 12 升 、7 升 和 5 
升 的 容器 ， 要 将 装 在 最 大 容器 中 的 12 升 酒 2 等 分 。 
美 ) 帕 帕 斯 《数学 趣闻 集锦 (下 )》: 有 一 个 8 公升 装 满 苹果 酒 的 壶 ， 和 一 个 3 公升 、 
一 个 5 公升 的 空 过 ， 要 怎么 操作 才能 将 苹果 酒 平分 成 两 个 4 公升 ? 

我 国 韩信 分 油 问题 : 一 天 ， 韩 信 在 路 上 过 到 两 个 路 人 争执 不 下 ， 原 因 是 两 人 有 装 满 
10 斤 的 油 签 和 两 个 3 斤 、7 斤 的 〈 无 刻度 ) 空 油 签 ， 无 法 平均 分 出 两 份 ， 每 份 5 斤 油 。 

只 考虑 其 中 一 类 子 问题 : 简 记 3 个 桶 〈 容 器 ) 为 大 桶 、 中 桶 、 小 桶 ， 简 记 “3 个 容 
器 容积 分 别 为 a 升 、 5 升 、c 升 (b>c)， 要 从 装 在 最 大 容器 中 的 a 升 油 ( 酒 /水 ) 中 分 出 q 
升 油 ( 酒 /水 )，a 宇 btc-1，a-b-c 二 4<a。” 为 一 个 (a, b, c: q) 问 题 。 

a-dbtc( 即 a-b-c<q) 的 要 求 是 为 了 保证 在 大 桶 留 下 qd 升 油 ( 酒 /水 ) 后， 多 出 
来 的 ao-d 升 油 〈 酒 /水 ) 有 地 方 可 放 。 

不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 GCD(b, c)=1。 

可 以 给 出 (a, b,c; 加 问题 的 两 个 通用 方法 。 

方法 4 
倒 油 方法 只 允许 :大 桶 二 中 桶 ， 中 桶 二 小 桶 ， 小 桶 二 大 桶 
车 中 桶 已 空 ， 则 从 大 桶 中 将 油 倒 满 中 桶 。 车 未 达到 目标 ， 则 进行 步 又 2 
车 小 桶 未 满 且 中 桶 有 油 ， 则 从 中 桶 中 倒 油 入 小 桶 
车 小 桶 已 满 ， 则 从 小 桶 中 将 油 倒 入 大 桶 。 若 未 达到 目标 ， 则 返回 步骤 1 


能 够 做 到 步骤 1 中 的 “ 倒 满 ”实际 上 是 由 a 三 btc-1 保证 的 。 如 果 a<ptc-1， 例 如 
(6, 5, 3) 的 情况 ， 则 进行 到 (6, 0, 0)>(1, 5, 0)->(1. 2. 3)->(4. 2, 0)-> (4, 0, 2) 后 , 方法 1 无 法 
进行 下 去 。 

【 例 A.3】 (10, 7, 3; 5) 的 解决 方法 如 图 A.1 所 示 。 

方法 2: 

0 ， 倒 油 方法 只 允许 : 大 桶 二 小 桶 ， 小 桶 二 中 桶 ， 中 桶 二 大 桶 

1 ”车 小 桶 已 空 ， 则 从 大 桶 中 将 油 倒 满 小 桶 。 若 未 达到 目标 ， 则 进行 步骤 2 


WhPPDO 


对 
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2 ” 若 中 桶 未 满 且 小 桶 有 油 ， 


则 从 小 桶 中 倒 油 入 中 桶 


3 ”车 中 桶 已 满 ， 则 从 中 桶 中 将 油 倒 入 大 桶 。 若 未 达到 目标 ， 则 返回 步骤 1 
让 ~ 
步骤 2 AAS 
fo | 
了 
D 天 加 
(b) 
i 
A 步骤 3 内 
(e) 
信 人 
oo 步骤 1 
GES A | 
> oOo 
| 国 
局 \ 图 
(g) (h) (0) 
图 A.1 例 A.3 用 图 


能 够 做 到 步骤 1 中 的 “ 倒 满 
5, 4) 的 情况 ， 则 进行 到 (6, 0, 0)->(2, 0, 9)->(2, 4. 0) 后 ， 方 法 2 无 法 进行 下 去 。 


【 例 A.4】 


(10, 7, 3; 5) 的 解决 方法 如 图 A.2 所 示 。 


接 下 来 解释 这 两 个 方法 的 合理 性 。 
将 中 桶 和 小 桶 看 作 一 个 整体 系统 ， 而 最 终 目 标 就 是 在 该 系统 里 留 下 a-d 升 油 。 


方法 1 的 步骤 1 相当 于 在 系统 里 “+8”， 步 又 3 相当 于 在 系统 里 “-c”， 


系统 内 部 变化 。 


(@)、() 表 示 “-3”。 


”实际 上 是 由 a 三 btc-l 保证 的 。 如 果 a<btc-1, 例如 (6， 


而 步骤 2 是 


例如 图 A.1 就 对 应 于 2x(+7)+3x(-3)=10-5， 其 中 (a)、(g) 表 示 “+7”，(c)、 


方法 2 的 步骤 1 相当 于 在 系统 里 “+c”， 步 骤 3 相当 于 在 系统 里 “-b”， 而 步骤 2 是 
系统 内 部 变化 。 例 如 图 A.2 就 对 应 于 4x(+3)+1x(-7)=10-5, 其 中 (a)、(c)、(e)、@) 表 示 “+3”， 


附录 A 综合 性 研讨 专题 \gp/ 


(加 表示 “-7”。 


(g) (h) (0) 
图 A.2 例 A.4 用 图 


这 其 实 就 是 斐 罚 等 式 sb+t(-c)=a-d 和 s(-b)+ttc=a-d。 

由 于 a-qd>0>(b-1)(-c-1)>b(-c)-b-(-c), a-d>0>(c-1)(-b-1)>c(-b)-c-(-b), GCD(b, 
-c)=GCD(-2，c)=1， 由 定理 A.3 方程 sb+t(-c)=a-d 和 方程 s(-b)+tc=a-q 都 一 定 存 在 非 负 

如 果 (so, 如) 是 一 组 非 负 特 解 ， 则 通 解 是 s=so+ck， 太 io+pk， 其 中 大 是 整数 ， 易 见 存在 
最 小 非 负 解 。 

【 例 A.S】 变化 的 泊 松 分 酒 问题 某 人 有 12 品 脱 美酒 ， 但 只 有 一 个 8 品 脱 和 一 个 5 
品 脱 的 容器 ， 问 怎样 才能 分 出 6 品 脱 的 酒 。 

由 4x(+8)+4x(-5)=12-0 和 4x(+5)+1x(-8)=12-0 可 以 得 到 分 酒 的 两 种 方法 ， 如 表 A.1 
所 示 。 
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表 A.1 例 A.5 用 表 


: 


备注 
0 0 0 0 +5 
8 0 0 5 
六 党 要 0 所 
3 0 尝 5 
0 3 8 区 -8 
8 E 0 2 
6 5 0 +5 
6 0 吧 5 
1 5 7 0 5 
1 0 7 5 
0 1 
8 1 
[| 
0 
4 


wm|lo 
2 


【 例 A.6】 ”部 分 不 满足 a 三 btc-l 的 问题 也 可 使 用 这 两 个 方法 解决 。 例 如 【 俄 ) 别 
莱 利 曼 《 趣 味 几 何 学 》 中 的 问题 : 一 只 水 桶 可 容 12 榴 水 ， 还 有 两 只 空 桶 ， 一 只 容量 为 9 
构 ， 另 一 只 为 5 构 ， 怎 样 利 用 这 两 只 空 桶 来 把 这 大 水 桶 中 满 盛 的 水 分 做 两 半 ? 

解 . 由 3x(+5)+1x(-9)=12-6 可 以 得 到 分 水 的 一 种 方法 ， 如 表 A.2 所 示 。 

表 A.2 例 A.6 用 表 


备注 


4 


So 


ool-|~|oclo|lululol|o 
olulo|l-|-iulo|lu 


A.1.3” 登 阶 问题 


有 一 个 n 阶 的 台阶 ， 只 允许 向 上 登 p 阶 或 者 向 下 走 gq 阶 。 那 么 从 地 面 开 始 ， 是 否 可 
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以 登 上 台阶 顶部 ? 


这 个 问题 似乎 只 要 求解 方程 pst+(-q)=n 的 非 负 整数 解 即 可 。 但 实际 上 情况 复杂 得 多 ， 
例如 p=7, gq=4 时 ， 虽然 1x7+1x(-4)=3， 但 是 显然 不 可 能 登 上 只 有 3 阶 的 台阶 顶部 ; 虽然 
3x7+3x(-4)=9， 但 是 依然 不 存在 登 上 9 阶 台阶 顶部 的 方法 。 

断言 : 假设 每 次 只 允许 向 上 登 p 阶 或 向 下 行 g 阶 ，GCD(p, 9)=1。 如 果 台 阶 阶 数 至 少 
PH+g-1， 则 一 定 可 以 登 项 ， 而 且 这 个 界 是 “ 紧 的 >， 即 台阶 阶 数 为 ptg-2 时 有 可 能 无 法 
登 顶 。 

【 例 A.7】 台阶 恰好 n=9=(7+4-1)-1 阶 ， 则 只 允许 向 上 登 7 阶 、 向 下 行 4 阶 是 无 法 
做 到 的 。 

假设 台阶 恰好 n=p+g-1 阶 ， 只 允许 向 上 登 p 阶 ， 向 下 行 g 阶 ,GCD(p, g)=1, 可 以 将 
“ 登 到 第 大 阶 (1k<ptq-1)” 这 一 问题 转化 为 一 个 分 油 问 题 。 当 p>q 时 ， 转 为 只 使 用 方 
法 1 的 (n,p, gq; p+g-1- 且 问题， 当 p<g 时 ， 转 为 只 使 用 方法 2 的 (n, q,p; pt+g-1- 及 问题 。 

【 例 A.8】 p=7，gq=4 的 情况 见 图 A.3(a); p=4，g=7 的 情况 见 图 A.3(b)。 


图 A.3 登 阶 问题 示例 


【 例 A.9】 表 A.l 的 左 半 部 分 方法 1 的 “备注 ” 栏 给 出 了 “ 共 12 阶 ， 只 允许 向 上 
登 8 阶 , 向 下 行 5 阶 , 如 何 登 项 ? ”的 一 个 解决 方法 : 上 8(8)、 下 5G3)、 上 8(11)、 下 5(6)、 
下 5(1)、 上 8(9)、 下 5(4)、 上 8(12); 而 表 A.1 的 右 半 部 分 方法 2 的 “备注 ”给 出 了 “ 共 
12 阶 ， 只 允许 向 上 登 5 阶 、 向 下 行 8 阶 ” 的 一 个 解决 方法 : 上 5(5)、 上 5(10)、 下 8(2)、 
上 5(7)、 上 5(12)。( 括 号 中 表示 所 在 阶 的 位 置 ， 地 面 记 为 0。) 

当 台 阶 阶 数 超过 ptg-1 时 ,例如 阶 数 n=ptg-1+5,5 三 ptq-1, 可 以 先 利用 第 1 一 pHqg-1 
阶 台阶 到 达 位 置 5， 之 后 再 从 位 置 5 到 达 位 置 (间隔 共 p+g-l 阶 )。 

( 转 为 分 油 问 题 , 相当 于 先 分 出 5 升 油 在 中 桶 和 小 桶 中 , 之 后 将 中 桶 和 小 桶 的 油 倒 在 
地 上 或 河 里 ， 然 后 再 分 出 来 ztqg-1 升 油 。) 

一 般 地 讲 ， 假 设 台阶 阶 数 为 m=(p+g-1)+ts(s 宇 0)， 则 可 以 按 如 下 步骤 登 顶 : 

(1) 利用 第 0 阶 到 第 ptg-l1 阶 ， 到 达 位 置 s mod p。 

(2) 再 向 上 合 s/p] 次 ， 到 达 位 置 (s mod p)+pxL slp 上 上 s。 
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(3) 从 位 置 s 出 发 登 顶 到 达 位 置 m (间隔 共 p+q-1 阶 )。 
A.1.4 人 台球 问题 


假设 台球 桌 是 一 个 axz 的 矩形 〈 如 图 A.4 所 示 )， 不 失 一 般 性 地 假定 GCD(a, 5)=1， 
假设 球 桌 在 坐标 (0, 0)、(a, 0)、(0, b)、(a, b) 位 置 有 4 个 球 洞 。 台 球 的 位 置 在 (x, y))， 其 中 
整数 x、y 满足 0 三 x<a，0 夺 y<b。 球 只 允许 以 朝 右 斜 上 45” 击 出 ， 球 磁 到 桌 边 后 反弹 。 


co Dab) 


个 


4A=(0, 0) 过 B 
图 A.4 台球 桌 
【 例 A.10】 a=3，b=5，x=0，y=0 时 (很 靠近 球 洞 4， 但 是 不 在 球 洞 中 )， 通 过 图 
A.5 可 以 看 出 ， 以 桌 边 为 轴 的 连续 镜像 的 反射 可 以 将 球 的 前 进 轨迹 连接 为 直线 ， 台 球 在 
击 碰 桌 边 5-1+3-1=6 次 后 落 入 球 洞 D。 


A=(0, 0) B 4A 
A.5 “台球 问题 示例 


对 于 一 般 情况 ， 图 A.6 表明 该 问题 相当 于 求解 方程 sat(a-x)=tb+(b-y)， 即 
satt(—b)=(b—y)-(a—x)。 

由 于 ((b6-y)-(a-x))-a(-b)tat+(-b)=abtx-y=(a-1)btx+(b-y)>0， 根 据 定理 A.3， 该 方程 
存在 非 负 整 数 解 。 如 果 (so, 如 是 一 组 非 负 特 解 ， 则 通 解 是 s=sotck， 廊 totbk， 其 中 此 是 整 
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数 ， 易 见 存在 最 小 非 负 解 (s1, 1)。 

从 直观 上 讲 ， 台 球 要 向 上 穿 过 个 “镜像 "台球 桌 ， 而 每 次 “ 穿 过 ”都 相当 于 与 水 平 桌 
边 碰撞 并 反弹 ， 台球 要 向 右 穿 过 si 个 “镜像 ”台球 桌 ， 而 每 次 * 穿 过 "都 相当 于 与 垂直 桌 边 
碰撞 并 反弹 ， 因 此 台球 在 碰撞 桌 边 si+t 次 后 落 入 某 球 洞 。 


Sat(a—x) 


图 A.6 台球 问题 解法 


例如 x=0, y=0 时， 方程 为 sat(a-x)=tb+(b-y)， 即 (s+1)a=(tt+1)bp， 由 于 GCD(a, b)=1， 
因此 最 小 非 负 解 为 s=b-1，t.=a-1， 台 球 在 碰撞 桌 边 atb-2 次 后 落 入 球 洞 。 


A.2 ”基于 模 运 算 的 校 验 码 


【关键 词 】 模 运算 ， 求 余 ， 素 数 
A.2.1 EAN-13 码 


UPC (Universal Product Code， 统 一 商品 代码 ) 即 通常 讲 的 “条 形 码 ”。 美 国 的 乔 。 
伍德 兰 德 (Joe Woodland) 和 贝 尼 . 西 尔 佛 (Beny Silver) 两 位 工程 师 最 早 研究 用 条 形 码 
表示 食品 项 目 以 及 相应 的 识别 系统 设备 ,并 于 1949 年 获得 了 美国 的 专利 .UPC 人 码 共有 A、 
B、C、D、E5 种 版 本 。 

EAN (European Article Number， 欧 洲 物品 编号 ) 条 码 是 欧洲 的 国际 物品 编码 协会 
(International Article Numbering Association) 制定 的 一 种 条 码 ， 是 在 UPC-A 标准 的 基础 
上 建立 的 。EAN 条 码 符号 有 标准 版 和 缩短 版 两 种 ， 标 准 版 由 13 位 数字 构成 ， 又 称 为 
EAN-13 码 ， 缩 短 版 由 8 位 数字 构成 ,又 称 为 EAN-8 码 。 两 种 条 码 的 最 后 一 位 为 校 验 位 ， 
1 前 面 的 12 位 或 7 位 数字 计算 得 出 。 我 国 于 1991 年 加 入 EAN 组 织 。 

。 EAN-13 码 由 前 级 码 、 生 产 厂商 代码 (厂商 识别 码 )、 商品 项 目 代 码 和 校 验 码 组 成 。 

。 前 级 码 是 国际 EAN 组 织 标识 各 会 员 组 织 的 代码 ， 我 国 为 690~695。 

。 变 长 的 生产 厂商 代码 是 EAN 编码 组 织 分 配给 厂商 的 代码 。 

。 商品 项 目 代码 由 厂商 自行 编码 。 

。 校 验 码 ， 只 有 一 位 ， 取 值 范围 为 0 一 9， 目 的 是 校 验 代码 的 正确 性 。 计 算 方法 是 
用 1 分 别 乘 以 EAN-13 的 前 12 位 (位 数 从 左 到 右 为 1 一 12) 中 的 奇数 位 ， 用 3 乘 


\ 
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以 偶数 位 ， 二 者 求 和 得 到 结果 S， 然 后 校 验 码 为 10-(S mod 10)。 换 言 之 , 用 1 分 
别 乘 以 EAN-13 的 所 有 奇数 位 (位 数 从 左 到 右 为 1~13)， 用 3 乘 以 全 部 偶数 位 ， 
二 者 的 和 是 10 的 倍数 。 
【 例 A.11】 以 条 形 码 6940211890004 为 例 。 此 条 形 码 分 为 4 个 部 分 。 
第 一 部 分 : 国家 和 地 区 代码 ，1 一 3 位 ， 该 条 码 的 694 是 中 国 的 国家 代码 之 一 。 
第 二 部 分 和 第 三 部 分 是 生产 厂商 代码 及 厂 内 商品 代码 ， 对 应 该 条 码 的 021189000。 
第 13 位 : 共 1 位 ， 由 694021189000 计算 得 来 ， 过 程 见 表 A.3。 
表 A.3 EAN-13 码 示例 


9|14|0|2 1 3; S 10-(Smod 10) 
27 4 0 2 3 24 76 4 
A.2.2 ”新 版 国际 标准 书号 ISBN-13 


新 版 国际 标准 书号 (International Standard Book Number，ISBN) 由 13 位 数字 组 成 ， 
并 以 4 个 连接 号 或 4 个 空格 分 隔 为 5 组， 每 组 数字 都 有 固定 的 含义 。 

第 一 组 : 978 或 979。 

第 二 组 : 国家 、 语 言 或 区 位 代码 (例如 中 国 为 978-7， 表 示 汉 语 )。 

第 三 组 : 出 版 社 代码 , 由 各 国家 或 地 区 的 国际 标准 书号 分 配 中 心 分 配给 各 个 出 版 社 。 

第 四 组 : 书 序 码 ， 是 该 出 版 物 的 代码 ， 由 出 版 社 具体 给 出 。 

第 五 组 : 校 验 码 ， 只 有 一 位 ， 计 算 方 法 与 EAN-13 相同 。 

【 例 A.12】 某 图 书 的 ISBN 为 978-7-100-06938-0， 其 中 978-7 表示 汉语 ，100 表示 
出 版 社 为 商务 印 书馆 ，06938 为 图 书 的 代码 。9+8+1+0+6+3=27，3x(7+7+0+0+9+8)=93， 
于 是 校 验 码 为 10-((27+93) mod 10)=0。 


A.2.3 第 二 代 身 份 证 
1984 年 4 月 6 日 国务 院 发 布 《 中 华人 民 共 和 国 居 民 身份 证 试行 条 例 》， 并 且 开 始 颁 
发 第 一 代 居 民 身 份 证 。2004 年 3 月 29 日 起 ， 中 国正 式 开始 为 居民 换 发 第 二 代 居 民 身 份 
证 ， 其 编码 方法 如 表 A.4 所 示 。 
表 A.4 第 二 代 居 民 身份 证 编码 方法 


出 生日 期 码 顺序 及 性 别 码 | 校 验 码 


其 中 ， 第 1、2 位 数字 表示 所 在 省 (直辖 市 、 自 治 区 〉 的 代码 (例如 北京 市 为 11)， 
第 3、4 位 数字 表示 所 在 地 级 市 (自治 州 )》 的 代码 ， 第 5、6 位 数字 表示 所 在 区 (县 、 自 
治 县 、 县 级 市 ) 的 代码 ,第 7 一 14 位 数字 表示 出 生年 月 日 , 第 15、16 位 数字 表示 所 在 地 
的 派出 所 的 代码 ， 第 17 位 数字 表示 性 别 (奇数 表示 男性 ,偶数 表示 女性 )， 第 18 位 数字 
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是 校 检 码 (由 前 17 位 计算 得 来 )。 
为 表述 方便 ， 将 身份 证 的 18 位 数 自 左 而 右 记 作 Ky, Kie…, Ki, Ko。 
校 检 码 的 计算 方法 符合 ISO/TEC 7064:2003， 具 体 如 下 : 


1. 将 前 17 位 数 分 别 乘 以 不 同 的 系数 。 从 左 至 右前 17 位 的 系数 (网 ?7， 了 网 er…， 了 现 ) 分 别 为 : 
7, 9; 10, 5, 8, 4, 2, 1, 6, 3, 7; 9，10，5，8，4，2 (可 以 看 出 的 =27 mod 
LY 

2. ”将 这 17 个 数字 和 系数 相 乘 的 结果 累加 后 模 11 求 余 。 
余数 0，1，2，3，4，5，6，7，8，9，10 分 别 对 应 (相当 于 下 述 公 式 中 的 函数 户 
的 校 验 码 为 1，0，X，9，8，7，6，5，4，3，2。( 即 校 验 码 与 余数 的 和 模 11 余 1， 
X 代 表 10) 


17 17 
这 个 计算 方法 使 用 公式 表示 就 是 ,FJ(C2> ,K xW mod 1D=(2- ,KxW)mod 和 入 
二 =1 


=1 


17 
是 》 Kx2 =1(mod 11)。 
i=0 


【 例 A.13】 某 (虚拟 ) 身份 证 号 的 前 17 位 为 11010420180915195， 最 后 一 位 校 验 
码 的 计算 过 程 见 表 A.5， 再 通过 查询 表 A.6 即 得 校 验 码 是 2。 


表 A.5 例 A.13 用 表 1 


[ehsi san polls els a fla | sm | su mod ll 
[ollol sz os lolol snes 


719hol ss zlls ol sls 2 10 
[7|9|o|slolslalolel2solsliol2slslaclo| 


表 A.6 例 A.13 用 表 2 


s |"%|1|l2 aslils|ls|l7lsl9 an 
站 |1|olxllsl7 lslsl4ls|l: 


第 二 代 身 份 证 的 验证 码 可 以 发 现 1 个 字符 的 错误 。 假 设 某 个 ;被 错 抄 成 K，(0<j 


和 17)， 则 > KxZ KD = TERT 4K RK) 14 (KK))x2 (mod 11), 
0 


i=0#] i= 


1 于 11 是 素数 ， 而 且 2 和 (及 一 Kj ) 都 与 11 互 素 ， 所 以 (K; -KK; )x27 冯 0mod11， 即 不 


Ld 
可 能 有 》，K;x2'+K;x2/ =1(mod11) ， 于 是 无 法 通过 验证 。 
i=0,i#j 


第 二 代 身份 证 的 验证 码 可 以 纠正 1 个 已 知 位 置 的 错误 。 假 设 某 个 ;被 错 抄 成 K，(0 


j 夺 17 已 知 )， 则 yy ExT HRT TK (KEK) 14 (KK)x2 


i=0.i# 0 


时 
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Wy 
(mod 11), Rb-| 忆 -| > sixty -| mod 11。 
i=0,i#J 


第 二 代 身 份 证 的 验证 码 可 以 发 现 2 个 相 邻 字符 的 颠倒 错误 .假设 某 个 K; 和 天 ) 被 抄 
颠倒 了 (0<j<16，K, KK), )， 则 
a 
Kx2 +Knx2 +K x2" 


i=0,i#j.i#J+1 
三 > Kx2 +(K;—Kin)x(27! —27 
一 下 


=1+(K) -Kajx27anodl1D) 
由 于 11 是 素数 ， 而 且 2 和 及 -Kj 都 与 11 互 素 , 所 以 (天 -Kjn1)x27 #0 mod11， 
即 不 可 能 通过 验证 。 


A.3 应 用 铝 梨 原理 的 纸牌 魔术 二 则 ?” 


【关键 词 】 铀 梨 原理 ， 模 运算 ， 全 排列 
本 节 通 过 两 个 精彩 的 纸牌 魔术 介绍 铝 梨 原理 的 应 用 。 


A.3.1 纸牌 魔术 A 


1. 魔术 简介 

魔术 师 邀 请 一 位 不 知情 的 观众 从 一 副 标 准 的 扑克 牌 〈52 张 ) 中 随机 选 出 5 张 牌 。 这 
位 观众 把 它们 展示 给 魔术 师 的 助手 ， 但 不 向 魔术 师 展 示 。 助 手 看 过 这 5 张 牌 后 ， 从 中 选 
择 4 张 ， 并 按照 一 定 的 顺序 逐一 展示 给 魔术 师 看 。 魔 术 师 便 可 以 说 出 第 5 张 纸牌 的 花色 

2. 魔术 揭秘 

助手 只 能 按照 某 种 次 序 展示 其 中 的 4 张 纸牌 , 以 此 来 向 魔术 师 传递 第 5 张 牌 的 信息 ， 
具体 而 言 就 是 第 5 张 牌 的 花色 和 点 数 。 

(1) 注意 到 在 任意 5 张 纸牌 中 都 必然 有 两 张 牌 花色 相同 〈 铀 策 原 理 )。 助 手 向 魔术 师 
展示 的 第 一 张 牌 就 是 这 两 张 牌 中 的 一 张 ， 这 事实 上 就 告诉 了 魔术 师 第 5 张 牌 的 花色 。 而 
假如 两 张 牌 是 aA3 和 J 时， 助手 要 选择 哪 一 张 向 魔 术 师 展示 ， 是 必须 选择 其 中 的 某 一 张 
还 是 随意 一 张 都 可 以 ? 这 个 选择 是 要 由 第 5 张 牌 的 点 数 决 定 的 。 

(2) 确定 第 5 张 牌 的 点 数 。 

按 顺 时 针 方 向 将 同一 套 花 色 的 扑克 牌 从 A(1) 到 (1)、Q(12) 和 K(13) 循 环 编号 ( 即 点 


@ 本 部 分 内 容 引 用 自 Edwin Kwek Swee Hee. Huang Meiizhuo. Koh Chan Swee. Heng Wee Kuan. Applications of the 
Pigeonhole Principle. 2003 Singapore Maths Project Festival (Senior Section). River Valley High School. 
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数 1 排 在 点 数 13 之 后 )， 排 成 一 个 圆 形 序 列 ， 如 图 A.7 所 示 。 


. 
. A 加 
K 2 


虽 
晶 


图 A.7 同 花 色 的 扑克 牌 排 成 一 个 圆 形 序列 


对 于 任意 给 定 的 两 张 纸牌 〈 同 花色 ) 和 了 ， 定 义 distance(X, 了 为 从 了 对 到 了 的 顺 时 
针 距 离 〈 即 (区 区 mod 13)。 例 如 distance(A, 7)=6，distance (7, A)=7。 

distance( 蕊 站 具有 如 下 性 质 : distance(Y, 站 +distance(7Y. 习 =13。( 第 二 次 ) 使 用 铝 梨 原 
理 ， 可 以 得 到 distance(X, 站 三 6 或 者 distance( 工 习 乏 6。 

于 是 回 到 “助手 要 选择 同 花 色 牌 中 的 哪 一 张 向 魔术 师 展示 ”的 问题 ， 回 答 是 : 从 相 
同 花 色 的 对 和 了 两 张 牌 中 ,助手 向 魔术 师 展示 纸牌 邓 而 隐藏 纸牌 7, 使 得 distance(X, 7) 三 
6。 例 如 两 张 同 花 色 纸牌 是 &3 和 J 时， 助手 要 向 魔术 师 展示 %J 而 隐藏 和 3， 这 是 因为 
distance(J, 3)-5， 而 distance(3, J)=8。 

这 事实 上 界定 了 第 5 张 牌 的 范围 (6 种 可 能 )。 例 如 助手 向 魔术 师 展示 牌 a5 时 ， 表 
明 第 5 张 牌 来 自 {A6, 47, 48, A9. 410, a]}。 

(3) 下 面 使 用 第 2、3、4 张 纸牌 来 说 明 第 5 张 纸牌 是 这 6 种 可 能 中 的 哪 一 个 。 

对 于 所 有 52 张 纸牌 进行 编号 (1~52〉 以 便 排 序 ， 如 表 A.7 所 示 。 

于 是 , 任意 3 张 不 同 的 纸牌 都 可 以 “排序 ”为 “大 ”“ 中 ”小 ”由 此 可 以 形成 3!=6 
个 全 排列 ， 一 一 对 应 着 1~6 这 6 个 数值 : 


小 中、 大 6 
小 .大 .中 心 5 
中 、 小 .大 4 
中 、 大、 小 3 
大 、 小 .中 2 
大 、 中、 小心 1 


因此 助手 可 以 通过 给 出 第 2、3、4 张 纸牌 的 一 个 全 排列 来 指 代 1 一 6 中 的 一 个 值 , 于 
是 可 以 由 这 个 值 向 魔术 师表 明 第 5 张 牌 是 6 种 可 能 中 的 第 几 张 。 
最 后 给 出 一 个 完整 的 魔术 示例 ， 假 设 五 张 牌 选择 如 图 A.8 所 示 。 
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表 A.7 52 张 纸牌 的 编号 


? Y 洽 仿 | 和 | 时时 


里 里 YP a A 
A : 里 V9! PY; 的 仿 1 
(编号 46) (编号 37) (编号 35) (编号 30) 


图 A.8 纸牌 魔术 A 示例 
助手 注意 到 w3 和 w7 花色 相同 ， 由 于 distance(3, 7)=4，distance (7, 3)=9， 因 此 助手 选 
择 w3 作为 第 1 张 展示 给 魔术 师 的 纸牌 而 隐藏 w7。7-3=4，4 对 应 的 排列 是 “中 、 小 、 大 ”， 
因此 助手 将 依次 展示 给 魔术 师 A5、。2、*%6。 


A.3.2 ”纸牌 魔术 B 
1. 魔术 简介 
魔术 师 将 点 数 为 A 到 10 的 10 张 纸牌 交 给 一 位 不 知情 的 观众 ， 观 众 随 机 排列 这 10 


张 纸 牌 ( 即 观众 选择 全 排列 之 一 ) 后 ， 面 朝 上 展示 给 助手 〈 但 不 向 魔术 师 展 示 )， 之 后 将 
所 有 纸牌 翻转 ， 背 面 朝 上 按照 原 次 序 排 在 桌面 上 。 助 手 从 中 选择 6 张 ， 并 按照 一 定 的 顺 
序 逐 一 翻 开 展示 给 魔术 师 看 ， 之 后 魔术 师 便 可 以 指出 背面 朝 上 的 4 张 纸牌 的 点 数 。 

2. 魔术 揭秘 

根据 鸟巢 原理 ， 在 1 一 10 的 任 一 个 排列 中 ， 都 存在 长 度 为 4 的 递增 子 序列 或 长 度 为 
4 的 递减 子 序列 〈 参 看 例 1.57)。 
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因此 助手 留 下 的 4 张 牌 就 是 这 个 排列 中 的 一 个 长 度 为 4 的 递增 子 序列 或 长 度 为 4 的 
递减 子 序列 。 
而 到 底 是 递增 子 序列 还 是 递减 子 序列 ， 可 以 由 助手 翻 开 6 张 牌 的 方向 来 “告知 ” 魔 
术 师 一 一 如 果 助手 从 左 向 右 翻转 这 6 张 牌 ， 就 表明 是 递增 子 序 列 ， 如 果 助 手 从 右 向 左 翻 
转 这 6 张 牌 ， 就 表明 是 递减 子 序列 。 

下 面 给 出 一 个 完整 的 魔术 示例 ,假设 观众 按 如 图 A.9 所 示 的 方式 排列 这 10 张 牌 ( 自 
左 而 右 )。 


yy Dd bd bd Dd 单 单 YY bd ba 
3 5 8 10| | A 7 4 2 6 9 
图 A.9 纸牌 魔术 B 示例 


其 中 有 递增 子 序列 3, 5, 8, 10， 也 有 递减 子 序列 10, 7, 4, 2。 如 果 助 手 决 定 使 用 递增 子 
序列 ， 他 留 下 前 4 张 牌 ， 并 且 将 另外 6 张 牌 以 从 左 往 右 的 顺序 翻 开 ， 魔 术 师 意识 到 缺失 
的 4 个 数字 是 3, 5,8 和 10， 而 且 是 递增 的 ; 如 果 助 手 决定 用 递减 子 序列 ， 他 将 印 有 数字 
10, 7, 4, 2 的 纸牌 留 下 ， 并 且 将 另外 6 张 牌 以 从 右 往 左 的 顺序 翻 开 ， 魔 术 师 意识 到 缺失 的 
4 个 数字 是 2, 4, 7 和 10， 而 且 是 递减 的 。 

当 对 52 张 纸 牌 进行 编号 〈 表 A.7) 后 ， 这 个 魔术 还 可 以 引入 更 多 张 数 的 纸牌 、 花 色 
和 点 数 也 可 以 更 加 丰富 。 


A.4 完美 洗 牌 法 


【关键 词 】 置 换 ， 周 期 ;映射 
为 后 续 理 论 的 叙述 方便 ， 将 一 抬 纸 牌 自 上 而 下 从 0 开始 计数 ， 即 自 上 而 下 是 第 0 张 
牌 、 第 1 张 牌 …… 第 50 张 牌 、 第 51 张 牌 。 
交错 式 洗 牌 (riftle) 又 称 为 完美 洗 牌 法 (perfect riffle shuffle) 或 马尾 洗 牌 法 ， 是 一 
种 常见 的 洗 牌 方法 ， 主 要 流程 为 先 将 纸牌 分 成 两 半 (图 A.10(a))), 之 后 使 两 琶 纸 牌 一 张 
叉 一 张 地 交错 受 在 一 起 。 
es 天 顶 


避 


底 
(a) (b) (©) 
图 A.10 完美 洗 牌 法 


完美 洗 牌 法 有 两 种 ， 顶 端的 纸牌 洗 牌 后 仍 在 顶端 ， 称 作 外 洗 法 (图 A.10(b)); 否则 


民 
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(顶端 纸牌 洗 牌 后 处 在 第 1 张 牌位 置 ) 称 作 内 洗 法 (图 A.10(c))。 
图 A.11 是 8 张 纸牌 的 外 洗 法 和 内 洗 法 的 示例 。 其 中 , (a) 为 将 纸牌 分 为 两 半 , (b) 和 (c) 
分 别 为 外 洗 法 和 内 洗 法 的 结果 。 


= 


1 
2 
3 
4 0 4 
5 1 5 
6 全 6 
7 3 了 
(a) 
0 4 
4 0 
1 5 
5 1 
in 4 2 0 3 6 
* 6 1 2 
3 6 3 2 2 
~ 7 3 3 
(b) (c) 


图 A.11 8 张 纸牌 的 外 洗 法 和 内 洗 法 


无 论 外 洗 法 还 是 内 洗 法 ， 都 是 某 位 置 上 纸牌 的 置换 ， 如 图 A.12 所 示 ， 外 洗 法 和 内 洗 
法 的 置换 分 别 为 (a) 和 (b)。 逆 置换 就 是 纸牌 所 在 位 置 的 置换 。 


(a) (b) 
图 A.12 完美 洗 牌 法 下 52 张 纸牌 形成 的 置换 


52 张 纸 牌 的 外 洗 法 置换 的 形式 化 表示 为 : f2i)=i，f2i+1)=26+i，0 志 125; 内 洗 法 
置换 的 形式 化 表示 为 : g(2i+1)=i，g(2i)=26+i，0<i<25。 

(f=2x, 2x<51 时 ; 广 :GD)=2x-51, 2x 过 51 时 。g OO=2x+l, 2x<51 时 ; gs CD)=2x-52， 
2x 宇 51 时 。) 

可 以 将 置换 写作 轮换 的 乘积 ， 如 8 张 纸 牌 的 外 洗 法 (图 A.13(a)) 可 写作 
(0)(142)(356)(7)，8 张 纸牌 的 内 洗 法 (图 A.13(b)) 可 写作 (046731)(25)。 

于 是 可 以 由 轮换 计算 置换 的 周期 : 假设 置换 开 oio05… ok，Gi 的 长 度 为 i， 则 得 到 zt 的 
周期 为 LCM[71, 1.…, 同 。 如 图 A.14 所 示 ，8 张 纸牌 的 外 洗 法 置换 (0)(142)(356)(7) 的 周期 


二 3。 
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0o[1[2[3[4[151617 of [2[3[4[1516l7] 
o14[1T5[21613T7 4|o[5[1[s[z1713|] 
人) (b) 


图 A.13 完美 洗 牌 法 下 8 张 纸牌 形成 的 置换 


[ol1l121314[s[s[7 

[o14111sj2[s[3[7 
wv >, zh 

[ol2141s[[s[s[7 
> 3 次 外 洗 法 

of112[314[sTef7 


图 A.14 8 张 纸 牌 的 外 洗 法 置换 (0)(142)(356)(7) 的 周期 


52 张 纸牌 的 外 洗 法 置换 为 (0)(1, 26, 13, 32, 16, 8, 4, 2)(3, 27, 39, 45, 48, 24, 12, 6)(5, 28， 
14, 7, 29, 40, 20, 10)(9, 30, 15, 33, 42, 21, 36, 18)(11, 31, 41, 46, 23, 37, 44, 22)(19, 35, 43, 47, 
49, 50, 25, 38)(17, 34)(51), 周期 为 8， 即 使 用 外 洗 法 洗 牌 8 次 就 会 将 整 琶 纸牌 恢复 到 最 初 
的 顺序 。 

而 52 张 纸 牌 的 内 洗 法 置换 为 (0, 26, 39, 19, 9, 4, 28, 40, 46, 49, 24, 38, 45, 22, 37, 18， 
35, 17, 8, 30, 41, 20, 36, 44, 48, 50, 51, 25, 12, 32, 42, 47, 23, 11, 5, 2, 27, 13, 6, 29, 14, 33, 16, 
34, 43, 21, 10, 31, 15, 7, 3, 1)， 周 期 为 52， 需 要 52 次 洗 牌 才 会 将 整 琶 纸牌 恢复 到 最 初 的 
顺序 。 

虽然 52 远 多 于 8， 但 和 一 副 牌 的 全 排列 数 52! 相 比 实在 太 微不足道 了 ， 从 置 乱 的 角 
度 上 讲 ,“ 完 美 洗 牌 法 ” 远 非 完 美 ， 然 而 它 在 魔术 中 却 具有 奇妙 的 作用 。 

1954 年 ， 英 国 魔术 发 明 家 埃 尔 姆 斯 利 发 现 ， 可 以 通过 完美 洗 牌 法 将 最 上 面 一 张 牌 洗 
到 给 定 的 任意 位 置 x: 

(1) 将 x 的 值 用 二 进 制 表 示 。 

(2) 自 左 而 右 ， 将 1 看 作 内 洗 法 ， 将 0 看 作 外 洗 法 ， 按 此 顺序 洗 牌 即 可 。 

例如 x=18=(10010)。 如 图 A.15 所 示 ， 经 过 1 次 内 洗 法 、2 次 外 洗 法 、1 次 内 洗 法 、 
2 次 外 洗 法 就 可 将 最 初 位 置 0 的 纸牌 洗 到 给 定 的 位 置 18。 

假设 目标 位 置 x 的 二 进 制 表示 为 515…bk (1 和 56)， 下 面 使 用 归纳 法 证 明 上 述 方 
法 的 正确 性 。 
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EL 213|14|15|6|1718 9 | 10 11|12|113|114|115|116117 118|… 


内 洗 法 


26|o|2z7|1|lz| 2 |z|3|ol4|135s13|6133|7134|8s|35|… 


外 洗 法 


26|3900|13|27|40|1|14|28 41| 2 15| 29|42|31|116|130|143 | 4 


外 洗 法 


26|6|139|119|0|33|13|4|27 7140 20| 1|34|14|47|28|8|4 


内 洗 法 


42|126|22|16|13|39|36|19|16 0 | 49 33 | 30 113|10 |46143127 |23 |… 


外 洗 法 


42[50[26[34122131[6[14[3[113914[36[44[19[2811612410 
图 A.15 用 完美 洗 牌 法 将 第 0 张 牌 洗 到 位 置 18 的 过 程 


证 明 . 大 1 时 很 容易 验证 上 述 方法 正确 。 
户 1 时 ， 设 x/2 上 Fb15…br1， 由 归纳 假设 ， 上 述 方法 可 以 将 最 初 最 上 面 一 张 牌 洗 


到 第 y 个 位 置 。 

车 by 二 1， 则 进行 一 次 内 洗 法 ，g(x)=g(2y+1)=y， 表 明 最 初 最 上 面 的 牌 从 第 yy 个 位 置 洗 
到 了 第 x 个 位 置 。 

若 by=0， 则 进行 一 次 外 洗 法 ，fx)=f2y)=y， 表 明 最 初 最 上 面 的 牌 从 第 y 个 位 置 洗 到 
了 第 x 个 位 置 。 

完成 归纳 法 证 明 。 | 加 | 


A.5 Chomp 游戏 


【关键 词 】 偏 序 关系 ， 策 梅 洛 定理 

Chomp 是 一 个 双人 游戏 ， 有 mxn 块 曲 奇 饼 排 成 一 个 矩形 格 状 ， 称 作 棋 盘 。 两 个 玩家 
轮流 自选 吃 掉 一 块 还 剩 下 的 曲 奇 饼 ， 而 且 要 把 它 右边 和 下 面 所 有 的 曲 奇 饼 都 取 走 ( 如 果 
存在 )。 如 果 不 吃 左 上 角 的 那 一 块 曲 奇 饼 〈 位 置 记 为 (1, D)) 就 没有 其 他 选择 的 玩家 为 失 
败 。 

【 例 A.14】 图 A.16 展示 了 一 个 棋盘 为 4x6 的 Chomp 游戏 的 完整 过 程 : 

(a) 是 初始 情况 。 

(b) 表示 玩家 一 吃 掉 位 置 为 (3, 3) 的 曲 奇 饼 。 

(c) 表示 玩家 二 吃 掉 位 置 为 (1, 4) 的 曲 奇 饼 。 

(d) 表示 玩家 一 吃 掉 位 置 为 (1, 2) 的 曲 奇 饼 。 

(e) 表示 玩家 二 吃 掉 位 置 为 (2, 1) 的 曲 奇 饼 。 

(f) 表示 玩家 一 在 游戏 中 落 败 。 

首先 需要 补充 介绍 一 个 重要 的 结果 。 

1913 年 ， 德 国 罗 辑 学 家 和 数学 家 恩 斯 特 。 策 梅 洛 (Emst Zermelo) 在 论文 Uber eine 
Anwendung der Mengenlehre auf die Theorie des Schachspiels 中 证 明了 策 梅 洛 定理 
(Zermelo’s theorem)， 该 定理 表明 在 二 人 参与 的 游戏 中 ， 如 果 满 足以 下 条 件 : 
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(a) (b) (0) 
Ox 会 © 
XX 
-< xX 
x xX 
(d) (©) (人 


图 A.16 例 A.14 用 图 

(a) 游戏 步骤 有 限 。 

(b) 信息 完备 (可 以 理解 为 参与 者 知道 所 有 与 游戏 相关 的 信息 以 及 本 次 游戏 中 已 发 
生 的 所 有 步骤 和 结果 )。 

(c) 不 会 产生 平局 。 

(d) 每 一 步骤 都 是 确定 性 的 〈 即 运气 因素 并 不 牵涉 在 游戏 中 )。 
则 或 者 先行 一 方 有 必 胜 策略 ， 或 者 后 行 一 方 有 必 胜 策略 。 

策 梅 洛 定理 的 另 一 种 表述 是 : 在 二 人 参与 的 游戏 中 ,如果 游 戏 步 又 有 限 ,信息 完备 ， 
每 一 步骤 都 是 确定 性 的 ， 则 或 者 先行 一 方 有 必 胜 策略 ， 或 者 先行 一 方 有 必 和 策 略 ， 或 者 
后 行 一 方 有 必 胜 策略 。 

定理 A.4 除去 1xl 大 小 的 棋盘 外 ， 对 于 其 他 大 小 的 棋盘 ， 先 手 存在 必 胜 策 略 。 

证 明 . 假设 棋盘 规模 为 mxn。 首 先 ， 游 戏 不 可 能 产生 平局 。 其 次 ， 由 于 每 一 步 移 动 
至 少 吃 掉 1 块 曲 奇 饼干 ， 因 此 不 超过 mn 步 后 游戏 必定 结束 。 

由 策 梅 洛 定理 ， 这 个 确定 性 二 人 有 限 游戏 信息 完备 ， 且 不 存在 平局 ， 则 或 者 先行 一 
方 有 必 胜 策略 ， 或 者 后 行 一 方 有 必 胜 策略 。 

如 果 后 手 有 必 胜 策 略 ， 使 得 无 论 先 手 第 一 次 取 哪 个 曲 奇 饼 ， 后 手 都 能 获得 最 后 的 胜 
利 ， 那 么 现在 假设 先 手 取 最 右 下 角 的 曲 奇 饼 (m,n)， 接 下 来 后 手 可 以 取 某 块 曲 奇 饼 (a, 5) 
使 得 自己 进入 必 胜 的 局 面 。 

事实 上 ， 先 手 在 第 一 次 取 的 时 候 就 可 以 取 曲 奇 饼 (a, 5)， 之 后 完全 模仿 后 手 的 必 胜 步 
又， 迫使 后 手 失败 。 

于 是 产生 矛盾 。 因 此 不 存在 后 手 必 胜 策略 ， 先 手 存在 必 胜 策略 。 要 

注意 ; 这 个 证 明 是 非 构造 性 存在 性 证 明 ， 即 只 是 证 明了 先 手 必 胜 策 略 的 存在 性 ， 但 
没有 构造 出 具体 必 胜 策略 。 

虽然 对 于 一 些 特 殊 的 情况 ， 比 如 棋盘 是 正方 形 、 棋 盘 只 有 两 行 ， 可 以 找到 必 胜 策略 ; 
但 对 于 一 般 情 况 ， 还 没有 人 能 具体 给 出 Chomp 游戏 的 一 般 性 必 胜 策略 。 

Chomp 游戏 还 可 以 做 如 下 变形 : 
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(a) 三 维 Chomp 游戏 。 将 曲 奇 排 成 pxgxr 的 长 方 体 ， 两 个 玩家 轮流 自选 吃 掉 一 块 留 
下 的 曲 奇 饼 ， 若 曲 奇 饼干 为 (i,j, 月 ， 则 也 要 取 走 所 有 满足 p 宇 a 宇 i，g 宇 b 宇 j,，r 宇 ck 的 
由 奇 饼 (a, b, co) 〈 如 果 存 在 )。 

可 以 类 似 地 将 Chomp 游戏 扩展 到 任意 维 , 并 可 以 类 似 地 证 明 , 先 手 都 存在 必 胜 策略 。 

(b) 有 限 偏 序 集 上 的 Chomp 游戏 。 

Chomp 游戏 可 以 推广 到 在 任意 一 个 存在 最 小 元 a 的 有 限 偏 序 集 (S, <) 上 : 两 名 游戏 者 
轮流 选择 5 中 的 元 素 x, 移 走 x 以 及 所 有 S 中 比 x 大 的 元 素 。 失 败 者 是 被 迫 选择 最 小 元 a 
的 玩家 。 

而 且 可 以 证 明 : 传统 Chomp 游戏 〈 曲 奇 饼 摆 放 在 mxn 的 矩形 网 格 中 ) 与 偏 序 集 (S, |) 
上 的 Chomp 游戏 相同 ， 其 中 5 是 p”™ gq" 的 所 有 正 因子 组 成 的 集合 ， 这 里 p 和 g 是 两 个 
不 同 的 素数 。 

假设 (4, <) 和 (B, <) 都 是 全 序 集 ， 则 传统 Chomp 游戏 与 偏 序 集 (4xB, <) 上 的 Chomp 游 
戏 相同 。 


A.6 麻 花 办 


【关键 词 】 群 ， 群 的 运算 
“你 那 美丽 的 麻花 关 / 缠 呀 缠 住 我 心田 / 叫 我 日 夜 地 想念 / 那 段 天 真 的 童年 ” 
郑智化 《麻花 办 子 》 
麻花 辫 是 一 种 发 型 ， 把 头发 分 成 3 股 交叉 扎 起 来 形成 像 麻 花样 的 因子: 
(1) 把 头发 分 成 三 股 。 
(2) 把 最 左边 〈 右 边 ) 一 股 头发 从 上 面 压 到 中 间 一 股 和 右边 (左边 ) 一 股 之 间 
(图 A.17(a)、())。 
(3) 如 果 还 需要 继续 编 辫 子 ， 则 再 把 最 右边 〈 左 边 ) 一 股 头发 从 上 面 压 到 中 间 一 股 
和 左边 〈 右 边 ) 一 股 之 间 (图 A.17(b)、(d))。 
(4) 如 果 还 需要 继续 编 溺 子 则 返回 步 又 2。 
(5) 最 后 头发 编 完 ， 用 头 绳 〈 或 皮 筋 、 绑 线 带 ) 扎 住 〈 图 A.17(e))。 


(9) (b) (9) (d) 
图 A.17 编 麻花 状 方 法 
但 为 什么 无 论 古今 中 外 , 编 麻花 洲 的 方法 如 此 单一 , 都 是 上 述 操 作 序 列 不 断 重复 (或 
者 左右 镜像 ) ? 
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先 看 最 简单 的 情况 : 头发 只 分 为 一 股 ， 梳 为 马尾 辫 即 可 。 
如 果 头 发 只 分 为 两 股 ， 则 只 有 图 A.18 所 示 一 种 编 辫 子 方式 〈 或 者 左右 镜像 )， 实 际 


:就 是 搓 麻 绳 的 方法 。 - 
8 由 
N 


图 A.18 ”两 股 头发 的 编 辩 方 法 
再 讨论 头发 只 分 为 两 股 时 最 简单 的 情况 (交叉 0 次 或 1 次 )， 如 图 A.19 所 示 ，3 种 


情况 分 别 记 为 e、a 和 b。 


图 A.19 ”有 作为 而 加 最 简单 的 全 


下 面 来 看 交叉 至 多 两 次 的 情况 ， 如 图 A.20 所 示 是 图 A.19 的 9 种 组 合 形式 ， 采 用 。 
表示 “上 下 连接 ”。 


a=a eob= 人 aoee=d 本 bee=b asd asb=e bob 
图 A.20 只 分 为 两 股 且 交 叉 至 多 两 次 


容易 看 出 eee=e、esa=aq、esb=b、arse=a、bre=b、arb=e、bea=e。 因 此 可 以 将 “。” 视 作 

G 上 的 可 交换 的 运算 ， 其 中 G={ 所 有 由 e、a、b。 组 成 的 有 限 长 度 的 串 ， 字 符 之 间 的 连接 
表示 “”}, 则 (G, 9) 构 成 一 个 群 其 中 e 是 单位 元 ,a 和 4b 互 为 逆 , 由 此 可 知 G={e}U falie2 
U folie Z*} ={alieZ}， 事 实 上 G 是 一 个 循环 群 ，a' 中 i 的 正 负 对 应 编 麻 绳 的 两 种 (对 


称 ) 方式 (i=0 时 就 是 “不 编 ”)。 
【 例 A.15】 aeabbaaebaa 表示 图 A.21(a)， 实 际 上 可 以 通过 ae(ab)(ba)ae(ba)a 化 简 
为 四， 即 为 图 A.21(b)。 


(b) 
图 A.21 例 A.15 用 图 


所 以 头发 只 分 为 两 股 时 ，( 本 质 上 ) 只 有 一 种 编 辫子 方式 。 
如 果 头 发 分 为 3 股 , 最 简单 的 情况 (交叉 0 次 或 1 次 ) 如 图 A.22 所 示 , 有 5 种 情况 。 


川 电 器 著 允 


图 A.22 ”头发 分 为 3 股 时 最 简单 的 情况 


依然 令 G={ 所 有 由 e、a、an、b、b" 组 成 的 有 限 长 度 的 串 , 字符 之 间 的 连接 表示 “。}， 
则 (G, 5) 同样 构成 一 个 群 。 

下 面 来 分 析 头 发 分 为 3 股 时 “通常 意义 上 的 美观 ”的 辫子 会 是 什么 样子 , 考察 < 关子” 
其 实 也 就 是 考察 G 中 的 一 个 有 限 长 度 的 串 8S， 假 定 8 中 不 会 连续 出 现 aean!、a lea、bep! 
和 blob。 

(1) 以 qe、(B7) 为 例 ， 如 图 A.23(a)、(b) 所 示 ， 会 出 现 “ 一 边 单 股 ， 另 一 边 搓 麻 强 ” 
的 情况 ， 通 常会 认为 这 是 不 美观 的 。 因 此 定义 “通常 意义 上 的 美观 ”的 辫子 为 G 的 一 个 子 
集 下 {SeGIS 中 不 连续 出 现 aa?、 ala、 bb"、 bb、 a (a)、 Bb 和 (b 1}。 

可 以 看 出 ， 从 形式 上 讲 五-{e} 中 的 元 素 形 如 arpra?b?… 或 praip?q?…， 其 中 庄 
证 1 
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(a) (b) 
图 A.23 “一 边 单 股 ， 另 一 边 搓 麻 强 ” 的 情况 


(2) 可 以 验证 : 


aba! = bap! 
ab la! = bab! 
aba=b ap 
a bla=b lab 
abla=b ab 
alba =ba'b 
【 例 A.16】 对 于 aba =bap*， 可 以 参看 图 A.24((a) 和 (b) 实 质 上 都 是 (c))。 
a b 
b er 
a 1 pb! 


(a) (b) (©) 
图 A.24 例 A.16 用 图 


于 是 可 以 得 到 (可 参看 图 A.25，(a) 和 (b) 实 质 上 都 是 (c)): 
abab! =a(ab la !)= a’b a! (出 现 了 a?) 
aba b=a(a ba!)= ba 〈 串 的 长 度 缩短 ) 
aba lb !=a(aba!)= cba (出 现 了 a) 

最 终 可 以 得 到 : 在 { aipia?b*#，pbhaip2q?, 读 j= +l} 共 32 个 元 素 中 ， 除 了 {abab， 
anpnanp ,baba, bap a} 外 ， 其 他 串 或 者 (等 价 地 ) 将 会 出 现 a、 户 、(an'》 和 (5 
的 情况 ， 或 者 串 可 以 化 简 变 短 。 

综合 上 述 两 方面 的 讨论 ,“ 通 常 意义 上 的 美观 ”的 辫子 为 FEFoUHIUEbUHBU， 
其 中 Ho={e}，H={a, 1 bl}, Hs={ab, ab!, alb, alb!, ba, ba'!, bla, Bs 
Hs={aba ,ab ia!, a lba, a ba, ab la,a ba}, Hi-{(ab)’, (aby'a, (ba)”, (ba)’'b, (alp yy’, 
ap Y'all, (ba), (ba yb ,n>1}. 
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太 ! a 
or pr-! 
b a 

a! | a 


(a) (b) (0) 
图 A.25 捉 可 以 化 简 变 短 


可 以 看 出 ， 如 果 编 辫 子 中 的 “交叉 " 数 至 少 是 4 在 现实 中 ， 这 是 一 个 合理 的 条 件 )， 
“通常 意义 上 的 美观 ”的 团子 就 是 琴 中 的 元 素 ， 通 俗 地 讲 就 是 以 下 两 种 情况 之 一 : 
。 a、 5 交替 出 现 的 串 一 一 对 应 之 前 描述 的 编 麻花 着 方法 (或 者 左右 镜像 方法 )。 
。 中 、 交替 出 现 的 串 一 一 对 应 之 前 描述 的 编 麻花 北方 法 的 前 后 翻转 (也 即将 “ 压 
住 男 一 股 头 发 ” 改 为 “被 另 一 股 头发 压 住 ”， 本 质 上 没有 区 别 ， 但 是 在 “ 编 ” 着 
子 时 会 感觉 不 顺手 )。 
上 述 讨论 的 只 是 辫子 群 、 纽 结 理论 的 一 个 初等 应 用 ， 事 实 上 辫子 群 、 纽 结 理论 在 数 
学 、 统 计 力学 、 量 子 力学 、 密 码 学 中 都 具有 非常 重要 的 地 位 和 价值 。 


A.7 ， 伯 恩 赛 德 引 理 与 波 利 亚 定理 ? 
【关键 词 】 置 换 ， 置 换 群 ， 障 集 分 解 ， 拉 格 朗 日 定理 


先 考虑 一 个 “简单 ”的 问题 : 对 2x2 的 方 格 纸 用 黑白 两 种 颜色 着 色 ， 能 得 到 多 少 种 
不 同 的 着 色 方 案 ? 经 过 旋转 使 之 吻合 的 两 种 方案 算是 同一 种 方案 。 


首先 经 过 简单 的 枚 举 可 以 得 到 : 不 考虑 旋转 后 的 “等 价 性 ”时 ， 所 有 的 涂 色 方 案 如 
图 A.26 所 示 。 
图 国力 
| 
Si 5; 5; S$, Ss Se S7 Se 
Sy Sio Si Sl S13 S14 Sis Sie 


A.26 所 有 的 涂 色 方案 


@ 本 节 只 是 比较 通俗 化 的 表述 ， 对 于 更 严谨 和 一 般 性 的 论述 ， 推 荐 读者 查阅 “ 群 对 集合 的 作用 ”“ 稳 定子 群 与 轨 
道 ”等 内 容 。 
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考虑 旋转 的 等 价 性 后 ， 其 中 本 质 上 彼此 相 异 的 着 色 方 案 只 有 图 A.27 所 示 的 6 种 。 


四 国 目 


A.27 ”本质 上 彼此 相 异 的 着 色 方案 


等 都 是 置换 ， 且 构成 一 个 置换 群 G={n, 五 …, 而 } 。 

本 节 将 采用 问答 形式 对 该 问题 进行 分 析 和 解答 。 

问题 1， 什 么 是 “着 色 方 案 ”? 

回答 1: 一 个 着 色 方 案 指 一 个 函数 c: fx, x2, za, zj}->{ 黑 ， 白 }。 也 可 以 将 一 个 着 色 方 
案 写 作 S=(c1, cz, C3, C4)=(C(x1), C(x2), C(x3), C(x4)), 这 也 称 作 一 个 状态 。 

问题 2: 什么 是 “相同 ”的 着 色 方 案 ? 

回答 2: 函数 c 和 c' 称 作 “ 相 同 ” 的 或 者 本 质 上 相同 的 着 色 方案 ， 是 指 存在 一 个 置换 
OE { 石 , 五 …, 而}， 使 得 c。 o=c, 这 时 也 简 记 为 a(S)=S", 其 中 , S=(c(x1), c(x2), c(x3), c(x4)); 
S'=(c'(x1)，c'(x2)，c'(x3)，c'(x4))。( 注 意 这 时 a1(S")=5， 因 此 “相同 ”不 具有 “方向 性 ”。) 
图 A.28 是 一 个 具体 例子 。 在 (a) 中 ，c3。 w=cs，c3 与 c2 是 本 质 上 相同 的 着 色 方 案 ; 
(b) 为 ($2)=S3。 此 时 也 记 作 S-S'。 


@|® 于 IO |OI@ @|®@|,®” |@I® 
[ > [ > = mm | 
@|@| 顺 时 针 旋转 90" | 人 @|@ 加 |@@ ©O|® 0O|® 
(a) 
旋转 90* 

5, $y 


(b) 
A.28 本质 上 相同 的 着 色 方案 


可 以 定义 着 色 方案 状态) 上 的 关系 R，(S, 5S')eR 当 且 仅 当 $ 可 以 由 旋转 8 得 到 ， 
则 可 以 证 明 R 是 等 价 关 系 ， 与 着 色 方案 (状态 ) S 本 质 上 相同 的 着 色 方 案 〈 状 态 ) 全 体 
是 $ 所 在 的 等 价 类 [S]。 
问题 3: 以 图 A.29 为 例 ， 有 的 置换 使 得 着 色 方案 5; 本 质 上 不 发 生变 化 〈 称 之 为 5 
的 一 个 稳定 置换 )， 这 样 的 置换 有 什么 性 质 ? 
旋转 180” 


A.29 稳定 置换 
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回答 3: 很 容易 看 出 使 得 着 色 方案 5 不 发 生变 化 的 置换 是 {a, 五 …, 大 的 子 群 ( 称 
之 为 8 的 稳定 子 群 )， 记 之 为 万 。 
在 表 A.8 中 ,如果 zi(5)=5， 则 在 5 所 在 的 行 和 碟 所 在 的 列 的 交叉 处 夯 一 个 “YN”( 为 
清晰 起 见 ， 将 等 价 的 着 色 方案 列 在 一 起 )。 
表 A.8 着 色 方案 与 置换 


5 也 也 凶 也 加 
不 动 顺 时 针 旋 转 90? 旋转 180° 逆 时 针 旋转 90° 
S51 十 y y y y 4 
5 y 1 
un: ， | | | 
s| 肯 |， | | 
S15 y 和 
I 16 2 4 2 


问题 4， 如 果 Sr-S， 五 和 马 之 间 有 什么 关系 ? 

回答 4: 分 3 步 来 回答 这 个 问题 。 

第 1 步 一 一 假设 o(S)=5)，reZi, 则 go reo (S$)=o°d(S)=o(S)=5;， 即 ooro0 Te Zi。 

第 2 步 一 一 如 果 gon oo -=ocwoo071， 则 由 oo。(oonio0 Yo=0o1o(ono0 1)°0, 

得 到 =。 说 明 盛 中 不 同 元 素 r 对 应 着 有 中 不 同 元 素 g。reo“。 这 也 表明 | 有 <| 有 |。 

第 3 步 一 由 于 Sr-S 不 具有 方向 性 , 因此 也 可 以 类 似 地 得 到 | 引入 | 本, 从 而 有 | 用 |。 
问题 $; 和 5; 等 价 的 着 色 方 案 有 多 少 个 (也 就 是 5; 所 在 等 价 类 有 多 少 个 元 素 ，|[5i]| 

的 值 是 多 少 ) ? 
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回答 5: 答案 是 |[sjl=[G:Z]， 分 两 步 来 证 明 。 

第 1 步 一 一 若 Se[5], 则 存在 置换 o 使 得 c(S9-9, 于 是 ac 五 就 是 五 的 一 个 左 陪 集 。 
若 c(S)-S9，r(S)-9， 则 oor(S)=a (GD)-S， 即 creZ， 因 此 acZ 产 rzZ。 这 表明 一 个 
5 唯一 对 应 忌 的 一 个 左 陪 集 。 

第 2 步 一 一 另 一 方面 ,如果 c 乙 是 互 的 一 个 左 陪 集 , 那么 c(S) 就 是 [5 中 的 一 个 元 素 。 

这 两 点 表明 了 [ 结 中 的 元 素 和 Zz 的 左 陪 集 之 间 的 一 一 对 应 〈 例 如 表 A.9)， 立 得 
[GZILS。 


表 A.9 [S 中 的 元 素 和 万 的 左 陪 集 之 间 的 一 一 对 应 


而 古 万 。 男 
不 动 顺 时 针 旋 转 90” | 旋转 180" | 逆 时 针 旋 转 90° 
eol | | 
S3 一 厂 (S2) | 国 目 国语 | | | TL- {TD} 
srag | 二 | mm | nz {mn) 
su Ean)| | | 2 
so | 有 | asorso| | so 2 史 双 
S11=m(S10) 日 到? 而 = 到 且 " 厂 一 TZ10-{D, m} 


问题 6: 对 于 给 定 的 置换 zx， 满 足 x(5)=5 的 着 色 方 案 有 多 少 个 ? 
回答 6: 先 看 图 A.30 所 示 的 3 个 实例 。 


@|®| 五 |@IOD @|®@| |OI@ @I@_nm IOIG@ 

一 二 一 一 > 广 一 一 一 一 一 一 > 广 才 一 一 一 一 > 广 一 

WI | WI | WI WI 
图 A.30 3 个 置换 实例 


(1) za 分 解 为 轮换 的 积 为 古 =(13)C24)， 因 此 如 果 瑟 (9)=S$， 那 么 必然 有 中 和 多 颜色 相 
同 ，@ 和 外 颜 色相 同 ， 中 和 人 @ 颜 色 没 有 关系 ， 中 和 四 颜色 没有 关系 ， 轩 和 @ 颜 色 没 有 关 
系 ，@ 和 @ 颜 色 没有 关系 。 独 立 的 颜色 选择 有 两 个 ， 由 (或 @) 的 颜色 和 @@ (或 @) 
的 颜色 决定 。 

(2) 五 分 解 为 轮换 的 积 为 五 =(1432)， 因 此 如 果 五 (9)=S$， 那 么 必然 有 中、 加、 轿 和 外 
颜色 相同 ， 独 立 的 颜色 选择 只 有 1 个 。 

(3) 元 分 解 为 轮换 的 积 为 m=(1)(2)(3)(4)( 此 处 要 求 将 长 度 为 1 的 轮换 也 全 部 写 出 )， 
因此 如 果 Aa(5)=5， 那 么 @@、 名 、@ 和 @ 的 颜色 彼此 之 间 都 互 不 相同 ， 独 立 的 颜色 选择 有 
4 

可 以 总 结 出 一 般 性 结果 : 如 果 置 换 z 分 解 为 个 轮换 的 积 ， 则 独立 的 颜色 选择 有 大 
个 ， 如 果 可 以 使 用 m 种 颜色 ， 则 一 共有 nt 种 着 色 方案 5 使 得 z(S)=5。 

问题 7: 现在 可 以 回答 最 初 问题 了 吗 ? 

回答 7: 如 表 A.8 所 示 ， 如 果 z(5)=5;， 则 在 $ 所 在 的 行 和 五 所 在 的 列 的 交叉 处 画 一 
个 “Vy”。 于 是 5 所 在 行 的 “VY” 数目 就 是 5; 的 稳定 子 群 加 的 元 素 个 数 | 有 |， 克 所 在 列 的 “Y” 
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数目 是 在 五 下 保持 不 变 的 着 色 方案 个 数 ( 记 之 为 Z7)， 而 最 右 一 列 的 数值 之 和 明显 等 于 最 
下 一 行 的 数值 之 和 ， 即 并 |z| = 六 瑟 。 


下 面 要 证 明 同一 等 价 类 的 着 色 方案 代表 的 各 行 的 最 右 列 的 数值 和 都 是 n。 

考虑 [S， 问 题 4 的 回答 表明 ， 对 于 和 5; 等 价 的 任意 着 色 方案 $i 而 言 ，|ZF|2zW， 即 
5 所 在 行 的 “YN” 数目 等 于 Si 所 在 行 的 “YN” 数目 ， 而 问题 5 的 回答 表明 |[S]F[G:Z]， 这 
就 是 [5] 包 含 的 行 数 。 

所 以 [5 包含 的 各 行 中 “Y” 的 总 数 就 是 行 数 和 每 行 中 “JY” 数目 的 乘积 ， 由 拉 格 朗 日 
定理 即 得 [G:2]x|2=|Gl=n。 

那么 ， 等 价 类 的 个 数 (也 就 是 本 质 上 不 同 的 着 色 方案 数 ) 就 是 表 中 所 有 的 “V” 数 目 
除 以 nn， pA 这 就 是 伯 恩 赛 德 引 理 (Burnsideyx lemma)。 

本 志 


再 由 问题 6 的 回答 知道 ， 假 设 总 共 可 以 使 用 m 种 颜色 ， 而 置换 五 分 解 为 右 个 轮换 的 
积 ， 则 也 =nw ， 于 是 本 质 上 不 同 的 着 色 方案 数 为 二 守 ws ， 此 即 波 利 亚 Pilya) 定理 。 
i=1 
回 到 最 初 的 问题 ， 应 用 波 利 亚 定理 ， 计 算得 到 本 质 上 不 同 的 着 色 方案 数 为 
(24+21+22+21)/4=6 


A.8 顿时 错乱 问题 


【关键 词 】 图 ;支撑 子 图 ， 正 则 图 

顿时 错乱 /即刻 疯狂 〈Instant Insanity) 智力 玩具 由 Franz Owen Armbruster 发 明 ， 并 
于 1967 年 投放 市 场 。 它 包括 4 个 立方 体 ， 每 一 个 立方 体 的 每 一 面 都 染 了 红 、 白 、 蓝 或 绿 
4 种 颜色 之 一 〈 例 如 图 A.31 所 示 ， 其 中 深 色 字 表示 可 见面 ， 浅 色 字 表示 不 可 见面 。)。 


图 A.31 一 个 顿时 错乱 问题 
游戏 的 目标 是 将 4 个 立方 体 堆 起 来 形成 一 个 1x1x4 的 柱 体 , 使 得 无 论 从 前 面 、 后面、 
左面 还 是 右面 都 可 以 看 到 所 有 的 4 种 颜色 。 
首先 可 以 将 立方 体 表示 为 平面 形式 ， 例 如 图 A.32(a) 所 示 的 立方 体 对 应 图 A.32(b) 所 


(b) 
A.32 立方 体 的 平面 形式 
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示 的 平面 形式 。 


图 A.33 给 出 了 图 A.31 所 示 4 个 立方 体 的 一 个 解 ， 灰 底 黑 字 表示 左右 两 面 ， 白 底 黑 
字 表 示 前 后 两 面 。 


下 面 介绍 使 用 图 模型 分 析 顿 时 错乱 问题 的 方法 : 首先 设置 4 个 顶点 及 (红色 )、G( 绿 
色 )、B〔 蓝 色 )、W (白色 ) (图 A.34(a))， 对 于 一 个 特定 的 立方 体 (图 A.34(b))， 在 表 
示 相 对 面 的 颜色 顶点 之 间 连 一 条 无 向 边 ( 图 A.34(c) 一 (e)), 形成 一 个 无 向 图 (图 A.34( )。 
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A.34 ”图 A.32 立方 体 对 应 的 无 向 图 


(注意 : 染色 立方 体 与 无 向 图 不 是 一 一 对 应 的 ， 但 是 这 并 不 影响 本 问题 的 求解 。) 

类 似 地 ， 可 以 得 到 图 A.31 中 其 他 3 个 立方 体 对 应 的 无 向 图 ， 如 图 A.35 所 示 。 

将 4 个 方块 对 应 的 无 向 图 疤 加 起 来 ， 并 对 边 标号 1、2、3、4〔 表 示 边 来 自 哪个 立方 
体 的 无 向 图 ， 来 自 同一 个 立方 体 的 3 条 边 给 予 相同 的 标号 )， 得 到 图 A.36。 
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图 A.35 图 A.31 中 其 他 3 个 立方 体 对 应 的 无 向 图 


如 果 游 戏 的 解 是 存在 的 (如 图 A.33 所 示 )， 那 么 首先 考虑 前 后 两 面 ， 第 1 个 立方 体 
前 后 两 面相 对 颜色 是 R-W、 第 2 个 立方 体 前 后 两 面相 对 颜色 是 W-B, 第 3 个 立方 体 前 后 
两 面相 对 颜色 是 B-G、 第 4 个 立方 体 前 后 两 面相 对 颜色 是 G-R， 这 就 形成 了 有 加 图 G 的 
一 个 有 4 条 边 的 2- 正 则 支撑 子 图 (图 A.37(a))， 而 且 每 条 边 标 号 各 异 。 类 似 地 ， 可 以 得 
到 左右 两 面 对 应 的 子 图 (图 A.37(b))， 而 且 这 两 个 子 图 不 存在 公共 边 。 


(b) 


图 A.36 图 A.31 中 4 个 立方 体 无 向 图 的 全 加 图 G A.37” 侄 加 图 的 两 个 特殊 支撑 子 图 
反之 ， 如 果 给 出 一 个 有 4 个 项 点 且 每 条 边 标 号 各 异 的 2- 正 则 图 ， 就 可 以 给 出 一 种 对 


应 的 码 放 方 式 ,使 得 前 后 面 都 能 看 到 所 有 的 4 种 颜色 .例如 由 图 A.38(a) 可 以 得 到 图 A.38(b) 
所 示 的 方案 。 类 似 地 针对 左面 和 右面 ， 可 以 由 图 A.38(c) 得 到 图 A.38(d) 所 示 的 方案 。 

最 后 将 图 A.38(b) 所 示 的 方案 和 图 A.38(d) 所 示 的 方案 “组 合 ” 即 可 得 到 游戏 的 一 
个 解 。 

在 “组 合 ” 的 过 程 中 唯一 可 能 过 到 的 问题 是 ， 将 图 A.38(b) 和 图 A.38(d) 合 加 后 可 得 
到 图 A.39(a)， 而 如 图 A.39(b) 所 示 的 立方 体 2 则 是 GGWB。 但 是 可 以 在 保证 不 改变 前 面 
和 后 面 的 颜色 的 情况 下 ， 对 换 左面 和 右面 的 颜色 ， 这 只 需要 将 立方 体 2 翻转 180° 即 可 
(图 A.39(c))。 
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图 A.39 构造 一 个 解 


从 前 面 的 讨论 可 以 看 出 ， 对 于 一 个 “顿时 错乱 ”问题 ， 求 解 过 程 如 下 : 

(1) 对 每 个 立方 体 ， 给 出 对 应 的 无 向 图 。 

(2) 得 到 4 个 立方 体 无 向 图 的 县 加 图 G。 

(3) 需要 受 加 图 G 的 两 个 具有 4 条 边 、 没 有 公共 边 且 各 边 标 号 互 异 的 2- 正 则 支撑 子 
图 (使 用 习题 8.197 的 描述 方式 就 是 “G 的 两 个 没有 公共 边 且 各 边 标 号 互 异 的 2 因子 ”)。 

(4) 如 果 步 骤 3 不 能 成 功 ， 则 不 存在 解 ， 否 则 由 两 个 支撑 子 图 构造 一 个 解 。 

【 例 A.17】 求 图 A.40 所 示 的 顿时 错乱 问题 的 一 个 解 。 


以 到 
图 A.40 一 个 顿时 错乱 问题 


找到 图 A.40 中 的 两 个 具有 4 条 边 且 没有 公共 边 的 2- 正 则 支撑 子 图 (图 A.41(a)), 进 
而 可 以 得 到 原 问题 的 一 个 解 〈 图 A.41(b) )。 
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(a) (b) 
图 A.41 例 A.17 用 图 


A.9 抽 芽 游戏 与 抱 子 甘 监 游戏 


【关键 词 】 图 ; 握手 定理 ， 平 面 图 ， 欧 拉 公 式 
A.9.1 抽 芽 游戏 


1. 游戏 规则 描述 

在 20 世纪 60 年 代 ， 康 威 (John Horton Conway) 教授 与 派 特 森 (Michael Stewart 
Paterson) 创造 了 抽 芽 游戏 〈Sprouts) 这 个 二 人 纸 笔 游戏 。 

抽 芽 游戏 的 规则 如 下 : 

(1) 初始 时 ， 纸 上 有 任意 1 个 孤立 顶点 。 

(2) 二 人 轮流 在 图 中 加 上 一 条 边 ( 边 的 两 端 是 两 个 相 异 顶点 或 是 同一 顶点 )， 并 在 新 
增 的 边 上 任意 加 上 一 个 顶点 ， 但 有 如 下 要 求 : 

中 新 增 的 边 不 能 穿 过 任意 已 经 存在 的 边 。 

@ 新 增 的 边 与 自身 不 相交 。 

@ 新 增 的 边 不 经 过 任何 顶点。 

@ 每 个 点 最 多 关联 3 条 边 ( 产 生 自 环 时 记 作 两 条 边 )， 即 图 中 任意 顶点 的 度数 不 能 
超过 3。 

当 图 中 无 法 添加 边 时 ， 游 戏 结束 。 在 初始 的 玩法 中 ， 画 最 后 一 条 边 的 玩家 获胜 ， 也 
可 以 做 相反 的 游戏 规定 ， 即 被 迫 画 最 后 一 条 边 的 玩家 落 败 。 

【 例 A.18】 n=2 时 ， 图 A.42 展示 了 一 次 完整 的 游戏 过 程 ， 实 线 表 示 玩 家 一 ， 虚 线 
表示 玩家 二 ， 空 心 顶点 表示 初始 项 点， 黑色 顶点 表示 度数 达到 3 的 顶点 。 

【 例 A.19】 图 A.43 是 n=3 时 的 一 次 完整 的 游戏 过 程 ， 共 进行 了 8 次 操作 。 

2. 游戏 的 最 多 操作 次 数 

首先 陈述 一 些 基本 事实 和 基本 定义 : 如 果 图 中 存在 某 个 点 的 度数 小 于 等 于 1， 则 至 
少 还 可 以 在 该 点 进行 一 次 操作 一 一 画 一 个 自 环 。 因 此 游戏 结束 时 ， 每 个 顶点 的 度数 或 者 
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A.42 n=2 时 一 次 完整 的 抽 芽 游戏 过 程 


一 一刀 


SR 


(a) (b) (c) 


图 A.43 n=3 时 一 次 完整 的 抽 芽 游戏 过 程 


是 2 或 者 是 3， 称 游戏 结束 时 度数 为 2 的 顶点 为 幸存 顶点 《survivor)， 度 数 为 3 的 顶点 
为 死亡 项 点 。 
下 面 来 证 明 抽 芽 游戏 是 一 个 有 限 步 又 的 游戏 (博弈 )。 


定理 A.S 抽 芽 游戏 必 将 终止 。 
证 明 . 定义 图 中 的 自由 度 (freedom) 为 (顶点 数 x3- 边 数 x2)， 也 就 是 当前 图 中 所 有 
顶点 的 “不 饱和 度 ” 之 和 【点 的 度数 为 3 称 作 饱 和 )。 


由 握手 定理 ， 图 中 的 自由 度 总 是 非 负 的 。 游 戏 初始 的 自由 度 为 3n， 而 每 一 次 操作 都 
使 得 图 的 自由 度 递 减 1 (增加 1 个 项 点 、2 条 边 )， 因 此 操作 不 可 能 无 限 进行 下 去 ， 不 超 
过 32 次 操作 游戏 一 定 终止 。 此 外 注意 到 最 后 一 次 操作 总 会 产生 一 个 新 的 度数 为 2 的 顶点 ， 
因此 自由 度 不 可 能 降 到 0， 换言之 ， 一 次 游戏 的 最 多 操作 次 数 为 3n-1。 

这 个 值 是 确实 可 以 达到 的 ， 例 如 图 A.43 所 示 ; 一 般 情况 可 见 图 A.44。 已 
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图 A.44 抽 芽 游戏 最 多 操作 次 数 的 情形 
3. 游戏 的 最 少 操作 次 数 
下 面 计算 抽 芽 游戏 的 最 少 操作 次 数 。 
游戏 结束 时 ， 每 个 顶点 的 度数 或 者 是 2 或 者 是 3。 假 设 游戏 经 过 m 次 操作 后 结束 ， 
1 于 每 次 操作 都 增加 一 个 项 点 ,将 画 出 的 边 分 为 两 段 ， 所 以 游戏 结束 时 有 m+tn 个 顶点 和 
2m 条 边 。 假 设 游戏 结束 时 有 s 个 幸存 项 点 ， 则 由 握手 定理 有 


2x2m=3x(m+tn-s)+2xs 


整理 可 得 m=3n-s。 

考虑 幸存 顶点 (度数 为 2)， 与 它 相 邻 的 顶点 必定 都 是 度数 为 3 的 〈 和 否则 彼此 之 间 可 
以 再 连 一 条 边 )， 那 么 必定 是 图 A.45 所 示 两 种 情况 之 一 (参看 图 A.42 (e) 的 两 个 幸存 顶 
点 )， 每 一 个 灰色 的 幸存 顶点 都 联系 着 两 个 黑色 的 死亡 顶点 ， 而 且 不 同 的 幸存 顶点 联系 的 
死亡 项 点 彼此 不 同 (否则 这 两 个 幸存 项 点 之 间 可 以 连 一 条 边 , 参看 图 A.46 的 几 种 情况 )。 


(a) (b) 
图 A.45 每 一 个 幸存 顶点 都 联系 着 两 个 死亡 顶点 


(a) (b) (9 (d) 
图 A.46 不 同 的 幸存 项 点 联系 的 死亡 项 点 相同 时 的 情况 


因此 有 st2xs 三 mtn， 代 入 m=3n-s， 可 得 m 宇 2n。 这 表明 游戏 结束 时 ， 一 定 至 少 进 
行 了 2n 次 操作 ， 而 且 这 个 值 是 可 以 取 到 的 ， 如 图 A.47 所 示 。 


OO-0 


A.47 抽 芽 游戏 最 少 操作 次 数 的 情形 
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4. 游戏 的 必 胜 策略 


虽然 根据 策 梅 洛 定理 可 知 ， 抽 芽 游 戏 的 必 胜 策略 必然 存在 ， 但 目前 为 止 ， 尚 只 是 对 
较 小 的 n 值 使 用 计算 机 搜索 得 到 了 具体 的 必 胜 策略 ， 而 无 一 般 性 结果 。 


A.9.2 抱 子 甘蓝 游戏 


1. 游戏 规则 描述 

抱 子 甘蓝 〈Brussels sprouts) 游戏 属于 抽 芽 游戏 的 一 个 变 体 ， 其 得 名 于 “ 抱 子 甘蓝 ” 
这 种 植物 的 外 形 有 一 个 “+”。 

抱 子 甘蓝 游戏 与 抽 芽 游戏 的 区 别 在 于 前 者 的 项 点 是 “+ 符号 ， 称 之 为 有 4 个 自由 辟 。 
游戏 的 两 个 参与 者 轮流 在 图 中 加 上 一 条 边 连接 两 个 自由 臂 ， 之 后 在 边 中 间 加 一 个 短线 
“”， 形 成 一 个 新 的 “+” 符 号 ， 增 加 两 个 自由 辟 (图 A.48)。 


+ + +~、X + 


(a) (b) 
图 A.48 ” 抱 子 甘蓝 游戏 规则 描述 


图 A.49 展示 了 一 次 完整 的 游戏 过 程 ， 游 戏 共 进 行 了 8 次 操作 。 


图 A.49 一 次 完整 的 抱 子 甘蓝 游戏 过 程 


2. 游戏 的 分 析 和 证 明 

如 果 还 是 用 之 前 的 方式 来 分 析 , 就 会 发 现 此 时 图 中 的 自由 度 为 (顶点 数 x4- 边 数 x2)， 
而 每 一 次 操作 都 不 改变 图 的 自由 度 〈 增 加 2 个 自由 臂 和 2 条 边 ), 无 法 判断 游戏 是 否 一 定 
会 终止。 

而 事实 上 , 抱 子 甘蓝 游戏 的 顶点 情况 和 ”度数 不 超过 4 ?是 不 等 价 的 。 例 如 , 图 A.50(a) 
中 间 的 “+" 虽 然 有 两 个 自由 臂 ， 但 是 不 可 以 和 自己 连接 ， 而 图 A.50(b) 中 间 的 顶点 是 可 以 
和 自己 连接 的 〈 如 虚线 所 示 )。 
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(A 


(a) 
图 A.50 抱 子 甘蓝 游戏 的 顶点 情况 和 “ ER 不 等 价 


事实 上 有 如 下 结果 

定理 A.6 抱 子 甘蓝 游戏 经 过 有 限 步 骤 后 终止 ， 不 仅 如 此 ， 步 骤 数 目 是 确定 的 。 

证 明 . 根据 操作 的 规则 可 知 ， 无 论 如 何 操作 ， 游 戏 任 一 阶段 的 图 都 是 平面 图 。 

初始 时 候 认为 每 一 个 “+” 都 是 一 个 连通 分 支 。 在 游戏 的 过 程 中 ， 操 作 可 能 会 增加 面 
的 个 数 或 者 减少 连通 分 支 数 ， 例 如 图 A.49 的 情况 列 在 表 A.10 中 。 


表 A.10 定理 A.6 用 表 
AY | 鲍 | 四 |@ de ol@|m|o 
而 数 | | 1 |213 |4|s|Is| 7 | 


2 妆 | 2 | 1 | 1 | 1 | 1 | :| :| 1:11 


可 以 用 归纳 法 证 明 ， 每 个 面 (包括 外 部 面 ) 中 至 少 有 一 个 自由 臂 。 如 果 图 不 连通 ， 
则 任意 两 个 连通 分 支 的 外 部 面 都 包含 至 少 一 个 自由 臂 , 这 两 个 自由 臂 之 间 可 以 相互 连接 ， 
使 得 图 中 的 连通 分 支 数目 减少 1， 称 这 类 操作 为 甲 操作 。 而 一 个 面 中 包含 至 少 两 个 自由 
臂 时 ， 这 两 个 自由 臂 之 间 还 可 以 相互 连接 ， 游 戏 至 少 还 可 以 进行 一 次 操作 ， 称 这 类 操作 
为 乙 操作 。 

游戏 中 的 每 一 次 操作 所 连接 的 两 个 自由 臂 如 果 不 属于 同一 个 连通 分 支 ， 则 必然 是 甲 
操作 ， 而 甲 操作 只 能 进行 n-1 次 ; 所 连接 的 两 个 自由 辟 如 果 属 于 同一 个 连通 分 支 ， 则 必 
然 是 乙 操 作 ， 如 图 A.51 所 示 ， 减 少 同一 个 面 内 的 两 个 自由 臂 ， 而 增加 的 两 个 自由 臂 分 属 
两 个 面 ， 因 此 乙 操作 也 不 可 能 无 限 进行 下 去 。 由 此 可 知 游戏 必定 在 有 限 步 骤 后 结束 。 


A.51 乙 操作 


假设 游戏 经 过 m 次 操作 后 结束 ， 得 到 的 连通 平面 图 有 个 面 (包括 外 部 面 )。 由 于 每 
次 操作 都 增加 一 个 顶点 ， 将 画 出 的 边 分 为 两 段 ， 所 以 游戏 结束 时 有 2m 条 边 ;， 由 于 不 能 
再 进行 乙 操作 ， 因 此 每 个 面 中 只 有 一 个 自由 臂 。 

计算 图 中 每 个 顶点 的 4 个 臂 ， 它 们 或 者 在 1 个 面 中 ， 或 者 被 边 占用 ， 因 此 有 
4x(m+tn)=2x2m+f， 即 得 广 4m。 
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另 一 方面 ， 根 据 欧 拉 公式 ， 可 以 得 到 (wm+m)+ 广 2m2z=-2， 则 mp+ 广 2=50-2。 口 
由 定理 A.6 可 以 知道 ， 抱 子 甘蓝 游戏 的 “策略 ”很 简单 : 无论 如 何 连 线 加 边 ， 游 戏 
都 必定 恰好 在 5n-2 个 步骤 后 结束 ， 当 n 是 奇数 时 先 手 必 胜 ， 当 n 是 偶数 时 后 手 必 胜 。 


A.10” 汉 诺 塔 杂谈 


【关键 词 】 图; 道路， 哈密 顿 道路 /回路 ， 二 进 制 表 示 
A.10.1 汉 诺 塔 图 


考虑 n 个 盘子 的 汉 诺 塔 问题 ， 称 一 种 “各 个 盘子 在 3 个 柱 上 的 一 种 合法 放置 ”为 一 
个 “状态 ”, 用 一 个 {4, B,C} 上 长 度 为 n 的 字符 串 表 示 当 前 状态 , 串 中 的 第 i 项 表示 第 n+l1-i 
个 盘子 所 在 的 柱子 的 标号 。 

【 例 A.20】 图 A.52(a) 的 当前 状态 是 AAA， 图 A.52 (b) 的 当前 状态 是 ABB， 
图 A.52(c) 的 当前 状态 是 CBC， 图 A.52(d) 的 当前 状态 是 CCC。 


加 | | 
[1 
A A B 
(a) (b) 
[0 
| 二 本 | | a 
2 3 3 
A B 从 A B C 
(©) (d) 
图 A.52 汉 诺 塔 的 状态 表示 
将 状态 作为 图 中 的 顶点 ， 如 果 经 过 一 次 合法 的 移动 可 以 将 状态 了 变化 到 状态 Y， 则 


在 顶点 子 向 项 点 了 引 一 条 无 向 边 , 可 以 得 到 个 盘子 的 汉 诺 塔 的 无 向 图 。 n 为 1~6 时 对 
应 的 图 如 图 A.53 所 示 〈(d)、(e)、(9 隐 去 顶点 文字 )。 

从 直观 上 可 以 看 出 ， 图 A.S3(a) 一 (9 具有 相似 性 ，7m 个 盘子 的 汉 诺 塔 的 无 向 图 由 3 个 
1-1 个 盘子 的 汉 诺 塔 的 无 向 图 “又 ”成 。 

考察 汉 诺 塔 的 无 向 图 中 从 “左下 角 ” 顶 点 AA…AA 到 “ 右 下 角 ” 顶 点 CC…CC 的 道 
路 ， 每 条 简单 道路 都 是 汉 诺 塔 的 一 个 移动 过 程 。 

从 直观 上 看 ， 这 些 道路 中 最 短 者 就 是 AA…AA 到 顶点 CC…CC 的 “直线 ”， 也 就 是 
“三 角形 的 边 ”( 参 看 图 A.54)。 

而 最 长 的 简单 道路 如 图 A.55 所 示 。(b) 可 以 分 为 AA->AC、AC->BC、BC->BA、 
BA->CA、CA->CC 共 5 段 ， 其 中 AA->AC、BC->BA、CA->CC 与 (8) 类似; 同样 地 ,，(c) 
] 3 次 (b) 拼 接 而 成 ，(d) 也 可 由 3 次 (拼接 而 成 ， 这 也 体现 了 一 种 相似 性 。 
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(e) (f) 
A.53 ” 汉 诺 塔 图 
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四 局 


SCCC 


(a) (b) (9) 


图 A.S4 汉 诺 塔 图 中 的 最 短 简单 道路 


(yd) QO] 
图 A.55 汉 诺 塔 图 中 的 最 长 简单 道路 


推 而 广 之 ， 根 据 这 种 相似 性 ， 可 以 使 用 归纳 法 证 明 ， 对 于 任意 的 n 宇 2，n 个 盘子 的 
汉 诺 塔 的 无 向 图 中 : 
(a) 有 3 "个 顶点 。 
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(b) 有 3(3"-1)/2 条 边 。 

(c) 顶点 AA…AA 到 顶点 CC…CC 的 最 短 道路 长 度 为 2 -1 〈 即 汉 诺 塔 问题 最 少 移 
动 数 )。 

(qd) 顶点 AA…AA 到 顶点 CC…CC 的 最 长 简单 道路 ， 是 图 中 的 一 条 哈密 顿 道路 ， 因 
此 长 度 是 3”-1。 

而 且 ， 以 n=3、4 为 例 ， 如 图 A.56 所 示 ， 将 最 长 道路 “下 方 的 两 个 小 三 角形 ”的 边 
水 平 翻转 180°? 后 再 添加 一 条 边 即 得 图 中 的 一 条 哈密 顿 回路 。 


图 A.56 ” 汉 诺 塔 图 中 的 哈密 顿 回路 


A.10.2 ” 汉 诺 塔 的 非 递 归 算法 
下 面 介绍 n 个 盘子 的 汉 诺 塔 的 非 递 归 算 法 : 


1 ”将 3 根 柱子 按 顺序 排 成 品 字 型 。 若 n 为 偶数 ， 按 顺 时 针 方 向 依次 摆 放 A、B、C; 若 了 为 奇 
数 ， 按 顺 时 针 方向 依次 摆 放 A、c、B。 

2 ”把 圆 盘 1 从 现在 的 柱子 移动 到 顺 时 针 方 向 的 下 一 根 柱子 上 。 

3 ”把 另外 两 根 柱子 上 可 以 移动 的 圆 盘 移动 到 新 的 柱子 上 事实 上 只 有 唯一 的 选择 )。 

4 ”如 果 没 有 达到 目标 要 求 ， 则 返回 步骤 2。 


【 例 A.21】 n=3 的 情况 见 图 A.57。 
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图 A.57 例 A.21 用 图 


A.10.3” 汉 诺 塔 与 普通 二 进 制 码 


对 于 有 n 个 盘子 的 汉 诺 塔 问 题 ， 依 次 写 出 所 有 1- (n-1) 的 二 进 制 表示 BBn_1…B2B1， 
自 左 而 右 标记 为 第 n 位、 第 wn-1 位 、… 第 2 位 、 第 1 位 。 则 min(H 二 BBn1…B2B1,，Bj1) 
表示 第 i 步 移动 上 号 盘子 。 

对 于 最 小 的 盘子 而 言 ， 总 是 有 两 种 移动 的 可 能 性 ， 对 于 其 他 盘子 ， 总 是 有 唯一 的 移 
动 可 能 性 。 若 n 为 偶数 ， 最 小 的 盘子 的 移动 次 序 是 A->B 一 C->A-…; 若 n 为 奇数 ， 最 
小 的 盘子 的 移动 次 序 是 A 下 CB 一 A 一 …。 

【 例 A.22】 n=4 的 情况 见 表 A.11。 

表 A.11 例 A.22 用 表 


动 汉 诺 堪 状态 
4 位 二 进 制 码 移动 的 | 移动 方法 
盘子 编号 
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se 


续 表 
i 和 动因 i rr 
A 柱 B 柱 C 柱 
6 | 0 C3B 41 32 
0 A_>B 4 321 
8 1 A-_>C 321 4 
9 1 B->C 32 41 
10 | 1 B—>A 2 3 41 
11 | 1 CoA 21 3 4 
| -证 B->C 21 43 
13 1 A—B 4 43 
14 于 A—C 432 
15 1 B 一 C 4321 
在 Mathematica 中 ， 输 入 IntegerExponent [Range[2^n - 1], 2] + 1 可 以 得 到 个 盘子 


的 汉 诺 塔 问题 依次 移动 的 盘子 的 号 码 。 
例如 ，IntegerExponent[Range[2^4-1],2]+1 的 结果 是 {1,2,1,3,1,2,1,4,1, 2,1,3,1,2,1}。 


A.1l1 存储 器 轮 


【关键 词 】 有 向 图 ， 哈 密 顿 回路 ， 欧 拉 回 路 ， 映 射 ， 轮换 
A.11.1 存储 器 轮 及 解决 方法 


考虑 4 个 0 和 4 个 1 的 一 个 圆 形 排列 ， 使 得 每 个 3 元 组 000、001、010、101、011、 
111、110、100 依次 出 现 〈 如 图 A.58 所 示 )， 称 其 为 存储 
器 轮 。 它 描述 所 有 8 个 3 位 0-1 串 只 需要 8 位 数字 。 

将 这 个 问题 一 般 化 : 将 2 个 二 进 制 数字 0 或 1 排列 
成 圆 ， 使 得 这 2" 个 相 邻 的 n 元 组 包括 所 有 的 2" 个 n 位 二 


进 制 序列 。 
(可 以 证 明 这 2” 个 二 进 制 数字 中 有 2 中 个 0 及 2 个 
1 
n=3 时 ， 方 法 之 一 是 将 三 元 组 xyz 作为 顶点 ， 从 顶点 1 


yz 到 顶点 yzw 引 一 条 有 向 边 ， 形 成 一 个 有 向 图 图 A.58 3 位 存储 器 轮 
(图 A.59(a) )， 之 后 在 图 中 寻找 哈密 顿 回 路 即 可 
(图 A.59(b) 粗 线 所 示 ， 它 导出 图 A.58 所 示 的 存储 器 轮 )。 


@ “TntegerExponent[n.b] - gives the highest power of b that divides n.” 即 返回 能 整除 的 5 的 最 高 次 究 。 
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(a) (b) 
图 A.59 n=3 时 在 图 中 寻找 哈密 顿 回路 


下 面 提出 两 个 问题 : 

(a) n=4 时 ， 存 在 这 样 的 存储 器 轮 吗 ? 

(b) 是 否 对 于 任意 的 n 宇 1 都 存在 存储 器 轮 ? 

然而 当 n 宇 4 时, 图 的 规模 较 大 ， 而 哈密 顿 回路 的 构造 又 缺乏 有 效 算法 ， 因 此 上 述 方 
法 不 具有 可 操作 性 。 

1946 年 ， 古 德 (LJ.Good) 在 一 篇 关于 数论 的 论文 中 ， 使 用 不 同 的 数学 模型 解决 了 
这 个 问题 。 


例如 n=3 时， 三 元 组 xyz 作为 顶点 xy 到 顶点 y 的 有 向 边 〈 参 看 图 A.60(a)) 所 生成 
的 有 向 图 如 图 A.60(b) 所 示 ， 因 为 它 的 所 有 顶点 的 入 度 都 等 于 出 度 ， 所 以 它 是 一 个 有 向 欧 


拉 图 。 其 中 一 条 欧 拉 回路 是 000 ->001->010->101->011->111->110->100， 对 应 着 图 A.58 
所 示 的 存储 器 轮 。 


we 
@ YD 
01 一 和 0 


(b) 
A.60 n=3 时 在 图 中 寻找 欧 拉 回路 


【 例 A.23】 n=4 时 ,可 以 构造 如 图 A.61(a) 所 示 的 有 向 图 ， 其 中 存在 一 条 欧 拉 回路 ， 
如 图 A.61(b) 所 示 ， 可 以 得 到 如 图 A.61(c) 所 示 的 存储 器 轮 。 

定理 A.7 对 于 任意 正 整 数 n， 都 存在 着 存储 器 轮 。 

证 明 . n=1 的 情况 很 容易 验证 。 
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图 A.61 例 A.23 用 图 


n 宇 2 时 ,构造 2 中 个 顶点 qiq2…anie {0,1}”!。 每 个 顶点 qia2…an 1 有 两 条 入 边 0 ala2… 


We EE | la 


ai 一 aa…a、laa…a2 一 一 aa…arl 和 两 条 出 边 qq2*…an 


Te Ss sil _ 
-aa…anrl0、alapal 一 003…anll (参看 图 A.62)， 因 此 所 有 顶 


n-l 


点 的 入 度 和 出 度 都 等 于 2。 

任意 两 个 顶点 qia2…an1 和 bib2.…bni 之 间 都 存在 道路 qa2…an_1 qa2*…an_1b1ya3*… 
anib1b2 王 … 瑟 b1b.…bn_1， 因 此 该 图 是 连通 的 。 

由 以 上 二 者 可 以 得 到 : 该 图 是 欧 拉 图 ， 每 一 条 欧 拉 回路 对 应 一 个 存储 器 轮 。 口 


图 A.62 定理 A.7 用 图 


A.11.2 德 . 布 鲁 因 序 列 


由 图 中 的 欧 拉 回路 得 到 的 0-1 串 称 作 长 度 >” 的 德 ， 布 鲁 因 (de Bruijin) 序列 。 例 如 
1 图 A.61(b) 得 到 长 度 16 的 德 . 布 鲁 因 序列 0000111101100101。 
长 度 2" 的 德 布 鲁 因 序列 还 有 其 他 的 构造 方法 ， 举 例如 下 。 
方法 1: 令 m=2， 第 一 行 写 下 m 个 1 和 m 个 0, 第 二 行 写 下 m 个 10， 上 一 行 编号 
和 1 或 0 之 间 的 映射 关系 为 : fi)=1,， fmti)=0，1<i<m。 
然后 将 第 一 行 和 第 二 行 的 1 自 左 而 右 依次 一 一 相连 ， 将 第 一 行 和 第 二 行 的 0 也 自 左 
而 右 依次 一 一 相连 。 连 线 实际 上 构成 了 位 置 编号 的 置换 (i)=2i-1，A(mti)=2i,，1<i<m。 
将 这 个 置换 写成 轮换 的 乘积 的 形式 〈 每 个 轮换 中 最 小 的 数值 是 递增 的 ， 且 每 个 轮换 
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都 满足 其 中 最 小 数值 在 第 一 个 位 置 )。 自 左 而 右 逐 个 写 出 各 个 轮换 中 数值 对 应 第 一 行 各 个 
位 置 所 映射 到 的 第 三 行 的 1 或 0， 则 得 到 有 ”个 元 素 的 德 。 布 鲁 因 序列 。 

n=2, 3, 4 时 的 情况 如 图 A.63(a)、(b)、(c) 所 示 。 图 A.63(a) 分 解 为 轮换 的 乘积 后 ， 符 
合 要 求 的 表示 为 (D)(23)(4)， 对 应 的 序列 为 XI)X2X3)X4)=1100; 图 A.63(b) 分 解 为 轮换 的 
乘积 后 ， 符 合 要 求 的 表示 为 (1)(235)(476)(8)， 对 应 的 序列 为 X1K2)X3IXSIK4)X7)K6)X8)= 
11101000; 图 A.63(c) 分 解 为 轮换 的 乘积 后 , 符合 要 求 的 表示 为 (1)(2,3,5,9)(4,7,13,10)(6,11) 
(8,15,14,12)(16), 对 应 的 序列 为 ,XID)X2)XK3)KS)K9)K4)XK7IK13)XRIOX6IXIDXSIKISIX14)X12) 
R16)= 1111011001010000。 
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1 2 3 4 56 7 8 91011 1213141516 
(0) 
图 A.63 ”由 置换 得 到 德 。 布 鲁 因 序列 
方法 2: 马丁 (M.A.Martin) 1934 年 证 明了 以 下 贪 禁 算法 对 所 有 的 n 三 2 都 可 以 构造 
出 一 个 长 度 2 的 德 。 布 鲁 因 序列 : 


1 ” 写 出 n 个 0 构成 序列 开始 的 n 项 

2 ”如 果 在 序列 尾部 添加 一 个 1 后， 和 前 n-1 项 相连 构成 已 经 出 现 过 的 长 为 n 的 0-1 子 串 ， 则 
在 序列 尾部 添加 一 个 0， 否 则 在 序列 尾部 添加 一 个 1 

3 ”车 序 列 还 不 够 2 项 ， 则 返回 步骤 2: 否则 序列 就 是 一 个 长 度 2? 的 德 。 布 鲁 因 序列 

n=3, 4 时 算法 过 程 如 表 A.12、 表 A.13 所 示 。 


表 A.12 n=3 时 贪 禁 算 法 构造 德 。 布 鲁 因 序列 


序列 备注 
000 
0001 
00011 
000111 否则 出 现 111 
0001110 


00011101 
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ee 


表 A.13 n=4 时 贪 梦 算 法 构造 德 ' 布 鲁 因 序列 


序列 序列 尾部 添加 备注 
0000 1 


00001 

000011 

0000111 
O0001111 
000011110 
0000111101 
00001111011 
000011110110 
0000111101100 
00001111011001 
000011110110010 
0000111101100101 


否则 出 现 1111 


否则 出 现 0111 
否则 出 现 1101 


否则 出 现 0011 


下 


接 下 来 介绍 一 个 应 用 德 。 布 鲁 因 序列 的 纸牌 魔术 ?。 
首先 需要 介绍 一 下 “ 切 牌 ”的 概念 : 将 一 摆 扑 克 中 上 面 的 若干 张 放 到 一 摆 的 最 下 面 
称 作 一 次 切 牌 (如 图 A.64 所 示 )。 


项、 


项 于 


图 A.64 切 牌 


如 果 将 纸牌 视 作 一 个 循环 序列 〈 即 最 下 面 一 张 牌 的 “下 1 张 "是 顶端 的 一 张 )， 则 切 牌 
并 不 改变 纸牌 之 间 的 前 后 相 邻 关系 。 

魔术 师 邀 请 4 位 丝毫 不 知情 的 观众 参加 , 拿 出 8 张 背面 朝 上 的 纸牌 交 给 第 1 位 观众 。 
魔术 师 请 第 1 位 观众 随意 地 切 牌 任意 多 次 后 将 这 和 纸牌 交 给 第 2 位 观众 ， 第 2 位 观众 取 
走 最 上 面 的 一 张 后 将 剩 下 的 纸牌 交 给 第 3 位 观众 ， 第 3 位 观众 取 走 最 上 面 的 一 张 后 将 剩 
下 的 纸牌 交 给 第 4 位 观众 ， 第 4 位 观众 取 走 最 上 面 的 一 张 。 魔 术 师 故弄玄虚 一 番 后 ， 请 
第 2~4 位 观众 中 取 到 红色 花色 纸牌 者 举 一 下 手 。 然后 魔术 师 可 以 再 故弄玄虚 一 番 , 并 道 
出 第 2 一 4 位 观众 手中 的 纸牌 。 


@ 实际 上 是 一 个 充分 简化 的 版 本 ， 只 使 用 2=8 张 纸牌 ， 更 复杂 的 情况 和 更 多 的 技巧 介绍 可 参考 ; 珀 西 。 迪 亚 科 尼 
斯 ， 葛 立 恒 . 魔法 数学 : 大 魔术 的 数学 灵魂 . 汪 晓 勤 ， 黄 友 初 ， 译 . 上 海 : 上 海 科 技 教育 出 版 社 ，2015. 


Te 


游戏 的 关键 就 在 于 8 张 纸牌 的 红 黑 花色 排序 为 一 个 德 。 布 鲁 因 序列 “ 红 红 红 黑 黑 黑 
红 黑 ”( 红 色 表 示 1， 黑 色 表 示 0， 则 得 到 11100010)， 随 后 第 1 位 观众 的 切 牌 并 不 会 改 


变 这 个 循环 的 德 - 布 鲁 因 序列 ， 而 连续 3 个 “ 红 / 黑 ”组 合 是 唯一 的 ， 所 以 对 应 的 3 张 纸牌 
是 可 以 唯一 确定 的 。 更 进一步 地 ， 纸 牌 的 点 数 可 以 采用 一 些 便于 记忆 的 方法 。 
例如 ， 通 过 一 些 技巧 设计 ，8 张 纸牌 依次 如 表 A.14 所 示 。 
表 A.14 8 张 纸牌 的 设计 


牌 面 花 色 
连续 三 张 纸牌 的 颜色 
前 两 位 
前 两 位 确定 花色 
二 进 制 值 就 是 点 数 
纸牌 


如 果 魔 术 过 程 中 第 3 位 和 第 4 位 观众 取 到 红 花 色 纸 牌 ， 那 么 连续 的 3 个 “ 红 / 黑 ”组 
合 为 “ 黑 红 红 ” 计算 得 第 2 位 观众 手中 的 纸牌 是 A3; 第 3 位 观众 开始 的 组 合 为 “ 红 红 
红 ” 手中 的 纸牌 是 w7; 第 4 位 观众 开始 的 组 合 为 “ 红 红 黑 ” 手中 的 纸牌 是 w6。 


A.12 中国 邮 路 问题 


【关键 词 】 图 ; 回路 ， 欧 拉 回 路 
假设 图 A.65 是 一 个 住宅 小 区 的 平面 图 , 昨夜 突 降 大 雪 , 希望 扫 雪 车 从 小 区 大 门 进 入 ， 
将 每 条 道路 的 积 雪 都 清理 干净 后 再 离开 小 区 ， 当 然 希望 扫 雪 车 总 路 程 尽 可 能 短 。 
小 区 大 门 


图 A.65 住宅 小 区 的 平面 图 
类 似 的 问题 还 有 : 
一 个 邮递 员 从 邮局 出 发 ， 要 走 完 他 所 管辖 的 每 一 条 街道 ， 然 后 返回 邮局 。 那 么 如 何 
选择 一 条 尽 可 能 短 的 路 线 ? 
一 名 安全 员 需 要 从 休息 室 出 发 ， 巡 查 美术 馆 中 的 每 条 道路 后 回 到 休息 室 ， 什 么 样 的 
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由 于 该 问题 最 早 由 管 梅 谷 (Kwan Mei-Ko) 先生 于 1960 年 提出 ， 西 方 将 之 命名 为 中 
国 邮递 员 问题 (Chinese Postman Problem，CPP)， 也 称 为 中 国 邮 路 问题 。 

将 图 A.65 用 图 的 模型 来 表示 : 以 街道 为 图 的 边 ， 以 街道 交叉 口 为 图 的 顶点 ， 即 得 到 
图 A.66。 更 一 般 的 情形 则 是 在 一 个 赋 权 图 中 〈 权 值 均 大 于 零 ) 寻找 至 少 包含 每 个 边 一 次 
的 “总 长 最 短 ” 的 回路 〈 不 必 是 简单 回路 )。 


图 A.66 将 图 A.65 抽象 为 图 


在 欧 拉 图 中 ， 任 何 一 条 欧 拉 回路 都 符合 要 求 ， 当 图 不 是 欧 拉 图 时 ， 所 求 回路 必然 重 
管 梅 谷 证 明 : 若 图 的 边 数 为 m， 则 所 求 回路 的 边 数 最 少 是 m， 最 多 不 超过 2m,， 并且 
每 条 边 在 其 中 最 多 出 现 两 次 。 
而 这 两 个 界 都 是 “ 紧 ” 的 : 如 果 图 是 欧 拉 图 ， 则 所 求 回路 是 一 条 欧 拉 回路 ， 边 数 为 
m; 如 果 图 是 树 ， 则 所 求 回路 需要 经 过 每 条 边 两 次 ， 总 边 数 为 2m。 
考虑 一 个 简化 情形 ;所 有 边 的 权 值 都 是 1。 道 路 的 长 度 就 是 经 过 的 边 数 。 
可 以 经 过 如 下 方法 在 无 向 连通 非 欧 拉 图 中 寻找 最 短 邮 路 : 
1 将 图 的 奇数 度 项 点 两 两 配对 
2 找到 步 又 1 中 同一 对 奇数 度 项 点 之 间 的 一 条 道路 《 任 选 即 可 )， 并 添加 到 原 图 中 
3 。 如 果 在 两 个 点 之 间 添 加 了 多 于 1 条 边 , 则 在 两 个 点 之 间 成 对 地 去 除 添加 上 的 边 《 即 车 添加 了 
偶数 次 边 ， 则 全 部 删 去 ， 若 添加 了 奇数 次 边 ， 则 仅 保留 一 条 ) 
4 。 如 果 图 中 存在 一 个 简单 回路 ， 添 加 的 边 数 超过 了 回路 长 度 的 一 半 ， 则 将 该 回路 中 添加 的 边 去 
除 ， 未 添加 边 的 添加 新 的 重 边 
5 。 按 步 又 4 反复 修改 ， 直 到 不 能 修改 
6 。 结果 图 即 为 欧 拉 图 ， 构 造 其 中 的 欧 拉 回路 ， 即 得 中 国 邮 路 问题 的 解 


可 以 证 明 步骤 3 和 4 都 是 在 不 改变 项 点 度数 的 奇偶 性 的 情况 下 减少 图 中 的 边 数 。 

【 例 A.24】 图 A.67(a) 有 12 个 奇 点 ，(b) 和 (c) 对 应 步骤 2，(d 对 应 步骤 3，(e) 对 应 
步骤 4，( 是 最 终结 果 。 

下 面 给 出 求解 一 般 无 向 赋 权 图 中 的 中 国 邮 路 问题 的 算法 : 

1 ”将 图 的 奇数 度 顶 点 两 两 配对 


2 ”找到 步骤 1 中 同一 对 奇数 度 顶 点 的 一 条 道路 任 选 即 可 )， 并 添加 到 原 图 中 
3 ”如 果 在 两 个 点 之 间 添 加 了 多 于 1 条 边 ， 则 在 两 个 点 之 间 成 对 地 去 除 添加 上 的 边 
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4 ”如 果 图 中 存在 一 个 简单 回路 , 添加 的 边 的 总 长 度 超 过 了 回路 长 度 的 一 半 ， 则 将 该 回路 中 添加 
了 的 边 去 除 ， 未 添加 边 的 添加 新 的 重 边 

5 ” 按 步 又 4 反复 修改 ， 直 到 不 能 修改 

6 ”结果 图 即 为 欧 拉 图 ， 构 造 其 中 的 欧 拉 回 路 ， 即 得 中 国 邮 路 问题 的 解 


图 A.67 例 A.24 用 图 


可 以 证 明 步 又 3 和 4 都 是 在 不 改变 项 点 度数 的 奇偶 性 的 情况 下 减少 图 中 所 有 边 的 总 
【 例 A.25】 图 A.68(a) 含 有 4 个 奇数 度 顶点 a、b、c、qd，(b) 和 (ce) 对 应 步骤 2，(d) 
对 应 步骤 3，(e) 对 应 步骤 4，(f) 是 最 终结 果 。 


A.68 例 A.25 用 图 


er 
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四 © 上 
图 A.68 ( 续 ) 
特别 是 如 果 图 中 只 有 两 个 奇数 度 顶点 ， 那 么 计算 两 点 之 间 的 最 短 道路 ， 之 后 将 最 短 


道路 的 边 添加 到 原 图 中 即 得 。 
A.13 格雷 码 、 超 立方 体 的 哈密 顿 回 路 和 九 连 环 


【关键 词 】 二 进 制 表 示 ; 超 立 方 体 图， 哈密 顿 回路 ， 递 推 关系 
A.13.1 雷 码 


格雷 码 (Gray Code) 由 贝尔 实验 室 的 弗兰克 -格雷 (Frank Gray，1887 一 1969) 在 20 
世纪 40 年 代 提 出 , 并 在 1953 年 取得 美国 专利 Pulse Code Communication。 最初 目 的 是 在 
使 用 PCM (Pusle Code Modulation) 方法 传输 数字 信号 的 过 程 中 降低 错误 可 能 。 

定义 A.1 如 果 将 2" 个 长 为 n 的 二 进 制 囊 组 成 一 个 序列 ， 使 得 将 序列 按 圆 形 排 列 时 
一 对 相 邻 的 二 进 制 事 只 有 一 位 不 同 ， 则 称 这 些 序列 为 n 阶 格雷 码 或 简称 格雷 码 ( Gray 
code )- 

在 格雷 码 中 ， 任 意 两 个 相 邻 的 代码 只 有 一 位 二 进 制 数 不 同 ， 最 大 码 与 最 小 码 之 间 也 
仅 一 位 不 同 ， 即 “首尾 相连 ”， 因 此 又 称 循环 码 或 反射 码 。 

【 例 A.26】 长度 为 3 的 普通 二 进 制 码 ( 即 0 一 (23-1) 的 二 进 制 表示 ) 为 000、001、 
010、011、100、101、110、111, 而 长 度 为 3 的 格雷 码 为 000、001、011、010、110、111、 
101、100。 

在 数字 系统 、 机 械 工 具 、 汽 车 制 动 等 系统 中 ， 有 时 需要 用 传感器 产生 的 数字 值 来 指 
示 位 置 。 图 A.69 是 编码 盘 概念 图 (此 图 中 n=3)， 它 把 圆周 等 分 成 2 个 扇形 ， 每 个 扇形 
分 成 n 个 部 分 ， 并 且 给 每 个 部 分 赋值 ， 暗 的 区 域 与 对 应 的 逻辑 1 的 信号 源 相 连 ， 亮 的 区 
域 没有 连接 ， 将 其 解释 为 逻辑 0。 

盘 可 以 旋转 ,而 触 点 (图 A.69 中 箭头 ) 将 产生 一 个 位 二 进 制 编码 ， 但 当 触 点 靠近 
两 个 扇形 的 边界 时 ， 在 读 出 触 点 位 置 时 可 能 发 生 错误 。 

例如 ， 图 A.69(a) 使 用 普通 二 进 制 码 ， 读 出 触 点 位 置 时 的 错误 可 能 达到 最 大 化 ， 即 3 
位 都 是 错 的 ; 而 图 A.69(b) 则 使 用 格雷 码 对 编码 盘 上 的 亮 暗 区 域 编码 ， 使 得 其 连续 的 码 字 
之 间 只 有 一 个 数位 变化 ， 错 误 的 影响 可 以 降 到 最 低 。 
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(a) (b) 
图 A.69 ”编码 盘 概 念 图 
对 位 二 进 制 的 码 字 , 从 右 到 左 以 0 到 n-l 编号 ,一 个 n 位 普通 二 进 制 码 记 为 瓦 
B1Bo， 一 个 n 位 格雷 码 记 为 G1…G1Go。n 位 普通 二 进 制 码 和 n 位 格雷 码 之 间 的 转换 方 
法 如 下 所 示 。 
(a) n 位 普通 二 进 制 码 转换 为 n 位 格雷 码 : 


本 了 三 区 
SS 0<i<n-2 
其 中 @ 表 示 异 或 运算 ( 即 模 2 加 法 )，0@0=0，0@1=1]，1@0=1]，1@1=0。 
转换 方法 的 示意 图 参见 图 A.70(a)。 
(b) n 位 格雷 码 转 换 为 n 位 普通 二 进 制 码 : 


B =G 
B=G,@B,, 0<i<n2 
转换 方法 的 示意 图 参见 图 A.70(b)。 


(a) n 位 普通 二 进 制 码 转换 为 n 位 格雷 码 (b) n 位 格雷 码 转换 为 n 位 普通 二 进 制 码 
图 A.70 普通 二 进 制 码 和 格雷 码 的 相互 转换 


【 例 A.27】 当 nm=3 时 , 3 位 普通 二 进 制 码 和 3 位 格雷 码 之 间 的 对 应 如 表 A.15 所 示 。 
表 A.15 3 位 普通 二 进 制 码 和 3 位 格雷 码 


Go% | om0 | or [on | oo [wm | mm | wm 
BB | o0 | on | oT on | wo in | no 


A.13.2” 超 立方 体 图 中 的 哈密 顿 回路 


下 面 介绍 格雷 码 与 超 立 方 体 图 中 哈密 顿 道路 (回路 〉 的 关系 。 
回顾 大 立方 体 图 的 定义 : 用 长 为 天 的 0-1 串 组 成 的 序列 给 顶点 标号 ， 两 个 顶点 邻接 
当 且 仅 当 它们 的 标号 串 仅 在 一 位 上 数字 不 同 
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从 图 A.71 中 可 以 看 到 3 位 格雷 码 000、001、011、010、110、111、101、100 对 应 
着 3- 立 方 体 图 中 的 一 条 哈密 顿 道路 (事实 上 ， 顶 点 000 和 100 是 相 邻 的 ， 因 此 可 以 形成 


一 条 哈密 顿 回路 )。 
过 | 


图 A.71 3- 立方 体 图 中 的 一 条 哈密 顿 道 路 


易 见 ，n 宇 1 时 ，n 阶 格雷 码 一 一 对 应 着 n- 立 方 体 图 的 哈密 顿 道路 (n=1, 2, 4 的 情况 
参见 图 A.72(a)、(b)、(c)); n 宇 2 时 ， 这 条 道路 可 以 连接 起 点 和 终点 形成 哈密 顿 回路 。 


(a) (b) 


0101 1101 
1001 平 可 


> 1010 


(9) 
A.72 ”立方 体 图 中 的 哈密 顿 道路 


下 面 给 出 由 (mn-1)- 立 方 体 图 的 这 条 特殊 的 哈密 顿 道路 构造 mn- 立方体 图 的 一 条 哈密 顿 
道路 的 方法 (n 宇 2): 


1 ”将 (n-1) -立方 体 图 的 这 条 哈密 顿 道路 (例如 图 A.73 (a) ) 经 过 的 顶点 标号 最 左 端 添加 0， 
形成 n- 立 方 体 图 的 一 条 道路 (例如 图 A.73 (b) 中 的 粗 实 线 部 分 ) 

2 ”将 (n-1) -立方 体 图 的 这 条 哈密 顿 道路 (例如 图 A.73 (a) ) 经 过 的 顶点 标号 最 左 端 添加 1， 
形成 n- 立 方 体 图 的 一 条 道路 克 ， 将 元 反 向 得 到 道路 (例如 图 A.73 (b) 中 的 粗 点 画 线 
部 分 ) 


0100 Ey 


1110 


上 
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3 将 石 的 终点 与 五 的 起 点 相连 〈 图 R.73 (b) 中 的 粗 虚 线 部 分 )， 即 形成 n- 立 方 体 图 的 一 条 哈 
密 顿 道路 


(b) 
图 A.73 由 2- 立方 体 图 中 的 哈密 顿 道 路 构造 3- 立 方 体 图 中 的 哈密 顿 道路 


根据 上 述 构造 六 立方 体 图 的 哈密 顿 道路 的 方法 可 以 给 出 递归 构造 格雷 码 的 方法 〈 示 
例 参看 图 A.74): 
1 位 格雷 码 有 两 个 码 字 0 和 1。 
将 n 位 格雷 码 的 码 字 加 前 级 0 后 ， 按 顺序 书写 。 
将 n 位 格雷 码 的 码 字 加 前 级 1 后 ， 按 逆序 书写 。 
步骤 2 和 步骤 3 的 结果 就 是 n+1 位 格雷 码 。 


心 w N 


A.13.3” 九 连环 与 格雷 码 


本 节 最 后 介绍 一 个 中 国 传统 民间 智力 玩具 一 一 九 连环 ”。 它 以 金属 丝 制 成 9 个 圆 环 ， 
将 圆 环 套装 在 横 板 或 各 式 框架 上 ， 并 贯 以 环 柄 。 环 柄 部 分 称 作 “ 包 ” 如 图 A.75(a) 所 示 ; 
另 一 部 分 主要 是 由 9 个 环 构成 的 ， 如 图 A.75(b) 所 示 ， 它 们 从 首 至 尾 依次 称 为 1 号 环 到 9 
号 环 。 按 照 和 包 的 关系 ， 每 个 环 都 有 两 个 状态 : 在 饮 上 或 在 乌 下 ， 简 称 在 上 和 在 下 。 游 


@ 部 分 插图 来 自 http://www.edull.net/space-96-do-blog-id-440968.html 及 http://blog.sina.com.cn/s/blog_ 
S61ade010101igzu.html 
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图 A.74 递归 构造 格雷 码 


戏 初始 状态 是 9 个 环 都 在 馆 上 ， 如 图 A.75(c) 所 示 ， 目 标 是 经 过 一 些 操作 使 得 9 个 环 都 在 
锯 下 ， 如 图 A.75(d) 所 示 或 者 反之 ， 从 9 个 环 都 在 乌 下 操作 到 9 个 环 都 在 包 上 )。 


(©) 
A.75 ” 九 连 环 


用 长 度 为 9 的 0-1 串 依次 表示 9 号 环 到 1 号 环 的 状态 ， 用 0 表示 在 包 下 ， 用 1 表示 
在 馆 上 。 例 如 图 A.75(c) 对 应 的 状态 是 111111111， 图 A.75(d) 对 应 的 状态 是 000000000， 
图 A.75(e) 对 应 的 状态 是 010010000。 


附录 A 综合 性 研讨 专题 \ 邓 人 
九 连 环 只 有 3 个 基本 操作 〈 本 质 上 是 两 个 )。 


操作 1: 任何 时 候 可 以 改变 1 号 环 的 状态 ， 即 当 1 号 环 在 上 的 时 候 ， 可 以 下 1 号 环 ; 
当 1 号 环 在 下 的 时 候 ， 可 以 上 1 号 环 。 

,| 号 环 将 状态 Dops…D20 变 为 Dops…D21; 而 下 1 号 环 将 状态 Dops…D21 变 为 Dops… 
5b20， 表 示 状 态 的 串 只 有 一 位 不 同 。) 

操作 2: 可 以 改变 紧 跟 在 领头 环 后 的 环 的 状态 ， 所 谓 “ 和 领头 环 ” 是 指 在 包 上 的 最 靠 
首 的 环 ， 而 并 不 一 定 是 1 号 环 〈 图 A.75(e) 中 的 领头 环 是 5 号 环 ， 可 以 进行 的 操作 是 上 6 
号 环 )。 

(将 状态 bo…bi010…0 变 为 Bo…bi110…0; 或 者 将 状态 bo…bi110…0 变 为 po…bi010… 
0， 表 示 状 态 的 串 只 有 一 位 不 同 。) 

操作 3: 1 号 、2 号 环 状态 相同 时 可 以 同时 改变 状态 ， 即 当 1 号 、2 号 环 都 在 饮 上 时 
可 以 一 次 操作 同时 下 ; 当 1 号 、2 号 环 都 在 乌 下 时 可 以 一 次 操作 同时 上 。 

实质 上 这 相当 于 先 上 1 号 环 (操作 1) 再 上 2 号 环 (操作 2)， 或 者 先 下 2 号 环 ( 操 
作 2) 再 下 1 号 环 〈 操 作 1)。 

将 所 有 环 从 乌 上 取 下 〈 状 态 1…1 到 0…0) 的 方法 反 向 进行 一 一 下 改 为 上 ， 上 改 为 
下 ， 操 作 顺 序 逆 序 进行 ， 就 是 将 所 有 环 从 包 下 装 上 (状态 0…0 到 1…1) 的 方法 。 

使 用 上 述 基 本 操作 ， 可 以 给 出 全 部 取 下 n 连环 的 递归 式 解 法 : 

1 ， 若 n=1， 则 使 用 操作 1 直接 下 1 号 环 。 

2 ” 若 n=2， 则 使 用 操作 2 下 2 号 环 后 使 用 操作 1 下 1 号 环 ， 或 者 使 用 操作 3 一 起 下 2 号 环 和 

1 号 环 。 

3 ”车 n>2， 则 

3.1 使 用 解决 (n-2) 连环 的 方法 ， 将 n-2 号 环 至 1 号 环 全 部 取 下 (状态 111…1 到 110…0)。 

3.2 使 用 操作 2， 取 下 n 号 环 ( 状 态 110…0 到 010…0)。 

3.3 反 向 使 用 解决 (n-2) 连环 的 方法 ,将 n-2 号 环 至 1 号 环 全 部 装 上 (状态 010…0 到 011…1)。 

3.4 使 用 解决 (n-1) 连环 的 方法 ， 将 (n-1) 号 环 至 1 号 环 全 部 取 下 (状态 011…1 到 000…0)。 


用 R(n) 表 示 全 部 取 下 n 连环 操作 次 数 , 则 R(1)=1; 只 允许 操作 1 和 操作 2 时 R(2)=2， 
允许 操作 3 时 R(2)=1。 
当 n>2 时 ， 有 递 推 关系 


R(n)=R(n—2)+1+R(n-2)+R(n-1) 
令 T(n)=R(n)+1/2， 则 得 到 2 阶 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 : 
T(n)=T(n-1)+27T(n-2) 
求解 得 到 
R(n)-(2™+(-1)"—3)6, R(2)=2 时 
R(n)=(2"—(-1)—1)/2, RQ2)=1 时 
当 n=9 时 ，R(9)=341 或 256。 
下 面 介绍 九 连环 与 格雷 码 之 间 的 联系 。 
注意 到 操作 1 和 操作 2 会 改变 状态 ， 但 是 表示 状态 的 串 都 具有 一 位 发 生 改变 ， 事 实 
上 一 次 求解 n 连环 过 程 中 状态 编码 的 变化 是 n 位 格雷 码 的 一 个 连续 部 分 (而 不 是 全 部 )。 
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【 例 A.28】 求解 3 连环 的 过 程 如 表 A.16 所 示 。 
表 A.16 求解 3 连环 的 过 程 


状态 转换 为 二 进 制 码 对 应 到 下 一 状态 
二 进 制 码 的 十 进 制 数值 的 操作 

5 取 下 1 号 环 
4 取 下 3 号 环 
3 装 上 1 号 环 
2 取 下 2 号 环 
1 取 下 1 号 环 
0 


令 5 表示 n 位 格雷 码 字 11…11 对 应 的 普通 二 进 制 码 的 十 进 制 数值 ， 则 可 以 证 明 : 

(1) 只 允许 使 用 操作 1 和 操作 2， 求 解 n 连环 过 程 中 状态 编码 作为 格雷 码 字 对 应 的 
普通 二 进 制 码 的 十 进 制 数值 是 从 5 递减 到 0。 

(2) 当 半 是 奇数 时 ，Sr-(C2” -1)/3， 当 是 偶数 时 ，Sr(C2” -2)/3 (n>1)。 

由 此 也 可 以 得 到 九 连 环 的 求解 操作 步 数 恰 为 So=341。 


A.14 谢 尔 宾 斯 基 三 角 


【关键 词 】 组 合 数 ， 林 登 麦 伊 尔 系统 ;混沌 游戏 ， 元 胞 自动 机 
北宋 人 贾 宪 约 在 1050 年 首先 使 用 “ 贾 宪 三 角 ” 进 行 高 次 开 方 运算 。 南 宋 数 学 家 杨辉 


综合 性 研讨 专题 


附录 人 A 


在 《详解 九 章 算法 》(1261 年 ) 中 记载 并 保存 了 “ 贾 宪 三 角 ” 故 又 称 “ 杨 辉 三 角 ”。 元 
朝 数学 家 朱 世 杰 在 《四 元 玉 鉴 》(1303 年 ) 中 扩充 “ 贾 宪 三 角 ” 成 为 “ 古 法 七 乘 方 图 ”。 
法 国 数 学 家 帕斯卡 (Blaise Pascal，1623 一 1662) 在 1653 年 发 表 的 Traité du triangle 


arithmétique (Treatise on the Arithmetical Triangle) 中 描述 了 这 个 三 角形 ， 
被 称 作 “ 帕 斯 卡 三 角 ”。 


因此 它 在 欧洲 


在 图 A.76(a) 中 ,第 m (m 宇 0) 行 第 n (0 三 nm) 个 值 为 C(m, n)。 每 个 数 都 等 于 它 
左 斜 上 方 和 右 斜 上 方 两 数 之 和 。( 图 A.76(a) 为 古 法 七 乘 方 图 ， 图 A.76(b) 将 其 翻译 为 阿拉 


伯 数 字 记 法 。) 
贺 方 床上 苇 法 右 


T 
Ke hie STS 加 网 Kae 


(a) (b) 
图 A.76 古 法 七 乘 方 图 及 其 阿拉 伯 数 字 记 法 


将 有 4x2”(n 宇 0) 行 的 贾 宪 三 角 中 的 奇数 染 为 黑色 ，7 为 0 一 5 的 情况 见 图 A.77， 
类 似 于 n 个 盘子 的 汉 诺 塔 图 ， 也 呈现 出 了 很 强 的 自 相似 性 ( 指 一 个 图 形 相似 于 它 自 身 的 


一 部 分 )。 


事实 上 ， 无 论 图 A.77 还 是 n 个 盘子 的 汉 诺 塔 图 ， 当 n>w 时 ， 都 将 形成 谢 尔 宾 斯 基 


三 角 (Sierpinski triangle)， 它 由 波兰 数学 家 谢 尔 宾 斯 基 在 1915 年 提出 。 
下 面 再 给 出 几 种 生成 谢 尔 宾 斯 基 三 角 的 方法 : 
方法 一 : 几何 方法 (图 A.78)。 
1 ， 取 一 个 实心 的 正三 角形 。 
2 ”对 所 有 实心 正三 角形 ， 进 行 如 下 操作 : 
人 连接 3 条 边 的 中 点 ， 将 它 分 成 4 个 小 正三 角形 。 
色光 将 正中 间 的 正三 角形 “ 挖 空 ”。 
3 ”重复 步骤 2。 


pd 
gS 
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(d) (© 人 
A.77 将 贾 宪 三 角 中 的 奇数 染 为 黑色 


(d) (©) OD 
A.78 用 几何 方法 生成 谢 尔 宾 斯 基 


I 
下 


附录 A_ 综合 性 研讨 专题 


图 A.78 ( 续 ) 


方法 二 : 混沌 (chaos) 游戏 (图 A.79)。 


1 ”在 平面 上 选取 一 个 正三 角形 的 3 个 顶点 ， 记 为 A、B、C， 将 3 个 点 染 为 黑色 

2 ”在 平面 上 随机 选取 一 个 点 P 

3 ”生成 一 个 [1，3] 内 的 随机 整数 

4 ”如 果 该 随机 数 为 1， 则 更 新 P 为 和 及 连 线 的 中 点 ， 如果 该 随机 数 为 2， 则 更 新 P 为 P 和 B 
连 线 的 中 点 ， 如 果 该 随机 数 为 3， 则 更 新 P 为 P 和 C 连 线 的 中 点 

5 ”将 PP 点 染 为 黑色 

6 ”重复 步骤 3 


(0) (d) 
图 A.79 用 混沌 游戏 方法 生成 谢 尔 宾 斯 基 三 角 


MA 
NB 
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方法 三 ， 林 登 麦 伊 尔 系统 (Lindenmayer system)。 

开始 符号 为 F-G-G， 规则 为 (F->F-G+F+G- 有 及 (G>GG)， 其 中 政和 G 都 表示 向 前 
画 单 位 长 度 的 线段 ， 加 号 和 减 号 (+ 和 和-) 分 别 表示 左 转 逆 时 针 120" 和 右 转 顺 时 针 120?。 

图 A.80 表示 由 规则 构造 谢 尔 宾 斯 基 三 角 的 前 几 步 过 程 。 


四 (h) 
A.80 ”用 林 登 麦 伊 尔 系统 生成 谢 尔 宾 斯 基 三 角 


方法 四 : 元 胞 自动 机 。 

元 胞 自动 机 (cellular automaton) 也 译作 细胞 自动 机 , 由 冯 : 诺 依 曼 (J von Neumann ) 
在 20 世纪 50 年 代 提出 。 此 后 ， 史 带 芬 。 沃 尔 夫 勒 姆 (Stephen Wolfram) 对 元 胞 自动 机 
理论 进行 了 深入 的 研究 。 

考虑 长 度 无 限 的 一 维 格子 表 (图 A.81(a))， 用 黑色 格子 表示 1， 用 白色 格子 表示 0。 
有 无 限 多 行 这 样 的 一 维 格子 表 就 形成 了 一 个 “有 始 无 终 ” 的 二 维 格 子 表 (图 A.81(b))。 
从 第 2 行 开 始 ， 每 个 格子 是 黑 还 是 白 根据 上 一 行 的 相 邻 若干 格子 的 情况 〈 称 作 pattern) 
并 依照 一 定 的 规则 (rule) 决定 。 
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(b) 
图 A.81 元 胞 自动 机 


例如 表 A.17 显示 的 “规则 90"， 相 邻 的 3 个 格子 决定 下 一 行 3 个 位 置 正中 间 的 格子 
的 状态 。 可 以 参看 图 A.82 (为 清晰 起 见 ， 图 中 用 灰色 表示 “ 白 ”)。 
表 A.17 规则 90 


了 相信 的 3 个 格子 | ul | no | 101 | 100 | om | 010 | ool | oo 


图 A.82 规则 90 


册 设 第 一 行 只 有 一 个 黑色 格子 ， 不 断 应 用 规则 90 (图 A.83)， 也 可 以 得 到 谢 尔 宾 斯 
基 三 角 。 
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图 A.83 用 规则 90 林 登 麦 伊 尔 系统 生成 谢 尔 宾 斯 基 三 角 
谢 尔 宾 斯 基 三 角 是 自 相 似 集 的 例子 ， 是 一 种 分 形 。1973 年 ， 0 
(B.B.Mandelbrot) 首次 提出 了 分 维和 分 形 (fractal) 的 设想 ， 其 原意 具有 不 规则 、 支 离 破 
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等 意义 。 分 形 一 般 是 指 “ 一 个 粗糙 或 零碎 的 几何 形状 ， 可 以 分 成 数 个 部 分 ， 且 每 一 部 
分 都 (至 少 会 大 略 ) 是 整体 缩小 尺寸 的 形状 ” 此 一 性 质 称 为 自 相似 。 
分 形 作为 一 种 数学 工具 ， 现 已 应 用 于 各 个 领域 ， 如 数学 、 生 物 、 大 气 、 海 洋 、 社 会 
学 科 、 计 算 机 科学 〈 例 如 基于 分 形 的 图 片 压缩 ) 等 ， 在 音乐 、 美 术 领 域 也 产生 了 一 定 的 
影响 。 图 A.84 就 是 使 用 分 形 创作 软件 Fractal Explorer 所 作 的 电脑 图 形 。 


图 A.84 ”分 形 创作 软件 创作 的 电脑 图 形 
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B.1 实验 一 : 汉 诺 塔 问题 的 变 体 


B.1.1 实验 内 容 


1.3.5 节 介绍 了 汉 诺 塔 问题 及 其 递归 解法 、 总 移动 次 数 的 递 推 表 达 式 和 求解 。 本 次 实 
验 的 内 容 是 考虑 汉 诺 塔 问题 的 若干 变 体 。 

1. 邻近 移动 

邻近 移动 即 在 原始 的 汉 诺 塔 问题 上 增加 一 个 要 求 : 不 允许 A 柱 与 C 柱 之 间 的 直接 转 
移 ， 即 每 次 只 能 移动 到 中 间 柱 B 或 从 中 间 柱 B 移出 ， 如 图 B.1 所 示 。 


B 
Se - 光 
图 B.1 邻近 移动 汉 诺 塔 


>|e|wlb|=- 上 已 


2. 循环 移动 

循环 移动 的 变化 在 于 : 设 A 柱 、B 柱 、C 柱 (及 A 柱 ) 构成 一 个 顺 时 针 方 向 的 三 角 
形 ， 所 有 的 移动 必须 是 顺 时 针 方向 ， 即 或 从 A 柱 到 B 柱 , 或 从 B 柱 到 C 柱 , 或 从 C 柱 
到 A 柱 ， 如 图 B.2 所 示 。 


上 
4 
TS 


图 B.2 循环 移动 汉 诺 塔 


3. 奇偶 汉 诺 塔 

奇偶 汉 诺 塔 不 对 移动 方式 增加 限制 ， 但 是 要 求 最 终结 果 是 : 所 有 奇数 号 的 盘子 放 到 
B 柱 上 ， 所 有 偶数 号 的 盘子 放 到 C 柱 上 ， 如 图 B.3 所 示 。 它 的 求解 方法 和 最 少 移动 步 数 
又 是 怎样 呢 ? 
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图 B.3 奇偶 汉 诺 塔 


4. 双色 汉 诺 塔 

双色 汉 诺 塔 与 汉 诺 塔 问题 在 规则 本 质 上 是 相同 的 ， 但 不 同 的 是 ， 现 在 每 种 大 小 的 盘 
子 都 有 两 个 : 一 个 黑色 和 一 个 白色 。 初 始 情况 是 A 和 B 柱 交错 放置 不 同 颜色 的 盘子 ， 目 
标 是 使 A 柱 和 B 柱 上 的 盘子 都 是 同色 的 ， 而 且 底 部 最 大 的 圆 盘 需要 交换 位 置 ， 如 图 B.4 
所 示 。 


3 
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A B 
B.4 奇偶 汉 诺 塔 


B.1.2 ”实验 要 求 


学 生 须 提交 以 下 内 容 : 

(1) 汉 诺 塔 各 问题 的 解法 描述 。 

(2) 各 问题 总 移动 次 数 的 递 推 表 达 式 。 

(3) 各 问题 总 移动 次 数 〈 通 过 求解 (2) 的 递 推 表达 式 得 到 )。 

(4) 实现 各 问题 解法 的 源 程序 代码 〈 须 有 适量 注释 ) 及 输出 结果 (应 和 (1)~(3) 所 得 
到 的 结果 一 致 )。 
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B.1.3 扩展 阅读 


有 兴趣 的 学 生 可 以 查阅 以 下 主题 的 资料 : 
(1) 磁性 汉 诺 塔 (magnetic Hanoi)。 
(2) 多 柱 汉 诺 塔 (multi-pegs Hanoi)。 


B.2 ”实验 二 : 命题 演算 的 计算 机 实现 


真 值 表 是 命题 逻辑 中 的 一 个 重要 工具 ,利用 它 可 以 解决 命题 多 辑 中 的 几乎 所 有 问题 。 
例如 ， 可 以 求 命题 公式 的 主 范式 ， 判 断 命 题 公式 的 类 型 ， 判 断 两 个 命题 公式 是 否 等 价 ， 
判断 推理 形式 是 否 正确 ， 等 等 。 

本 实验 要 求 编写 程序 完成 以 下 功能 : 

(1) 从 文件 读 入 逻辑 表达 式 〈 由 教师 提供 ， 仅 由 合 取 联 结 词 “<&"”、 析 取 联 结 词 人 ”、 
否定 联结 词 “1!” 及 命题 变 项 p、g、r、u、v、w 组 成 ， 且 命题 变 项 的 个 数 不 超 过 6)， 判 断 

(2) 实现 计算 机 对 命题 公式 的 存储 ， 给 出 命题 公式 的 二 叉 树 表示 方法 。 

(3) 给 出 得 到 的 二 又 树 的 前 序 、 中 序 、 后 序 遍 历 结果 。 

(4) 构造 该 命题 公式 的 真 值 表 。 

(5) 由 该 命题 公式 的 真 值 表 得 到 主 范式 (包括 主 合 取 范式 和 主 析 取 范式 )。 

(6) 通过 真 值 表 判 断 该 命题 公式 的 类 型 。 特 别 是 ， 可 以 : 

(a) 判断 两 个 给 定 的 命题 公式 是 否 等 值 。 

Cb) 判断 一 个 给 定 的 推理 形式 是 否 正确 。 

(7) 利用 上 面 的 工作 解决 下 面 两 个 逻辑 趣 题 : 

(a) 灵 灵 新 买 了 一 条 裙子 , 但 是 她 不 肯 给 大 家 看 ， 只 是 给 出 了 一 个 提示 :“ 我 新 买 的 
裙子 的 颜色 是 红 、 黄 、 黑 之 一 。” 

小 张 说 :“ 灵 灵 一 定 不 会 买 红色 的 。” 

小 王 说 :“ 那 一 定 是 黑色 或 黄色 。” 

小 李 说 :“ 一 定 是 黑色 。” 

最 后 灵 灵 说 :“ 你 们 三 人 中 至 少 有 一 个 人 说 对 了 ， 至 少 有 一 个 人 说 错 了 。” 

请 问 ， 灵 灵 的 新 裙子 是 什么 颜色 的 ? 

(b) 灵 灵 、 欢 欢 和 乐 乐 一 起 去 吃 早饭 ， 他 们 每 人 要 的 不 是 包子 就 是 面条 ， 已 知 : 

Q 如 果 灵 灵 要 的 是 包子 ， 那 么 欢 欢 要 的 就 是 面条 。 

@ 灵 灵 或 乐 乐 要 的 是 包子 ， 但 是 不 会 两 人 要 的 都 是 包子 。 

图 欢 欢 和 乐 乐 不 会 两 人 都 要 面条 。 

请 问 :“ 灵 灵 要 的 是 面条 ”这 一 判断 是 否 正确 ? 


离散 数学 及 应 用 (第 2 版 ) 


B.3 实验 三 : 二 元 关系 及 其 应 用 


关系 是 客观 的 ， 为 事物 所 固有 ， 存 在 于 相应 的 事物 之 间 。 在 日 常生 活 学 习 和 工作 中 
我 们 经 常 遇 到 和 处 理 关 系 ， 例 如 兄弟 关系 、 同 学 关系 、 上 下 级 关系 、 朋 友 关系 、 平 面 上 
直线 的 平行 关系 、 整 数 之 间 的 整除 关系 、 实 数 之 间 的 大 小 关系 等 。 

在 数学 中 关系 被 抽象 成 一 个 基本 概念 ， 它 在 计算 机 科学 中 被 广泛 应 用 ， 也 是 “离散 
数学 ”这 门 课程 的 基本 概念 和 核心 概念 。 其 中 等 价 关系 和 偏 序 关系 则 是 两 种 重要 且 常 见 
的 特殊 关系 。 例 如 ， 在 生活 中 ， 平 面 上 三 角形 的 “相似 ”关系 是 一 个 等 价 关 系 ， 学 生 的 
“同班 ”关系 也 是 一 个 等 价 关 系 , 工程 问题 (如 建 水 坝 、 造 飞机 、 组 装机 床 、 软 件 开 发 等 ) 
中 包含 的 工序 之 间 的 先后 关系 构成 一 个 偏 序 关系 。 

另 一 方面 ， 在 生活 中 很 多 时 候 当 我 们 谈 到 一 件 事情 时 ， 可 能 会 有 意 无 意 地 省 略 其 作 
为 关系 的 某 些 性 质 。 例 如 : 

(a)“ 打 开 电 脑 后 请 输入 正确 的 密码 进行 登录 ， 登 录 成 功 后 请 打开 Word。” 这 段 话 中 
隐 含 “打开 Word” 是 在 “打开 电脑 ”之 后 进行 的 。 

Cb) 省 略 “同班 ”关系 满足 的 传递 性 、 对 称 性 和 自 反 性 。 例 如 “ 张 良和 陈 平 是 同班 
同学 ， 萧 何 和 陈 平 也 是 同班 同学 ”这 段 话 中 实际 上 隐 含 着 一 些 有 序 对 。 
因此 ， 对 于 实际 生活 中 的 问题 ， 首 先 要 将 其 表示 为 关系 的 形式 ， 然 后 很 重要 的 一 个 
步骤 就 是 将 其 所 隐 含 的 有 序 对 补充 完整 ， 才 能 进行 下 一 步 的 理论 分 析 和 处 理 。 

本 实验 的 主要 内 容 就 是 对 于 给 定 的 关系 R, 通过 添加 一 些 有 序 对 使 其 满足 特定 性 质 ， 
并 通过 关系 的 运算 解决 一 些 看 似 和 关系 性 质 、 关 系 运算 无 关 的 问题 。 


B.3.1 准备 工作 


关系 作 运算 后 的 结果 可 能 影响 关系 原来 所 具有 的 性 质 。 请 判断 以 下 命题 是 否 成 立 ， 
如 不 成 立 请 给 出 反例 : 

(a) 如 果 尺 满足 对 称 性 ， 那 么 R” 一定 满足 对 称 性 。 

(b) 如 果 尺 满足 自 反 性 ， 那 么 R” 一 定 满足 自 反 性 。 

(c) 如 果 尺 满足 对 称 性 ， 那 么 R 一 定 满足 对 称 性 。 

(d) 如 果 尺 满足 传递 性 ， 那 么 R 一 定 满足 传递 性 。 

(e) 如 果 尺 满足 自 反 性 ， 那 么 RUR- 一 定 满足 自 反 性 。 

(f) 如 果 尺 满足 传递 性 ， 那 么 RUR- 一 定 满足 传递 性 。 

(g) 如 果 尺 满足 反对 称 性 ， 那 么 尼 一 定 满足 反对 称 性 。 

(Ch) 如 果 尺 满足 反对 称 性 ， 那 么 R” 一 定 满足 反对 称 性 。 


B.3.2 等 价 关 系 及 其 应 用 


首先 定义 要 研究 的 对 象 : 对 于 给 定 的 集合 4 上 关系 R， 若 4 上 关系 8 满足 
(1 ReSs 
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(2) S 是 一 个 等 价 关 系 。 

(3) 若 4 上 关系 5' 满 足 上 述 两 个 条 件 ， 则 必 有 SCS'。 
则 称 5 为 R 的 等 价 闭 包 ， 记 作 S=R*。 

请 完成 以 下 内 容 : 

(1) 车 RR 为 定义 在 集合 4 上 的 关系 ， 那 么 应 当 如 何 计算 RR? 若 尺 为 定义 在 4={a, 5b， 
c,d,e,f} 上 的 关系 ， 其 有 向 图 如 图 B.5 表示 。 请 计算 R*。 


of (i 


©O WW 


图 B.5 关系 R 


(2) 编写 一 个 程序 ， 根 据 一 个 关系 R 的 矩阵 表示 ， 计 算 其 等 价 闭 包 R*。 

(3) 考虑 一 个 实际 应 用 场景 : 某 软件 开发 项 目 共 包括 16 个 模块 ， 以 下 模块 须 由 同一 
个 开发 小 组 实现 :模块 1 与 2， 模 块 6 与 3， 模 块 4 与 12， 模 块 11 与 5， 模块 7 与 13， 
模块 16 与 2， 模块 14 与 9， 模块 4 与 6， 模块 5 与 1, 模块 10 与 9, 模块 9 与 13, 模块 
7 与 8， 模 块 13 与 10， 模 块 11 与 16， 模 块 3 与 4。 

(a) 请 利用 前 面 (1) 和 (2) 的 结果 ， 通 过 程序 回答 : 

@ 最 多 可 以 分 成 多 少 个 开发 小 组 ? 

@ 每 个 小 组 各 自 的 开发 任务 是 什么 ? 

(b) 现实 生活 中 的 问题 永远 都 是 变化 的 。 要 解决 这 些 不 断 变 化 的 问题 ， 是 每 一 次 都 
新 建 一 个 数学 模型 ， 还 是 每 次 都 对 已 有 模型 进行 改造 更 好 呢 ?” 换 言 之 ， 把 改变 留 在 前 期 
数据 的 处 理 部 分 和 留 在 后 期 的 算法 实现 部 分 哪个 更 好 呢 ? 

如 果 在 (a) 的 基础 上 ， 增 加 要 求 “ 每 个 小 组 至 多 实现 5 个 模块 ?， 那么 是 否 有 满足 要 
求 的 分 组 方案 ? 通过 程序 回答 这 个 问题 。 

(c) 在 (a) 的 基础 上 ， 增 加 要 求 “ 模 块 9 和 模块 13 不 可 以 由 同一 个 开发 小 组 实现 ”， 
请 通过 程序 回答 : 是 否 有 满足 要 求 的 分 组 方案 ? 如 果 有 ,最 多 可 以 分 成 多 少 个 开发 小 组 ? 
每 个 小 组 各 自 的 开发 任务 是 什么 ? 
B.3.3” 偏 序 关系 及 其 应 用 

哈 斯 图 的 引入 简化 了 偏 序 关系 的 图 形 表示 ， 前 面 讲授 了 将 关系 的 有 向 图 转化 为 哈 斯 
图 的 方法 。 注 意 到 哈 斯 图 中 不 存在 “三 角形 ”， 即 不 存在 顶点 a、b、c， 使 得 有 向 边 (a, b)、 
(b,c) 和 (a, c) 都 存在 ， 因 此 这 里 提出 了 另 一 种 画 哈 斯 图 的 方法 : 

1 ”去 掉 所 有 项 点 的 自 环 : 


SR-{(a, a)laeAa} 
2 For i=1 to 1aI 
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多 车 a<b 目 使 得 a<i 且 i<b， 则 去 掉 有 向 边 (a，b)， 更 新 原 图 。 
IE exists (a, i), (i, b), (a, b) then S¢-S-{(a, b)} 


例如 ， 偏 序 集 ({1, 2, 3, 4}, <) 在 步骤 1 之 后 的 结果 如 图 B.6 所 示 。 
然后 依次 去 掉 三 角形 {1, 2, 3} 中 的 有 向 边 (1, 3)、 三 角形 {和 ,2, 4} 中 的 有 向 边 (1, 4)、 三 
角形 {2, 3, 和 中 的 有 向 边 (2, 4)， 则 结果 如 图 B.7 所 示 。 


加 G) 
© 
© 9 
B.6 ” 偏 序 集 ({1, 2, 3, 4}, <) 在 步骤 1 之 后 的 结果 图 B.7 去 掉 有 向 边 后 的 结果 


下 面 证 明 此 方法 的 正确 性 。 要 证 明 最 终结 果 中 不 存在 多 边 形 (图 B.8 中 加 粗 箭 线 表 
示 的 部 分 )。 
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B.8 ”正确 性 证 明 用 图 


将 所 有 满足 pRe 且 cRa 的 元 素 c 中 最 先 被 处 理 〈 即 执行 第 2 步 ) 的 记 作 q。 

如 果 处 理 4 时 (b, q)eS 且 (d, a)eS， 则 (b, go) 已 被 删除 ， 因 此 不 会 形成 多 边 形 。 

如 果 不 满足 上 述 两 个 条 件 ， 假 设 (b, q)zgS， 于 是 之 前 必定 存在 xe4，bRx 且 xRdq， 从 
而 删 去 了 (2, q)。 但 是 bBRx、xRq 且 dRa， 有 bRx 且 xRa， 与 4 的 选择 矛盾 。 

假设 (qd, geS， 于 是 之 前 必定 存在 ye4，dRy 且 yRa， 从 而 删 去 了 (4, a)。 类 似 地 可 以 
证 明 bRy 且 yRa， 与 4 的 选择 矛盾 。 口 

(1) 根据 前 面 的 说 明 ， 给 出 由 关系 的 布尔 矩阵 形式 表示 直接 画 哈 斯 图 的 方法 。 

(2) 定义 下 一 步 要 研究 的 对 象 ; 

对 于 给 定 的 集合 4 上 关系 RR 如果 4 上 关系 8 满足 

© RSs, 

@ 5 是 一 个 偏 序 关 系 。 
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@ 5 是 这 样 的 偏 序 关 系 中 最 小 的 一 个 。 

则 以 下 简 记 5 为 忆 ( 即 包含 RR 的 最 小 偏 序 关系 )。 

本 实验 内 容 完成 以 下 两 个 任务 : 

(a) 若 民 为 定义 在 集合 4 上 的 关系 ， 且 假设 忆 存 在 ， 那 么 如 何 计算 S=R?? 

(b) 编写 一 个 程序 ， 从 文件 读 入 一 个 关系 R 的 矩阵 表示 ,计算 刀 的 矩阵 表示 此 环 
节 假 定 屎 必定 存在 )， 继 而 画 惰 的 哈 斯 图 。 

(3) 在 环节 (2) 中 ,假设 Re? 必定 存在 ， 但 事实 上 ， 是 否 “ 对 于 任意 一 个 关系 R，R? 
都 存在 ”? 

请 思考 并 回答 :“ 从 理论 上 讲 ， 如 何 断 定 “ 对 于 给 定 的 集合 4 上 关系 R 是 否 存 在 包 
含 的 最 小 偏 序 关 系 ? "”“。 并 请 编程 实现 对 给 定 关 系 RR 是 否 存 在 包含 R 的 最 小 偏 序 关系 
的 断定 。 

(4) 考虑 一 个 实际 应 用 问题 : 一 个 程序 中 通常 包括 多 个 模块 ， 各 个 模块 之 间 存 在 调 
用 关系 。 如 果 产 生 了 模块 之 间 的 循环 调用 (例如 , 模块 1 调用 模块 2, 模块 2 调用 模块 3 
模块 3 调用 模块 1 )， 那 么 就 有 可 能 出 现 死 循环 。 能 否 设计 一 个 方法 检测 程序 中 是 否 有 这 
种 情况 出 现 ? 

假设 一 个 程序 共 包含 8 个 模块 ， 其 调用 关系 是 : 模块 1 调用 了 模块 2 和 模块 3， 模 
块 2 调用 了 模块 8 和 模块 3, 模块 3 调用 了 模块 6， 模 块 4 未 调用 其 他 模块 , 模块 5 调用 
了 模块 4 和 模块 7,， 模块 6 调用 了 模块 5 和 模块 7, 模块 7 未 调用 其 他 模块 ,模块 8 调用 
了 模块 5。 

请 编写 程序 判断 该 程序 中 是 否 存在 模块 循环 调用 的 情况 ， 如 果 不 存 在 ， 请 给 出 各 模 
块 之 间 调 用 关系 的 哈 斯 图 以 及 一 个 拓扑 排序 。 

(5) 完成 实验 B.3.2 及 本 实验 前 4 个 环节 后 ， 请 思考 并 回答 以 下 问题 : 

(a) 关系 一 般 有 3 种 表示 方法 : 集合 的 方式 、 关 系 和 矩阵 的 方式 、 关 系 图 的 方式 。 你 
认为 本 实验 都 采用 关系 矩阵 的 方式 来 处 理 的 原因 是 什么 ? 

(b) 为 什么 对 于 每 一 个 关系 都 存在 包含 它 的 等 价 关 系 ， 但 是 却 可 能 不 存在 包含 它 的 
偏 序 关系 ? 你 认为 其 根本 问题 何在 ? 

(c) 你 认为 对 于 某 关 系 R 不 存在 包含 其 的 偏 序 关系 的 本 质 原因 是 什么 ?你 还 能 想到 
其 他 方法 判定 是 否 存 在 包含 RR 的 偏 序 关系 么 此 为 可 选 答 的 问题 〉? 


B.3.4 连通 性 和 欧 拉 道 路 /回路 


4.3 节 介绍 过 (有限 集合 上 ) 关系 中 的 道路 和 回路 , 在 第 8 章 中 又 介绍 了 图 中 的 道路 
和 回路 ， 图 中 与 道路 有 关 的 问题 是 否 可 以 通过 关系 的 运算 解决 ? 

一 个 简单 图 可 以 视 作 某 关系 的 图 形 表示 ， 即 此 时 可 以 将 图 和 有 限 集合 上 的 对 称 关 系 
一 一 对 应 起 来 。 

(1) 编写 程序 ， 从 文件 读 入 一 个 简单 图 的 矩阵 表示 ， 判 断 图 中 是 否 存在 从 项 点 4 到 


(2) 编写 程序 ， 从 文件 读 入 简单 图 的 矩阵 表示 ， 判 断 其 连通 性 。 
(3) 给 定 一 个 简单 图 的 邻接 矩阵 表示 如 下 : 
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abcdef 
af010110 
bl101000 
cl010000 
dl|100010 
ell00101 
fA\000010 
编写 一 个 程序 ， 判 断 边 ab、de、ef 是 否 是 桥 。 
(4) 编写 一 个 程序 ， 从 文件 读 入 一 个 简单 图 的 矩阵 表示 ， 判 断 该 图 属于 以 下 哪 种 
情况 。 
Q@ 存在 欧 拉 回路 。 
@ 不 存在 欧 拉 回 路 ， 但 是 存在 欧 拉 道路 。 
@ 不 存在 欧 拉 道 路 。 
对 于 属于 情况 的 图 ， 使 用 弗 勒 里 (Fleury) 算法 构造 一 条 从 a 点 开始 的 欧 拉 回路 ; 
对 于 属于 情况 @ 的 图 ， 使 用 弗 勒 里 算法 构造 一 条 欧 拉 道 路 。 
(5) 前 面 讨论 的 都 是 无 向 图 ， 实 际 上 在 有 向 图 上 也 可 以 定义 连通 性 、 欧 拉 道 路 和 欧 
拉 回 路 。 请 编写 一 个 程序 ， 从 文件 读 入 一 个 有 向 图 的 矩阵 表示 ， 判 断 该 图 属于 以 下 哪 种 
情况 。 
@ 存在 欧 拉 回路 。 
@ 不 存在 欧 拉 回 路 ， 但 是 存在 欧 拉 道路 。 
@ 不 存在 欧 拉 道 路 。 
对 于 属于 情况 @ 的 图 ， 从 a 点 开始 构造 一 条 欧 拉 回 路 ， 对 于 属于 情况 @ 的 图 ， 构 造 
一 条 欧 拉 道 路 。 


B.4 ”实验 四 : 村 庄 修 引水 渠 问 题 


一 个 村 庄 有 若干 户 人 家 ， 村 庄 附近 有 一 条 河 〈 假 定 河岸 为 直线 )， 如 图 B.9 所 示 。 
.和 


B.9 村 庄 与 河 


各 户 希望 从 河 直接 或 间接 引水 到 家 中 ， 但 受 限 于 客观 条 件 ， 只 能 : 
(1) 由 河岸 修 到 农户 家 中 ， 即 各 户 从 河岸 引水 道 。 
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(2) 由 农户 家 中 修 到 农户 家 中 ， 即 各 户 之 间 引 水 道 。 
即 允 许 图 B.10(a) 或 (b) 的 修 水 道 方式 ， 但 是 不 允许 (c) 的 方式 。 


~ 人 。 ad 
(a) (b) (0) 
图 B.10 引水 方式 


B.4.1 实验 内 容 (一 ) 


(1) 假定 水 道 的 成 本 与 直线 距离 成 正比 ，16 个 农户 的 坐标 为 (1, 13), (2, 19), (3, 2), (4， 
7), (6, 5), (6, 11), (9, 14), (11, 2), (11, 8), (11, 17), (12, 20), (14, 12), (15, 5), (19, 1), (19, 16), 
(20, 6)， 河 岸 是 直线 y=0。 请 编写 程序 给 出 最 省 钱 的 修 水 道 方法 。 

(2) 现实 生活 中 的 问题 永远 都 在 变化 。 现 在 假设 有 两 条 相交 的 河流 分 别 是 直线 x=0 
和 y=0， 如 图 B.11 所 示 ， 各 个 农户 的 坐标 不 变 。 请 编写 程序 给 出 最 省 钱 的 修 水 道 方法 。 

(3) 现在 假设 有 3 条 相交 的 河流 〈 假 定 两 条 河流 相互 平行 且 都 与 第 三 条 垂直 ， 如 
图 B.12 所 示 )。 应 该 如 何 求 最 省 钱 的 修 水 道 方法 ? 请 写 出 你 对 模型 的 修改 和 调整 。 


图 B.11 两 条 河 的 情况 图 B.12 3 条 河 的 情况 


(4) 请 分 析 : 如 果 河 流 从 村 庄 中 间 穿 过 ， 如 图 B.13 所 示 ， 是 否 需 要 修改 抽象 模型 ? 
会 对 上 面 3 个 问题 的 结果 产生 影响 吗 ? 


图 B.13 河流 从 村 庄 中 间 穿 过 的 情况 
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B.4.2 实验 内 容 ( 二 ) 


问题 在 实验 内 容 (一 ) 的 基础 上 又 有 了 变化 。 例 如 在 图 B.14 中 ,农户 1 与 河流 之 间 
的 水 管 要 给 5 家 农户 供水 ， 因 此 不 能 使 用 普通 水 管 ， 否 则 农户 6 得 到 的 水 量 太 小 ， 因 此 
农户 1 与 河流 之 间 的 水 管 的 成 本 要 提高 (就 像 人 体 中 主动 脉 和 毛细 血管 的 半径 也 有 很 大 
差别 一 样 )。 

假定 一 段 水 管 的 成 本 不 仅 正 比 于 水 管 长 度 ， 还 正比 于 该 水 管 供水 〈 从 河流 算 起 ) 的 
农户 的 数目 (参看 图 B.15)。 例如 图 B.14 中 , 农户 1 与 河流 之 间 水 管 的 成 本 是 yyx6 个 单 
位 成 本 (供水 给 农户 1~6)， 农户 1 与 农户 2 之 间 水 管 的 成 本 是 VG -+(% 一 二 x4 
个 单位 成 本 (供水 给 农户 2、4、5、6)。 


图 B.14 问题 的 变化 图 B.15 水管 成 本 的 变化 


(1) 仍 假设 河流 是 直线 y=0， 各 个 农户 的 坐标 不 变 。 请 编写 程序 给 出 最 省 钱 的 修 水 
道 方法 。 

(2) 你 认为 在 (1) 中 得 到 的 结果 是 否 合理 ? 为 什么 ? 是 否 可 以 用 你 总 结 的 方法 来 解决 
这 类 问题 呢 ? 

(3) 在 (1) 的 基础 上 ， 将 河流 增加 为 两 条 ， 分别 是 x=0 和 y=0， 各 个 农户 的 坐标 不 变 。 
请 编写 程序 给 出 最 省 钱 的 修 水 道 方法 。 


B.4.3 讨论 与 思考 


(1) 实验 内 容 (一 ) 和 二) 是 不 同 的 问题 ， 采 用 的 解决 方法 也 有 所 不 同 ， 你 觉得 
这 两 个 方法 之 间 有 什么 联系 ? 

(2) 现实 生活 中 ， 可 能 既 不 是 实验 内 容 (一 ) 的 情况 ， 也 不 是 实验 内 容 二) 的 情 
况 ， 而 更 接近 一 种 折 中 。 例 如 ， 水 管 的 成 本 不 只 和 它 给 几 户 供水 有 关 ， 也 和 供水 户 的 远 
近 有 关 ， 具 体 如 下 : 


水 管 的 成 本 = 水 管 长 度 x 该 段 水 管 总 权重 
而 该 段 水 管 的 总 权重 值 为 Sa” ， 其 中 表示 该 水 管 给 n 家 农户 供水 , 五 表示 其 中 


农户 i 沿 该 水 管 到 河 的 水 管 段 数 ，aE[0,1] 是 一 个 常数 (如 图 B.16、 图 B.17 所 示 )。 
问题 仍然 是 ， 如何 修 水 道 最 省 钱 ? 给 出 你 对 这 个 问题 的 抽象 建 模 和 分 析 。 它 和 实验 
内 容 (一 ) 和 (二 ) 有 什么 关系 ? 
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图 B.17 折 中 的 情况 2 
B.S 实验 五 : 考场 安排 问题 


B.5.1 实验 内 容 
学 校 期 末 要 举行 各 个 课程 的 考试 ， 要 求学 同一 门 课程 的 学 生 考试 时 间 必 须 相同 。 
例如 ， 表 B.1 表示 了 5 名 学 生 和 8 门 课程 的 选课 情况 : 
表 B.1 学 生 选 课 情况 
课程 


那么 学 校 就 要 安排 4 场 考试 〈 每 场 考试 必须 是 同一 时 间 ， 但 是 可 以 在 不 同 地 点 进行 
不 同 课程 的 考试 )， 如 表 B.2 所 示 。 
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表 B.2 考试 安排 表 1 


场次 课程 
第 一 场 考 试 B.G 
第 二 场 考 试 D,F 


而 在 实际 的 考试 安排 中 不 仅 要 考虑 学 生 ， 还 要 考虑 授课 教师 作为 主考 官 ， 他 所 教授 
的 各 课程 的 考试 时 间 不 能 冲突 ， 即 不 能 安排 在 同一 场 。 
例如 , 在 表 B.3 中 给 出 了 教师 授课 情况 ， 那 么 课程 A 和 EE 的 考试 就 不 能 安排 在 同一 
时 间 ， 因 此 考试 的 安排 需要 变更 为 表 B.4 所 示 。 
表 B.3 教师 授课 情况 


场次 课程 
第 一 场 考试 A 第 四 场 考试 DF 
第 二 场 考试 CH E 


第 三 场 考 试 B, G 


B.5.2 ”实验 要 求 


(1) 根据 教师 提供 的 学 生 选 课 情况 〈 可 以 采用 和 窍 阵 形式 存放 在 文件 中 )， 编 写 程序 给 
出 考试 的 场次 安排 表 〈 不 要 求 一 定 得 到 最 优 方案 ); 

(2) 在 (1) 的 基础 上 ， 根 据 教师 提供 的 教师 教 课 情况 (可 以 采用 甜 阵 形式 存放 在 文件 
中 )， 编 写 程序 给 出 考试 的 场次 安排 表 不 要 求 一 定 得 到 最 优 方 案 )。 


B.6 实验 六 : 展览 馆 的 参观 与 维护 


图 B.18 是 一 个 展览 馆 的 平面 图 ， 该 展览 馆 共有 3 条 相互 隔 开 的 走廊 、7 个 展厅 和 男 
女 晒 洗 室 各 一 。 

问题 如 下 : 

(1) 如 果 你 是 一 个 参观 者 ， 是 否 可 以 设计 一 条 参观 线路 ， 使 得 每 个 展厅 只 进出 一 次 
〈 走 询 可 以 随意 走 )， 而 且 去 一 次 铀 洗 室 ? 

(2) 如 果 你 是 一 个 维修 工 ， 可 和 否 设计 一 条 线路 ， 使 得 除 大 门 和 钵 洗 室 外 ， 各 展 室 的 


每 个 门 只 经 过 一 次 ? 


UN 
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己 -网 洗 室 / 男 
图 B.18 展览 馆 平 面 图 


(3) 如 果 该 展览 馆 经 过 整修 ,平面 图 发 生变 化 (如 图 B.19 所 示 ), 重新 考虑 问题 (1)。 
二 二 展厅 于 | 大门 
下 /| SA 
号”= 居 yy 二 走 
于 五 民 T 二 | 一 
| 六 展厅 一 四 展厅 “于 一 展厅 
下 | 
一 To 二 
tM [We 


图 B.19 整修 后 的 展览 馆 平面 图 
请 给 出 你 对 这 个 问题 的 抽象 ， 并 给 出 问题 (D) 一 (3) 的 解答 。 


B.7 实验 七 ， 导师 和 研究 生 的 自动 分 配 


某 校 软件 学 院 的 开学 季 又 到 了 , 今年 有 m 名 导师 需要 招收 研究 生 , 并 有 n=mxk 名 研 
究 生 需 要 分 配 导师 ,每 位 导师 都 至 少 需要 选择 m+k-1 名 研究 生 作为 他 的 学 生 的 候选 集 ( 排 
名 不 分 先后 )。 

学 院 希 望 设 计 一 个 程序 ， 可 以 根据 导师 的 志愿 自动 分 配 研究 生 ， 每 位 导师 都 能 够 被 
分 配 到 大 名 属于 他 的 学 生 候选 集 的 研究 生 。 例 如 志愿 如 表 B.5 所 示 时 ， 可 以 分 配给 导师 
4{ 学 生 a， 学 生 户 ， 分 配给 导师 B{ 学 生 5， 学 生 c}， 分 配给 导师 C{ 学 生 4， 学 生 e}。 


表 B.5 导师 的 志愿 


首先 请 分 析 ， 这 个 程序 是 否 可 以 设计 并 实现 ， 换 言 之 ， 是 否 一 定 存在 满足 “每 位 导 
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师 都 能 够 被 分 配 到 名 属于 他 的 学 生 候选 集 的 研究 生 ” 要 求 的 方案 ? 
如 果 存 在 这 样 的 方案 ， 请 根据 教师 提供 的 导师 志愿 情况 〈 可 以 矩阵 形式 存放 在 文件 
中 )， 编 写 程序 给 出 满足 要 求 的 研究 生 分 配方 案 。 


B.8 实验 八 : 绿色 健康 城市 规划 


某 城市 的 街道 路 网 设计 呈 方 格 路 网 的 子 图 形式 ， 而 且 不 存在 长 度 是 奇数 的 回路 〈 例 
如 图 B.20(a)、(b))。 


(a) (b) 


图 B.20 街道 路 网 设计 


为 推广 绿色 出 行 和 健康 出 行 ， 市 长 决定 设立 一 些 步行 街 和 便民 服务 站 。 要 求 : 每 个 
路 口 至 少 连 接 一 条 步行 街 ， 每 条 街道 (两 个 路 口 之 间 〉 至少 有 一 端的 路 口 设 有 便民 服务 
站 。 而 从 成 本 考虑 ， 又 希望 在 满足 要 求 的 前 提 下 ， 步 行 街 和 便民 服务 站 的 数目 应 尽 可 
能 少 。 

在 给 定 城市 街道 图 的 情况 下 ， 请 你 帮助 市 长 确定 应 该 将 哪些 街道 设置 为 步行 街 ， 应 
该 在 哪些 路 口 设置 便民 服务 站 。 例 如， 图 B.20 所 示 的 两 个 图 的 最 佳 方案 如 图 B.21 所 示 ， 
其 中 粗 线段 表示 步行 街 ， 深 色 顶 点 表示 便民 服务 站 。 


(b) 
图 B.21 步行 街 和 便民 服务 站 设置 方案 


根据 教师 提供 的 城市 街道 图 (可 以 存放 在 文件 中 ), 编写 程序 给 出 数目 尽 可 能 少 且 满 
足 要 求 的 步行 街 和 便民 服务 站 设置 方案 。 


B.9 ”实验 九 : 羽毛 球 双打 配对 和 住宿 安排 


互 为 友好 城市 的 A 市 和 B 市 决定 联合 组 建 若干 个 羽毛 球 男 子 双打 组 合 , 参加 国际 羽 
毛 球 友谊 邀请 赛 。 计 划 每 个 组 合 由 1 名 A 市 男 运动 员 和 1 名 B 市 男 运动 员 组 成 。 
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由 于 运动 员 打 法 风格 各 不 相同 ， 因 此 不 同和 运动员 组 合成 双打 配对 的 水 平 高 低 和 竞赛 
优势 也 存在 差异 。 例 如 在 图 B.22(a) 所 示 的 矩阵 中 ， 第 i 行 第 j 列 的 值 是 A 市 男 运 动员 i 
和 了 B 市 男 运动 员 j 配 对 组 成 双打 的 竞赛 优势 。 


0|2 6|4|2 
2|13|4 3|5|3 
3|4|4 4|1|5 


(a) (b) 
图 B.22 ”两 市 选手 的 竞赛 优势 和 生活 习惯 差异 


希望 能 将 n 名 A 市 男 运 动员 和 n 名 BB 市 男 运动 员 配 对 组 成 n 个 双打 组 合 , 且 竞 赛 优 
势 总 和 达到 最 大 。 例 如 在 图 B.22(a) 所 示 的 情况 下 ， 最 优 的 组 合 方式 是 ，A 市 男 运动 员 1 
与 B 市 男 运动 员 1 配对 ，A 市 男 运动 员 2 与 B 市 男 运动 员 3 配对 ，A 市 男 运 动员 3 与 B 
市 男 运动 员 2 配对 。 

另外 , 在 比赛 期 间 需 要 安排 住宿 ， 计 划 每 个 房间 都 由 1 名 A 市 男 运 动员 和 1 名 B 市 
男 运动 员 合 住 。 但 是 运动 员 都 存在 生活 习惯 上 的 差异 ， 例 如 在 图 B.22(b) 所 示 的 矩阵 中 ， 
第 i 行 第 j 列 的 值 是 A 市 男 运 动员 i 和 B 市 男 运动 员 j 的 生活 习惯 差异 大 小 。 

希望 能 为 n 名 A 市 男 运动 员 和 n 名 B 市 男 运 动员 安排 房间 , 使 得 生活 差异 总 值 达 到 
最 小 。 例 如 在 图 B.22(b) 所 示 的 情况 下 , 最 佳 的 安排 房间 方法 是 : A 市 男 运 动员 1 和 B 市 
男 运动 员 3 同 住 一 间 ，A 市 男 运 动员 2 和 B 市 男 运 动员 1 同 住 一 间 ，A 市 男 运 动员 3 和 
B 市 男 运动 员 2 同 住 一 间 。 

根据 教师 提供 的 A 市 男 运动 员 和 B 市 男 运动 员 的 配对 竞赛 优势 及 生活 差异 (可 以 拢 
阵 形式 存放 在 文件 中 ), 编写 程序 给 出 使 得 总 竞赛 优势 达到 最 大 的 双打 配对 方案 以 及 总 生 
活 习惯 差异 尽 可 能 小 的 安排 房间 方案 。 
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associative 
asymmetric 

atom proposition 
augment path 
augmenting path 
automorphism 
Backus-Naur Form (BNF) 
backward edge 
biconditional 
bijection 

binary operation 
bipartite graph 

bit matrix 

block 

Boolean algebra 
Boolean lattice 


Boolean matrix 


名 词 英 汉 对 照 表 


阿 贝 尔 群 

加 法 原理 ， 加 法 法 则 
邻接 的 ， 相 邻 的 
邻接 矩阵 
代数 结构 

代数 系统 
字母 表 

交错 道路 

歧义 文法 

祖先 

反对 称 的 

弧 

自 变 量 
真 值 指派 ， 赋 值 
结合 的 

非 对 称 的 
原子 命题 

可 增 广 道路 

可 增 广 道路 

自 同 构 

巴 科 斯 -诺尔 范式 
后 向 边 

等 价 ， 双 条 件 
双 射 

二 元 运算 

二 部 图 

位 矩阵 

划分 块 

布尔 代数 
布尔 格 

布尔 矩阵 


Boolean product 
boundary 

bounded lattice 
bounded variable 
branch point 

bridge 

canonical map 
capacity 

cardinality 

Cartesian product 
catenation 

ceiling function 
chain 

characteristic equation 
characteristic function 
characteristic root 
chromatic number 
chromatic number 
circuit 

closed 

closure 

combination 
commutative 
comparable 
compatibility block 
compatibility relation 
compatible class 
complement 
complemented lattice 
complete graph 
complete m-ary tree 
complete matching 
component 
composite number 
composition 
compound statement 
conclusion 

Concrete syntax tree 


congruent 


布尔 积 

边界 

有 界 格 

约束 变 项 

桥 

典范 上 映射， 自然 映 射 
容量 

基数 ， 势 

笛 卡 儿 积 

连接 

天 花 板 函数 ， 上 取 整 函数 
链 

特征 多 项 式 


有 补 格 

完全 图 

完全 m 又 树 

完全 匹配 

连通 分 支 

合 数 

复合 ， 合 成 
合 命题 

结论 

具体 语法 树 
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conjunction 

conjunctive normal form 
connected 

content sensitive grammar 
content-free grammar 
contradiction 

coset 

cost 

countable 

Cover 

covering 

cut 

cycle 

cycle permutation 
degree 

derivation 

derivation tree 
descendant 


Deterministic Finite Automata (DFA) 


dictionary order 
difference 

digraph 

directed graph 
directed tree 

direct product 
disconnected 
disconnecting set 
discrete graph 
disjunction 
disjunctive normal form 
distributive 
distributive lattice 
divide 

divisor 

domain 
dominating set 
domination number 
drawer principle 
dual 


合 取 词 

合 取 范式 
连通 的 

上 下 文 相 关 语 法 
上 下 文 无 关 语 法 
矛盾 式 ， 永 假 式 
代价 

可 数 的， 可 列 的 
覆盖 

覆盖 

割 

圈 

轮换 
度数 ， 次 数 
推导 

派生 树 

后 代 
确定 性 有 限 状态 自动 机 
字典 序 

差 
有 向 图 

有 向 图 

有 向 树 

直 积 

不 连通 的 

分 离 集 
离散 图 

析 取 词 

析 取 范式 

分 配 的 

分 配 格 

整除 

因子 
定义 域 ， 无 零 因子 环 
支配 集 
支配 数 

抽 居 原则 
对 偶 


dual graph 

edge 

edge coloring 

edge cover 

edge covering number 
edge-disjoint paths 

element 

empty set 

empty string 

end point 

endomorphism 

equivalence 

equivalence classes 
equivalence relation 
equivalent 

Eulerian circuit 

Eulerian graph 

Eulerian path 

exclusive or 

Existential Generalization (EG) 
existential quantification 
Existential Specification (ES) 
face 

face coloring 

factorial 

field 

finite 

floor function 

flow 

flow network 

forest 

forward edge 

free variable 

full conjunctive normal form 
full disjunctive normal form 
function 

fundamental conjunction 
fundamental disjunction 


generator 


对 偶 图 

边 

边 着 色 

边 覆 盖 集 ， 简 称 边 覆 盖 
边 覆 盖 数 

边 不 相交 的 道路 
元 素 

空 集 

空中 

端点 

自 同 态 

等 价 词 

等 价 类 

等 价 关系 

等 值 

欧 拉 回路 

欧 拉 图 

欧 拉 道路 

异 或 词 

存在 量词 引入 规则 
存在 量词 

存在 量词 消去 规则 
面 

面 着 色 

阶乘 

域 

有 限 的 

地 板 函 数 ， 下 取 整 函数 
流 

流 网 络 

森林 

前 向 边 

自由 变 项 
主 合 取 范 式 
主 析 取 范式 

函数 

合 取 式 

析 取 式 

生成 元 


汉 


对 照 表 \@® 
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graph 

graph coloring 
Greatest Common Divisor (GCD) 
greatest element 
Greatest Lower Bound (GLB) 
group 

Hamiltonian circuit 
Hamiltonian graph 
Hamiltonian path 
hash function 

height 

homomorphic 
homomorphism 
hypothesis 

identity 

identity function 
image 

implication 
inclusion-exclusion principle 
incomparable 
in-degree 
independence number 
independent set 
individual 

inference 

infinite 

infix notation 
injection 

inorder 

integral domain 
interpretation 
intersection 

inverse 

invertible 

irreflexive 

isolated vertex 
isomorphic 
isomorphism 


item 


无 向 图 

图 着 色 

最 大 公约 数 ， 最 大 公 因 子 
最 大 元 

下 确 界 

群 

哈密 顿 回路 

哈密 顿 图 

哈密 顿 道路 

哈 希 函数 ， 散 列 函 数 ， 杂 凑 函 数 
高 度 

同 态 的 

同 态 

假设 

单位 元 ， 乏 元 

恒 等 函 数 

像 

蕴含 词 

容 斥 原理 

不 可 比 的 

入 度 

独立 数 

点 独立 集 ， 简 称 独立 集 
个 体 词 

推理 

无 限 的 

中 缀 表示 


可 逆 的 
非 自 反 的 
孤立 顶点 
同 构 的 
同 构 

项 


join 

Koch snowflake 

language 

Latin square 

lattice 

leaf 

Least Common Multiple (LCM) 
least element 

least upper bound 

length 

level 

lexicographic order 

line graph 

linear homogeneous relation 
linearly ordered set 

linear order 

literal 

logic 

logically equivalent 
logically valid formula 

loop 

lower bound 

map 

Mm-ary tree 

matching 

matching network 

matching number 
maximal compatibility block 
maximal element 

maximal independent set 
maximal matching 
maximum-cardinality matching 
maximum flow 

maximum independent set 
maximum matching 
maxterm 

meet 

minimal dominating set 


minimal edge cover 


附录 [名词 英汉 对 照 表 NM 
人 


并 

科 赫 雪花 

语言 

拉丁 方 

格 

叶子 

最 小 公 倍数 

最 小 元 

上 确 界 

长 度 

层 数 

词典 序 

常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 
线 序 

文字 

逻辑 
逻辑 等 价 的 
普遍 有 效 的 公式 ， 逻 辑 有 效 式 
自 环 

下 界 

映射 

2 元 树 ，m 又 树 
匹配 ， 边 独立 集 
匹配 网 络 
匹配 数 
最 大 相 容 类 
极 大 元 
极 大 独立 集 

极 大 匹配 

最 大 基数 匹配 
最 大 流 
最 大 独立 集 

最 大 匹配 

极 大 项 


交 


极 小 支配 集 
极 小 边 覆 盖 
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minimal element 
Minimal Spanning Tree (MST) 
minimal vertex cover 
minimum cut 

minimum dominating set 
minimum edge cover 
minimum vertex cover 
minterm 

modular lattice 

modulus 

monoid 

multiple 

multiplication principle 
negation 

neighborhood 

network 


Nondeterministic Finite Automata (NFA) 


non-terminal symbol 
normal form 
normal subgroup 
null graph 
offspring 
one-to-one 
one-to-one correspondence 
onto 

optimal binary tree 
optimal matching 
order 

ordered pair 
ordered tree 
out-degree 

parallel edges 
Parent 

parse tree 

parsing tree 

partial order 
partially ordered set 
partition 

path 


极 小 元 
最 小 生成 树 
极 小 点 覆盖 
最 小 割 
最 小 支配 集 
最 小 边 覆 盖 
最 小 点 覆盖 
极 小 项 
模 格 

模 


亚 群 ， 含 么 半 群 ， 单 元 半 群 ， 独 异 点 


倍 
乘法 原理 ， 乘 法 法 则 
否定 词 

邻接 顶点 集 

网 络 

非 确定 性 有 限 状 态 自 动机 
非 终 结 符号 

范式 

正规 子 群 

零 图 

孩子 顶点 

一 对 一 的 

一 一 对 应 

映 上 的 

最 优 二 又 树 

最 佳 匹配 

阶 

有 序 对 ， 序 偶 

有 序 树 

出 度 

重 边 ， 平 行 边 
父亲 项 点， 双亲 顶点 
分 析 树 

分 析 树 

偏 序 

偏 序 集 

分 划 ， 划 分 

道路 


pendant edge 
pendant vertex 
perfect matching 
period 
permutation 
permutation group 


Phrase structure grammar 


Pierce 

Pigeonhole principle 
Planar graph 

Polish notation 
positional tree 
postfix notation 
postorder 

power 

Power set 
predecessor 
predicate 

Predicate logic 
prefix 

prefix code 
prefix-free code 
prefix notation 
Premise 

Pprenex normal form 
preorder 

prime 

product 

Pproper prefix 
Pproper subring 
Pproper subset 
proper suffix 
Pproposition 
Pproposition connective 
propositional variables 
Pproposition operator 
quantification 
quasiorder 


quotient 


悬挂 边 
悬挂 点 
完美 匹配 
周期 
排列 ， 置 换 
置换 群 
短语 结构 文法 
或 非 词 

铭 旭 原理 
平面 图 
波兰 式 

位 置 树 

后 级 表示 
后 序 

客 

窜 集 

前 驱 

谓词 

谓词 逻辑 
前 级 
前 绷 码 

无 前 级 码 
前 级 表示 
前 提 

前 束 范式 
前 序 
素数 ， 质 数 
积 

真 前 级 
真子 环 
真子 集 

真 后 级 
命题 
命题 联结 词 
命题 变 项 ， 命 题 变 元 
命题 运算 符 
量词 

拟 序 

商 


VN/ 离散 数学 及 应 用 (第 己 版 ) 


quotient group 商 群 
quotient set 商 集 
railroad diagram 铁路 图 
range 值 域 
reachable 可 达 的 
Tecurrence relation 递 推 关系 
reflexive 自 反 的 
Tegular expression 正则 表达 式 
regular grammar 正则 语法 
regular graph 正则 图 
regular m-ary tree 正则 m 叉 树 
regular set 正则 集 
relation 关系 
relatively prime 互 素 ， 互 质 
Temainder 余数 
residual graph 剩余 图 
restriction 限制 
reverse Polish notation 逆 波 兰 式 
ring 环 

root 根 

Tooted tree 根 树 
satisfiable 可 满足 的 
scope 辖 域 ， 个 体 域 
semigroup 半 群 

semi order 半 序 

semi ordered set 半 序 集 
Sequence 序列 

set 集合 
sheffer 与 非 词 
sibling 兄弟 顶点 
simple circuit 简单 回路 
simple graph 简单 图 
simple path 简单 道路 
simple proposition 简单 命题 
Sink 汇 

SOUISe 源 

spanning tree 生成 树 ， 支 撑 树 
string 串 


strongly connected 强 连通 的 


附录 C 名 词 英汉 对 照 表 


subformula 子 公 式 
subgraph 子 图 
subgroup 子 群 
sublattice 子 格 
subring 子 环 

subset 子 集 
substring 子 串 

subtree 子 树 
Successor 后 继 

suffix 后 组 
superset 超 集 
super-sink 超 汇 
super-source 超 源 
surjection 满 射 
syllogism 三 段 论 
symmetric 对 称 的 
symmetric difference 对 称 差 
symmetric group 对 称 群 
syntax diagram 语法 图 ， 句 法 图 
tautology 重 言 式 ， 永 真 式 
term rank 秩 

terminal symbol 终结 符号 
the domain of the discourse 论 域 
topology sorting 拓扑 排序 
totally ordered set 全 序 集 
total order 全 序 
transformation 变换 
transitive 传递 的 
Traveling Salesman Problem (TSP) 旅行 商 问 题 
traversal 遍历 ， 周 游 
tree 树 

trivial subgroup 平凡 子 群 
trivial tree 平凡 树 
truth table 真 值 表 
Unary operation 一 元 运算 
uncountable 不 可 数 的 ， 不 可 列 的 
undirected graph 无 向 图 
undirected tree 无 向 树 


union 并 
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unit element 么 元 

universal domain of individuals 全 总 个 体 域 
Universal Generalization (UG) 全 称 量词 引入 规则 
universal quantification 全 称 量词 

universal set 全 集 

Universal Specification (US) 全 称 量词 消去 规则 
unsatisfiable 不 可 满足 的 

upper bound 上 界 

value 值 

Vertex 顶点 

Vertex coloring 点 着 色 

Vertex cover 点 履 盖 集 ， 简 称 点 覆盖 
Vertex cover number 点 履 盖 数 

weight 权 ， 权 重 

weighted graph 赋 权 图 
well-formed formula 合式 公式 

word 词 

Zero element 零 元 


EPE 


使 用 Mathematica 学 习 离 散 数 学 


Mathematica 软件 是 由 美国 物理 学 家 沃 尔 弗 拉 姆 (Stephen Wolfram) 领导 的 Wolfram 
Research 开发 的 数学 系统 软件 。Mathematica 拥有 强大 的 数值 计算 和 符号 计算 能 力 ， 还 可 
以 很 方便 地 进行 图 形 的 表示 ， 它 是 理论 研究 工作 者 和 工程 技术 人 员 的 功能 非常 强大 的 
助手 。 

本 附录 介绍 如 何在 学 习 离散 数学 的 过 程 中 融合 Mathematica 软件 的 使 用 ， 使 读者 可 
以 通过 软件 学 习 课程 、 通 过 课程 学 习 软 件 ， 达 到 相得益彰 的 效果 。 

Mathematica 软件 的 使 用 非常 简单 ， 在 Mathematica 笔记 本 (notebook) 部 分 中 通过 
键盘 输入 ， 而 后 只 需 按 ShifttEnter 键 就 可 以 看 到 输出 。 限 于 篇 幅 ， 本 附录 各 节 只 给 出 离 
散 数学 学 习 需 要 实现 的 功能 、 输 入 的 命令 以 及 输出 结果 ?， 更 多 关于 Mathematica 软件 安 
装 和 使 用 的 内 容 请 读者 参看 其 他 相关 书籍 。 


D.1 集合 、 序 列 与 矩阵 


【功能 】 生 成 集合 {1,2,3,4,5,1} 准确 地 说 是 一 个 序列 ， 即 有 序 并 允许 重复 元 素 )。 
输入 : A={1,2,3,4,5,1} 

输出 : {1,2,3,4,5,1} 

【功能 】 去 掉 集 合 中 的 重复 元 素 。 

输入 : Union[A] 

输出 : {1,2,3,4,5} 

【功能 】 生 成 集合 {1,3,5,7,9}。 

输入 : B={1,3,5,7,9} 

输出 : {1,3,5,7,9} 

【功能 】 计 算 4 与 B 的 交集 。 

输入 : Intersection[A,B] 
输出 : {1.3.5} 

【功能 】 计 算 4 与 B 的 并 集 。 
输入 : Union[A.B] 

输出 : {1,2,3,4,5,7,9} 


@ 均 在 Mathematica 6.0.2.0 中 运行 通过 。 
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【功能 】 计 算 4 与 B 的 差 (4-B)。 
输入 : Complement[A,B] 
输出 : {2,4} 
【功能 】 计 算 4 与 B 的 对 称 差 。 

输入 : Union[Complement[A,B].Complement[B,A]] 
输出 : {2,4,7,9} 

【功能 】 计 算 有 限 集合 4 的 元 素 个 数 。 

输入 : Length[Union[A]] 

输出 : 5 

【功能 】 判 断 元 素 1 是 否 属 于 集合 4。 

输入 : MemberQ[A.1] 

输出 : Tme 

【功能 】 判 断 {1.2} 是 否 是 集合 4 的 一 个 子 集 。 
输入 : Intersection[A,{1,2}]=={1,2} 

输出 : Tme 

【功能 】 计 算 63 与 175 的 最 大 公约 数 。 

输入 : GCD[63,175] 

输出 : 7 

【功能 】 计 算 (s, 六 使 得 63s+175 六 GCD(63.175)。 
输入 : {8g,{s,t}}=ExtendedGCD[63,175] 

输出 : {7,{-11,4}} 

输入 : 63*s+175*t=—g 

输出 : True 

【功能 】 计 算 63 与 175 的 最 小 公 倍数 。 

输入 : LCM[63,175] 

输出 : 1575 

【功能 】 判 断 63 与 175 是 否 互 素 。 

输入 : CoprimeQ[63,175] 

输出 : False 

【功能 】 判 断 63 是 否 素数 。 

输入 : PrimeQ[63] 

输出 : False 

【功能 】 判 断 189 是 否 可 以 整除 63。 

输入 : Divisible[189,63] 

输出 : Tme 

【功能 】 计 算 175 除 以 63 的 商 。 

输入 : Quotient[175.63] 

输出 : 2 
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【功能 】 计 算 175 除 以 63 的 余数 (也 就 是 175 模 63 的 值 )。 
输入 : Mod[175.63] 
输出 : 49 
【功能 】 计 算 175 除 以 63 的 余数 (也 就 是 175 模 63 的 值 )。 
输入 : PowerMod[175.3.63] 
输出 : 28 
【功能 】 计 算 175 的 所 有 正 因子 。 
输入 : Divisors[175] 
输出 : {1,5,7,25,35,175} 
【功能 】 计 算 175 的 整数 分 解 〈 结 果 表 示 175=5?x7!)。 
输入 :FactorInteger[175] 
输出 : {{5,2},{7,1}} 
【功能 】 给 出 175 的 十 进 制 表 示 的 各 位 。 
输入 : IntegerDigits[175] 
输出 : {1,7,5} 
【功能 】 给 出 175 的 二 进 制 表示 的 各 位 。 
输入 : IntegerDigits[175.2] 
输出 ; {1,0,1,0,1,1,1,1} 
【功能 】 给 出 175 的 十 六 进 制 表示 的 各 位 。 
输入 : IntegerDigits[175,16] 
输出 : {10,15} 
【功能 】 由 二 进 制 表示 得 到 十 进 制 表 示 的 数值 。 
输入 : FromDigits[{1,0,1,1,1,1,0.1},2] 
输出 : 189 
【功能 】 定 义 矩 阵 XX。 
输入 : X={{1,1},{0,1}} 
输出 : {{1,1},{0,1}} 
【功能 】 以 矩阵 的 形式 显示 XX 
输入 : MatrixForm[X] 


1 
输出 : |。 


【功能 】 计 算 的 转 置 。 

输入 : Transpose[X] 

输出 : {{1,0},{1,1}} 

【功能 】 定 义 矩 阵 区 不 输出 结果 )。 
输入 : Y={{0,1},{1,1}} 

【功能 】 计 算 Xt+Y。 

输入 : XHY 
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输出 : {{1,2},{1,2}} 
【功能 】 计 算 素 与 了 逐个 元 素 的 乘积 。 
输入 : X*Y 
输出 : {{0,1},{0,1}} 
【功能 】 计 算 玉 与 了 的 乘积 。 
输入 : X.Y 
输出 : {{1,2},{1,1}} 
【功能 】 将 一 个 矩阵 大 于 1 的 元 素 都 变 为 1。 
输入 : Sign[{{1,2},{1,1}}] 
输出 : {{1,1},{1,1}} 
【功能 】 计 算 素 与 了 的 交 。 
输入 : X*Y 
输出 : {{0,1},{0,1}} 
【功能 】 计 算 瑟 与 了 的 并 。 
输入 : Sign[X+Y] 
输出 : {{1,1},{1,1}} 
【功能 】 计 算 下 与 了 的 布尔 积 。 
输入 : Sign[X.Y] 
输出 : {{1,1},{1,1}} 


D.2 排列、 组 合 、 递 推 关 系 与 划分 


本 节 及 后 面 的 诸 功能 都 需要 使 用 Combinatorica 函数 包 ， 使 用 方法 为 输入 
“<<Combinatorica ”。 

【功能 】 生 成 {a, 5. c} 的 所 有 全 排列 。 

输入 : Permutations[{a,b,c}] 

输出 : {{a,b,c},{a,c;b},{b,a,c}, {b,c,a},{c,a,b}, {c,b,a}} 

【功能 】 生 成 可 重 元 素 的 所 有 全 排列 。 

输入 : Permutations[ {a,a.b}] 

输出 : {{a,a,b}, {a,b,a},{b,a,a}} 

【功能 】 生 成 {a, b,c, q} 的 所 有 的 1- 排 列 到 3- 排 列 。 

输入 : Permutations[ {a,b.c,d}.{1.3}] 

输出 : {{a},{b},{c},{d},{a,b},{a,c},{a,d},{b,a},{b,c},{b,d},{c,a}, {c,b},{c.d},{d,a},{d,b}, 
{d,c}, {a,b,c},{a,b,d}, {a,c,b},{a,c,d}, {a,d,b}, {a,d,c}, {b,a,c}, {b,a,d}, {b,c,a}, 
{b,c,d}, {b,d,a}, {b,d,c}, {c,a,b}.,{c,a,d},{c,b,a},{c,b,d}, {c,d,a}, {c,d,b},{d,a,b}, 
{d,a,c}, {d,b,a},{d,b,c},{d,c,a}, {d,c,b}} 

【功能 】 生 成 {a, b, c, q} 的 所 有 的 2- 排 列 。 

输入 : Permutations[ {a.b,c.d}.{2}] 
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输出 : {{a,b},{a,c},{a,d},{b,a},{b,c},{b,d},{c,a},{c.b}, {c,d}, {d,a}, {db},{d,c}} 

【功能 】 生 成 {a.b,c} 的 所 有 的 组 合 ( 即 子 集 )。 

输入 : Subsets[ {a,b,c}] 

输出 {{},{a},{b},{c},{a,b},{a,c}, {b,c}, {a,b,c}} 

【功能 】 生 成 {a, b, c, q} 的 所 有 至 多 包含 两 个 元 素 的 组 合 ( 即 子 集 )。 

输入 : Subsets[ {a,b,c.d},2] 

输出 : {0,{a},{b},{c},{d},{a,b},{a,c},{a,d}, {b,c},{b,d}, {c,d}} 

【功能 】 生 成 {a,6,c.4} 的 所 有 恰 包 含 2 个 元 素 的 组 合 ( 即 子 集 )。 

输入 : Subsets[{a,b,c,d},{2}] 

或 KSubsets[{a,b,c,d},2] 

输出 : {{a,b},{a,c}, {asd}, {b,c},{b,d}, {c,d}} 

【功能 】 组 合 数 C(6,2) 的 计算 。 

输入 : Binomial[6,2] 

输出 : 15 

【功能 】 计 算 斐 波 那 契 数列 的 第 10 项 。 

输入 : Fibonacci[10] 

输出 : 55 

【功能 】 计 算 集合 {a,b,c,q} 的 所 有 不 同 划分 。 

输入 :SetPartitions[ fab.c.dj] 

输出 ， fffabcdj ftaftbcedj tabtcdttacd tb {{ab,c}, {d}}, {{a,d}, 
{b,c}},{{a,b,d},{c}},{{a,c},{b,d}}, {{a},{b}, {c,d}}, {{a}, {b,c},{d}},{{a}, fb.d}， 
{c}},{{a,b},{c},{d}}, {{ac},{b},{d}},{{a,d}, {b}, {ce}},{{a}, {b},{c},{d}}} 


D.3 ”关系 与 有 向 图 


【功能 】 生 成 一 个 关系 。 

输入 : L={{1,1).{1,2).{1,4),{2.1).{3,2},{3,4}} 
输出 : {{1,1},{1,2},{1,4},{2,1},{3,2},{3,4}} 
【功能 】 生 成 该 关系 的 有 向 图 。 

输入 : G=FromOrderedPairs[L] 

输出 : Graph:< 6,4,Directed > 

【功能 】 计 算 {a.p} 和 {1,2.3} 的 销 卡 儿 积 。 
输入 : CartesianProduct[ {a.b},{1.2.3}] 

输出 : {{a,1},{a,2},{a,3},{b,1},{b,2},{b,3}} 
【功能 】 由 有 序 对 构造 有 向 图 。 

输入 : ShowGraph[FromOrderedPairs[{ {1.2}.{2.1},{3.4}}]] 
输出 :( 见 图 D.1) 

【功能 】 由 无 序 对 构造 无 向 图 。 
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输入 : ShowGraph[FromUnorderedPairs[{{1,2},{2,1},{3,4}}]] 
输出 : 〈 见 图 D.2) 


图 D.1 由 有 序 对 构造 的 有 向 图 图 D.2 ”由 无 序 对 构造 的 无 向 图 


【功能 】 由 邻接 矩阵 构造 无 向 图 。 

输入 : ShowGraph[FromAdjacencyMatrix[{{0,1,0,0},{1,0,0,0}, {0,0,0,1},{0,0,1,0}}]] 
输出 :( 见 图 D.3) 

【功能 】 显 示 关系 G 的 有 向 图 (显示 顶点 标号 )。 

输入 : ShowGraph[G, VertexNumber->True] 

输出 :( 见 图 D.4) 


A | 


D.3 由 邻接 矩阵 构造 的 无 向 图 图 D.4 显示 关系 G 的 有 向 图 


【功能 】 使 有 向 图 变 为 无 向 图 。 
输入 : ShowGraph[MakeUndirected[G]] 
输出 :( 见 图 D.5) 


b 


图 D.5 使 有 向 图 变 为 无 向 图 图 D.6 使 有 向 图 变 为 无 向 图 并 给 每 条 边 标 号 


附录 D 使 用 Mathematica 学 习 离 散 数学 


【功能 】 使 有 向 图 变 为 无 向 图 并 给 每 条 边 标号 。 

输入 : ShowGraph[MakeUndirected[G],EdgeLabel->{1.2.,3.4.5}] 
输出 :( 见 图 D.6) 

【功能 】 判 断 由 图 表示 给 出 的 一 个 关系 是 否 是 自 反 关 系 。 
输入 : ReflexiveQ[G] 

输出 : False 

【功能 】 生 成 恒 等 关 系 的 图 并 显示 。 

输入 : ShowGraph[MakeGraph[Range[4],#2 一 #1&]] 

输出 ;:( 见 图 D.7) 

【功能 】 计 算 关 系 的 自 反 闭 包 并 显示 。 

输入 : ShowGraph[MakeGraph[Range[4],MemberQ[L. {#2,#1}]||#1=#2&]] 
输出 :〈 见 图 D.8) 


[9 
了 [% 
图 D.7 相等 关系 的 图 图 D.8 关系 的 自 反 闭 包 


【功能 】 判 断 由 图 表示 给 出 的 一 个 关系 是 否 是 对 称 关系 。 
输入 : SymmetricQ[G] 
输出 : False 
【功能 】 计 算 关 系 的 对 称 闭 包 。 
输入 : ToOrderedPairs[MakeUndirected[G]] 
输出 : {{2,1},{4,1},{3,2},{4,3},{1,1},{1,2},{1,4},{2,3},{3,4}} 
【功能 】 计 算 由 图 表示 给 出 的 一 个 关系 的 逆 并 显示 。 
输入 : ShowGraph[MakeGraph[Range[4],MemberQI[L,{#2,#1}]&]] 
输出 :( 见 图 D.9) 


图 D.9 关系 的 逆 图 D.10 关系 的 对 称 闭 包 


区 
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【功能 】 计 算 关 系 的 对 称 闭 包 并 显示 。 

输入 : ShowGraph[MakeGraph[Range[4],MemberQ[L.{#2.#1}]|IMemberQ[L. 做 1,#2}] &]] 

输出 :( 见 图 D.10) 

【功能 】 判 断 由 图 表示 给 出 的 一 个 关系 是 否 是 反对 称 关系 。 

输入 : AntiSymmetricQ[G] 

输出 : False 

【功能 】 判 断 由 图 表示 给 出 的 一 个 关系 是 否 是 等 价 关系 。 

输入 : EquivalenceRelationQ[G] 

输出 : False 

【功能 计算 由 邻接 矩阵 {{1,1,0,0},{1,1,0,0},{0,0,1,0}, {0,0,0,1}} 所 定义 等 价 关 系 的 等 

输入 : EquivalenceClasses[{{1,1,0,0},{1,1,0,0},{0,0,1,0}, {0,0,0,1}}] 

输出 : {{1,2},{3},{4}} 

【功能 】 判 断 由 图 表示 给 出 的 一 个 关系 是 否 是 传递 关系 。 

输入 : TransitiveQ[G] 

输出 : False 

【功能 】 计 算 由 {Q1,1), (1,2), (1.4), (2.1). (3,2), (3,4)} 所 定义 关系 的 传递 闭 包 并 显示 。 

输入 : ShowGraph[TransitiveClosure[G]] 

输出 :〈 见 图 D.11) 

输入 : ToOrderedPairs[TransitiveClosure[G]] 

输出 : {{1,1,{1,2},{1,4},{2,1),{2,2}, {2,4}, {3,1}, {3,2}, 
{3,4}} 

输入 : TransitiveQ[TransitiveClosure[G]] 

输出 : Trme 

【功能 】 判 断 由 图 表示 给 出 的 一 个 关系 是 否 是 偏 序 关系 。 

输入 : PartialOrderQ[G] 

输出 : False 

【功能 】 显 示 有 3 个 元 素 的 集合 的 所 有 子 集 在 包含 关系 下 的 有 向 图 。 

输入 : ShowGraph[MakeGraph[Subsets[3],Intersection[#2,#1]==#1&]] 

输出 :( 见 图 D.12) 

【功能 】 显 示 有 3 个 元 素 的 集合 的 所 有 子 集 在 包含 关系 下 的 哈 斯 图 。 

输入 : ShowGraph[HasseDiagram[MakeGraph[Subsets[3],Intersection[#2, #1]==#1&]]] 

输出 :( 见 图 D.13) 

【功能 】 显 示 1 一 12 在 整除 关系 下 的 有 向 图 (显示 顶点 标号 )。 

输入 : ShowGraph[MakeGraph[Range[12],Divisible[#2.#1]&], VertexNumber->True] 

输出 :〈 见 图 D.14) 


图 D.11 关系 的 传递 闭 包 


图 D.12 3 个 元 素 的 集合 的 所 有 子 集 
在 包含 关系 下 的 有 向 图 
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图 D.13 3 个 元 素 的 集合 的 所 有 子 集 
在 包含 关系 下 的 哈 斯 图 


【功能 】 显 示 1 一 12 在 整除 关系 下 的 哈 斯 图 (显示 顶点 标号 )。 
输入 : ShowGraph[HasseDiagram[MakeGraph[Range[12], Divisible[#2,#1]&]], 


图 D.14 1~12 在 整除 关系 下 的 有 向 图 


VertexNumber->True ] 
输出 :( 见 图 D.15) 


图 D.15 1~12 在 整除 关系 下 的 哈 斯 图 


【功能 】 显 示 1 一 12 在 整除 关系 下 的 一 个 拓扑 排序 。 
输入 : TopologicalSort[MakeGraph[Range[12],Divisible[#2,#1]&]] 


输出 : {1,2,3,5,7,11,4,6,9,10,8,12} 


【功能 】 显 示 有 5 个 
输入 : ShowGraph[CompleteGraph[5]] 
输出 :〈 见 图 D.16) 
【功能 】 给 出 有 5 个 


硕 点 的 完全 图 。 


[ 


贝 癌 


的 完全 图 的 邻接 矩阵 表示 。 


输入 : TableForm[ToAdjacencyMatrix [CompleteGraph[5]]] 


输出 :0 
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图 D.16 有 5 个 顶点 的 
完全 图 
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【功能 】 计 算 有 5 个 顶点 的 完全 图 的 顶点 数 。 
输入 : V[CompleteGraph[5]] 

输出 : 5 

【功能 】 计 算 有 5 个 顶点 的 完全 图 的 边 数 。 

输入 : M[CompleteGraph[5]] 

输出 : 10 

【功能 】 计 算 有 5 个 顶点 的 完全 图 各 顶点 的 度数 。 


输入 : Degrees[CompleteGraph[5]] 
输出 : {4,4,4,4,4} 
【功能 】 将 图 表示 转换 为 有 序 对 的 表示 方法 。 
输入 : ToOrderedPairs[CompleteGraph[5]] 
输出 ，{{2,1},{3,1},{4,1},{5,1},{3,2},{4,2},{5,2},{4,3},{5,3},{5,4},{1,2},{1,3},{1,4}， 
{1,5}, {2,3}, {2,4},{2,5},{3,4},{3,5},{4,5}} 
【功能 】 将 图 表示 转换 为 无 序 对 的 表示 方法 。 
输 入 : ToUnorderedPairs[CompleteGraph[5]] 
输出 : {{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{2,3},{2,4},{2,5},{3,4},{3,5},{4,5}} 
【功能 】 显 示 有 5 个 顶点 的 完全 图 保留 项 点 {1,2,4} 后 得 到 的 生成 子 图 (顶点 标号 )。 
输入 : ri {1,2,4}]] 
输出 :( 见 图 D.17) 
Ct 显示 有 10 个 顶点 的 星 形 图 。 
输入 : ShowGraph[Star[10]] 
输出 :〈 见 图 D.18) 
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D.17 5 个 顶点 的 完全 图 保留 顶点 D.18 有 10 个 顶点 的 星 形 图 
{L2.4} 后 得 到 的 生成 子 图 
【功能 】 在 有 10 个 顶点 的 星 形 图 中 加 入 边 {1,2} 并 显示 (顶点 标号 )。 
输入 : ShowLabeledGraph[AddEdge[Star[10],{1,2}]] 
输出 :( 见 图 D.19) 
【功能 】 在 有 10 个 顶点 的 星 形 图 中 加 入 边 {1,2}、{5,7} 并 显示 。 
输入 : ShowGraph[AddEdges[Star[10],{{1,2},{5.7}}]] 
输出 :( 见 图 D.20) 


附录 口 _ 使 用 Mathematica 学 习 离 散 数学 
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图 D.19 在 有 10 个 顶点 的 星 形 图 D.20 在 有 10 个 顶点 的 星 形 图 中 
图 中 加 入 边 {1,2} 加 入 边 {1,2}、{5,7} 
【功能 】 在 有 10 个 顶点 的 星 形 图 中 删除 边 {8,10} 并 显示 。 


输入 : ShowGraph[DeleteEdge[Star[10].{8,10}]] 
输出 :( 见 图 D.21) 

【功能 】 显 示 一 个 完全 二 部 图 Ks.4。 

输入 : ShowGraph[CompleteGraph[3.4]] 

输出 :〈 见 图 D.22) 


光 


图 D.21 在 有 10 个 项 点 的 星 形 图 中 删除 边 {8,10} 图 D.22 完全 二 部 图 KK,4 


【功能 】 显 示 彼 得 森 图 。 

输入 : ShowGraph[PetersenGraph] 

输出 :( 见 图 D.23) 

【功能 】 显 示 一 个 6x6 棋盘 上 骑士 的 可 能 行动 路 线 图 。 

输入 : ShowLabeledGraph[KnightsTourGraph[6.6]] 

输出 :( 见 图 D.24) 

【功能 】 寻 找 一 个 6x6 棋盘 上 的 一 个 骑士 周游 道路 。 

输入 : HamiltonianPath[KnightsTourGraph[6.6]] 

输出 : {1,9,5,16,3,7,15,2,10,6,17,30,34,26,13,21,32,19,8,4,12,23,36,28,20,31,27,35,24,11, 
22,18,29,33,25,14} 

【功能 】 和 寻找 一 个 6x6 棋盘 上 的 一 个 骑士 周游 解 。 

输入 : HamiltonianCycle[KnightsTourGraph[6.6]] 
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图 D.23 彼得 森 图 图 D.24 6x6 棋盘 上 骑士 的 可 能 行动 路 线 
输出 : {1,9,5,16,3,7,15,2,10,6,17,30,34,26,13,21,32,19,8,4,12,23,36,28,20,31,27,35,24,11, 
22,18,29,33,25,14,1} 
【功能 】 给 出 有 6 个 顶点 的 完全 图 的 一 条 哈密 顿 回路 。 
输入 : HamiltonianCycle[CompleteGraph[6]] 
输出 : {1,2, 3, 4, 5, 6, 1} 


【功能 】 判 断 4x4 棋盘 上 的 是 否 存在 一 个 骑士 周游 回路 。 
输入 : HamiltonianQ[KnightsTourGraph[4.4]] 

输出 : False 

【功能 】 判 断 有 6 个 顶点 的 完全 图 是 否 存在 欧 拉 回路 。 
输入 : EulerianQ[CompleteGraph[6]] 

输出 : False 

【功能 】 给 出 有 5 个 顶点 的 完全 图 的 一 条 欧 拉 回路 。 
输入 : EulerianCycleCompleteGraph[5]] 


输出 ; {2,3,1,4,5,3,4,2,5,1,2} 
【功能 】 给 有 4 个 项 点 的 完全 图 每 个 边 编号 ( 即 权 值 》 并 输出 。 


输入 : ShowLabeledGraph[CompleteGraph[4],.EdgeLabel->{1,2,3,4,6,8}] 
输出 :( 见 图 D.25) 


D.25 有 4 个 顶点 的 赋 权 完全 图 


输入 : TravelingSalesman[SetEdgeWeights[CompleteGraph[4].{1,2,3.4.6.8}]] 
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输出 : {1,3,2,4,1} 
注 : 此 时 解 为 2+4+6+3=15。 


D.5 树 


【功能 】 判 断 一 个 图 是 否 无 圈 。 

输入 : ={{1,1),{1,2},{1,4),{2.1,63.2}.3.4}} 

输出 : {{1,1},{1,2},{1,4},{2,1},{3,2},{3,4}} 

输入 : G=FromOrderedPairs[L] 

输出 : Graph:< 6,4,Directed > 

输入 : AcyclicQ[G] 

输出 : False 

【功能 】 找 出 一 个 图 中 的 一 个 圈 。 

输入 : FindCycle[G] 

输出 : {1,1} 

【功能 】 找 出 该 关系 的 对 称 闭 包 的 一 个 生成 树 并 显示 。 
输入 : ShowGraph[MinimumSpanningTree[MakeUndirected[G]]] 
输出 :( 见 图 D.26) 

【功能 】 判 断 一 个 无 向 图 是 否 是 树 。 

输入 : TreeQ[MakeUndirected[G]] 

输出 : False 

【功能 】 随 机 生成 一 个 有 8 个 顶点 的 树 。 

输入 : ShowGraph[RandomTree[8]] 

输出 :( 见 图 D.27) 

【功能 】 给 无 向 图 每 个 边 编号 〈 即 权 值 ) 并 输出 。 
输入 : ShowGraph[MakeUndirected[G],EdgeLabel->{1,2,3,4,5}] 
输出 :( 见 图 D.28) 


D.26 关系 的 对 称 闭 包 的 一 个 生成 树 D.27 有 8 个 项 点 的 树 
【功能 】 给 无 向 图 每 个 边 赋 权 值 并 计算 其 最 小 生成 树 。 


加 
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输入 : ShowGraph[MinimumSpanningTree[SetEdgeWeights[MakeUndirected[G],{1,2,3, 


4 5 
输出 : 〈 见 图 D.29) 


图 D.28 无 向 图 图 D.29 最 小 生成 树 


【功能 】 给 无 向 图 每 个 边 编 号 〈 即 权 值 ) 并 输出 〈 换 了 一 组 权 值 )。 

输入 : ShowGraph[MakeUndirected[G],EdgeLabel->{5,4,3,2,1}] 

输出 :( 见 图 D.30) 

【功能 】 给 无 向 图 每 个 边 赋 权 值 并 计算 其 最 小 生成 树 。 

输入 : ShowGraph[MinimumSpanningTree[SetEdgeWeights[MakeUndirected[G],{5,4,3, 


2, 1}]]] 
输出 :( 见 图 D.31) 


D.30” 赋 权 图 D.31 D-30 的 最 小 生成 树 


Prolog 语言 与 逻辑 推理 


Prolog 是 Programming in Logic 的 缩写 , 意 为 使 用 逻辑 的 语言 编写 程序 。 它 是 一 种 迪 
辑 编程 语言 。 Prolog 语言 最 早 由 法 国 艾 克 斯 -马赛 (Aix-Marseille) 大 学 的 Alain Colmerauer 
与 Phillipe Roussel 等 人 于 20 世纪 60 年 代 末 研 究 开 发 。 一 直 在 北美 和 欧洲 被 广泛 使 用 。 
日 本 政府 曾经 为 了 建造 智能 计算 机 而 用 Prolog 来 开发 ICOT 第 五 代 计算 机 系统 。 在 早期 
的 机 器 智能 研究 领域 ，Prolog 曾经 是 主要 的 开发 工具 。1995 年 ISO 制定 了 Prolog 标准 。 

Prolog 建立 在 逻辑 学 的 理论 基础 之 上 ， 最 初 被 运用 于 自然 语言 等 研究 领域 。 现 在 它 
已 广泛 应 用 在 人 工 智 能 的 研究 中 ， 可 以 用 来 建造 专家 系统 、 自 然 语言 理解 、 智 能 知识 
库 等 。 

相 比 于 其 他 编程 语言 ，Prolog 语言 更 容易 理解 ， 但 是 编程 思路 有 极 大 差异 。 它 很 适 
合 开发 有 关 人 工 智 能 方面 的 程序 ， 例 如 专家 系统 、 自 然 语 言 理解 、 定 理 证 明 以 及 许多 智 
力 游戏 。 

本 节 的 示例 都 将 使 用 基于 Visual Prolog 6.2 的 PIE 〈 智 能 推理 机 )。 


E.1 Prolog 基础 


本 节 只 介绍 Prolog 与 其 他 程序 语言 (如 C 语言 ) 差异 较 大 的 方面 。 

Prolog 区 分 大 小 写 ， 一 个 原子 是 由 一 个 小 写字 母 开 始 的 字符 串 〈 包 括 英 文字 母 、 数 
字 )， 有 些 原子 是 常量 ,而 其 他 的 是 谓词 。 而 一 个 变量 是 由 一 个 大 写字 母 或 者 下 面 线 “_” 
- 始 的 字符 串 。 在 Prolog 中 ， 变 量 和 常数 不 用 事先 声明 。 除 了 原子 及 变量 外 ，Prolog 也 
可 以 处 理 数字 。 原 子 、 变 量 及 数字 可 以 置 于 方 括号 “[]” 内 并 使 用 逗号 “,” 分 隔 ， 形 成 
一 个 列表 。 

Prolog 的 一 段 注释 以 “/*” 开 始 ， 以 “*/” 结 尾 ， 单 行 注释 使 用 “%”。 

一 个 Prolog 程序 包含 数 个 短 句 ， 每 个 短 句 或 者 是 事实 或 者 是 规则 ， 每 一 个 短 句 以 英 
文句 号 “.”( 注 意 不 是 分 号 ) 结尾 。 

事实 就 是 前 提 或 已 知 条 件 ， 由 谓词 和 个 体 词 构成 ， 以 英文 句号 结束 ， 形 式 为 

谓词 (个 体 词 1, 个 体 词 2.…). 

个 体 词 可 以 是 原子 (在 这 种 情况 下 ， 这 些 原子 被 当成 常数 )、 数 字 、 变 量 或 列表 , 个 
体 词 以 逗号 分 隔 。 

在 一 个 Prolog 程序 中 ， 有 一 个 事实 存在 即 代表 一 个 语句 是 真 的 ， 无 事实 存在 代表 一 
个 语句 不 是 真 的 。 
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在 Prolog 解释 程序 被 加 载 或 被 查阅 ) 时 ， 使 用 者 可 以 提交 目标 或 查询 ， 解 释 程 序 
就 会 根据 事实 和 规则 给 出 结果 (答案 )。 

【 例 E.1】 事实 

有 如 下 命题 : 

(1) 上 海 是 一 个 现代 化 的 城市 。 

(2) 甲 是 乙 的 父亲 。 

33 出 二 夫 ， 

(4) 李 岚 与 高 翔 是 同班 同学 。 

4 个 命题 的 Prolog 语言 表示 如 下 : 


(1) modern city (shanghai) . 

(2) father (jia, yi). 

(3) bigger (3, 2). 

(4) classmates (lilan, gaoxiang). 


【 例 E.2】 事实 与 询问 
在 PIE 中 ， 输 入 


sunny. /* 晴天 。 */ 

按 F9 键 (Reconsult), 选择 Window|Dialog 命令 打开 对 话 框 ,在 Dialog 框 中 输入 sunny， 
回 车 后 出 现 

True /* 响应 是 True 是 因为 事实 sunny 存在 */ 

1 Solution 

在 Dialog 框 中 输入 

rainy. 

回 车 后 出 现 


No solutions  /* 有 错误 的 结果 是 因为 没有 一 个 叫 rainy 的 谓词 */ 
除 事实 之 外 ， 还 可 以 使 用 规则 来 定义 新 的 谓词 ， 它 的 格式 为 
要 定义 的 谓词 :- 条 件 谓 词 1， 条 件 谓词 2;，…， 条 件 谓词 n. 


分 隔 符 “,” 表 示 合 取 ,“:” 表 示 析 取 〈 不 常用 )。 

【 例 E.3】 规则 

在 整数 范围 内 ， 谓 词 bigger(X, Y) 表 示 X 大 于 Y， 那 么 如 何 利 用 这 个 谓词 来 定义 如 
下 的 谓词 ? 

(1) max(X, YZ) 表 示 义 大 于 Y 和 2Z。 

(2) min(X, YZ) 表示 义 小 于 YY 和 ZZ。 

(3) middle(CX. 立 Z) 表 示 X 位 于 YY 和 Z 之 间 。 

解 . 可 定义 谓词 如 下 : 


附录 E_Prolog 语言 与 逻辑 推理 \ 邓 人 


(1) max(X，Y，2Z) :- bigger(X, Y), bigger(X, 27). 
(2) min (XxX, Y, 2):- bigger(Y, X), bigger(2z, xX). 


(3) 义 位 于 YY 和 之 间 可 能 有 两 种 情况 ， 一 是 bigger(X, Y) 且 bigger(Z, X)， 二 是 
bigger(Y X) 且 bigger(X, Z)。 在 新 谓词 有 多 种 情况 时 ，Prolog 允许 多 次 定义 同一 个 名 字 的 


谓词 。 


BH 


此 可 定义 谓词 如 下 : - 


middle(X, Y, 2):—- bigger(X, Y), bigger (Zz, X). 
middle (xX, Y, 2):— biggerl(Y, X), bigger(X, 2). 


在 PIE 中 的 代码 及 结果 如 下 : 


bigger (3, 2). 
bigger (5, 2). 
bigger (5, 3). 
middle (xX, Y, 2) :- bigger(X, Y), bigger(Zz, X). 
middle (xX, Y, 2) :- bigger(Y, X), bigger(X, 2). 


按 F9 键 后 在 Dialog 框 中 输入 
middle(3, 2, 5). 
回 车 后 出 现 


True 
1 Solution. 


表示 数 3 位 于 2 和 35 之 间 是 成 立 的 。 


【 例 E.4】 规则 与 查询 
在 PIE 中 ， 输 入 


father (jack, susan). /* 事实 1 */ 
father (jack, ray). /* 事实 2 */ 
father (david, liza). /* 事实 3 */ 
father (david, john). /* 事实 4 */ 
father (john, peter). /* 事实 5 */ 
father (john, mary). /* 事实 6 */ 
mother (karen, susan). /* 事实 7 */ 
mother (karen, ray). /* 事实 8 */ 
mother (amy, liza). /* 事实 9 */ 
mother (amy, john). /* 事实 10 */ 
mother (susan, peter). /* 事实 11 */ 
mother (susan, mary). /* 事实 12 */ 
parent (x, Y) :- father (xX, Y). /* 规则 1 */ 
parent (X, Y) :- mother (XxX, Y). /* 规则 2 */ 
grandfather (X，Y) :- father(X, 72), parent (Z，Y) . /* 规则 3 */ 
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grandmother (X，Y) :- mother (X，Z) ，Pparent (Z，Y) - /* 规则 4 */ 
yeye (X，Y) :- father (X，Z)，father(Z，Y) - /* 规则 6 */ 
popo (X，Y) :- mother (X，2Z) ，mother (2Z，Y) - /* 规则 9 */ 
按 F9 键 在 Dialog 框 中 进行 查询 : 

mother (susan, mary). 

True 

1 Solution /* 事实 12 */ 

father (john, susan) . 

No solutions /* 这 不 能 被 推断 出 来 */ 

parent (susan, mary). 

True 


1 Solution 


说 明 : 这 个 目标 要 证 明 “Susan 是 Mary 的 一 个 家 长 ”。 从 事实 12 和 规则 2 得 知 ， 这 
个 目标 是 真 的 。 


parent (ray, peter). 
No solutions 


说 明 : 这 个 目标 要 证 明 “Ray 是 Peter 的 一 个 家 长 ”。 没 有 事实 和 规则 支持 。 


yeye (X, susan). 
No solutions 


说 明 : 这 个 查询 问 谁 是 Susan 的 “yeye”。 由 于 不 能 从 程序 中 找到 解 ， 因 此 Prolog 
解释 程序 回 传 no。 

popo (karen, X). 

X= peter 

X= mary 

2 Solutions 


说 明 : 这 个 查询 问 谁 称呼 Karen 为 “popo”。 从 程序 得 知 Peter 和 Mary 都 是 解 ， 因 
此 Prolog 解释 程序 会 显示 这 两 个 答案 。 

yeye (X，Y) . 

X= david, Y= peter 

X= david, Y= mary 

2 Solutions 


说 明 : 这 个 查询 问 “X 是 立 的 “yeye”，X 和 立 是 谁 ? ”从 程序 得 知 ，X 是 David， 
而 YY 可 以 是 Peter 或 Mary。 所 以 Prolog 解释 程序 会 回 传 两 组 结果 。 

除了 自 定义 的 谓词 外 ，Prolog 也 提供 了 一 些 常用 的 内 置 谓词 : 

(a) 算术 谓词 (算术 运算 符 ): +、-、*、/ (这 些 运算 符 只 作用 于 数字 和 变量 )。 

Cb) 比较 谓词 〈 比 较 运算 符 ): 
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< 小 于 ) 一 一 只 作用 于 数字 及 变量 。 

> 大 于 ) 一 一 只 作用 于 数字 及 变量 。 

=<〔 小 于 或 等 于 ) 一 一 只 作用 于 数字 及 变量 。 

>= (大 于 或 等 于 ) 一 一 只 作用 于 数字 及 变量 。 

is 一 一 两 个 操作 数 有 相同 的 值 。 

= 一 一 两 个 操作 数 完全 一 样 。 

= 一 一 两 个 操作 数 没有 相同 的 值 。 

以 上 的 内 置 谓词 有 两 个 变 元 ， 一 个 在 左面 ， 另 一 个 在 右面 (和 其 他 的 程序 设计 语言 
类 似 )。 

【 例 E.S】 “is” 和 “=” 的 区 别 

在 PIE 中 ， 输 入 : 


4=4. 
True 


1 Solution 
说 明 : 很 明显 。 


4 is 4. 
True 
1 Solution 


说 明 ; 很 明显 。 


4=1+3. 
No solutions 


说 明 : 答案 是 no， 因 为 “=” 左 面 (4) 和 右面 (1+3) 形式 不 同 。 


a is +3- 
True 
1 Solution 


说 明 :“is” 左 面 的 值 和 右面 的 值 相等 。 

列表 是 Prolog 中 的 一 种 特有 的 数据 结构 ,如 [1, 2, 3, 4] 就 指定 了 Prolog 中 的 一 个 列表 。 

Prolog 提供 了 两 种 特别 的 列表 操作 : 

(a) Prolog 提供 了 把 表 头 项 以 及 表 头 项 以 外 的 列表 分 离 的 方法 。 

(Cb) Prolog 强大 的 递归 功能 可 以 方便 地 访问 除去 表 头 项 后 的 列表 。 

列表 的 基本 形式 如 下 : [XIY]。 使 用 此 列表 可 以 与 任意 的 列表 匹配 ， 匹 配 成 功 后 ，X 
绑 定 为 列表 的 第 一 个 元 素 的 值 ( 表 头 )， 而 立 则 绑 定 为 剩 下 的 列表 ( 表 尾 )。 

【 例 E.6】 列表 操作 一 一 删除 列表 中 一 个 给 定 元 素 

在 PIE 中 ， 输 入 


delete (RAR， [AIX] ，X) - 
delete(A, [BIX], [BIY]):-delete(A, XxX, Y). 
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按 F9 键 后 在 Dialog 框 中 输入 
delete(2, [1, 2, 3, 4], X). 
回 车 后 出 现 

X= [1,3,4] 


1 Solution 

delete(A, [1, 2、 3, 4], X); 
A= 1, X= [2,3,4] 

A= 2, X= [1,3,4] 

A= 3, X= [1,2,4] 

A= 4, X= [1,2,3] 

4 Solutions 

deletel(C, [1, 2, 3, 4], [1, 2, 4]); 
C= 3 

1 Solution 

delete(D [fl 2 3。 4], [1l, 2 S51)s 
No solutions 

deletel(l1l, E, [2, 3, 4]). 
E= [1,2,3,4] 

E= [2,1,3,4] 

E= [2,3,1,4] 

E= [2,3,4,1] 

4 Solutions 

middle(3, 2, 5). 

True 

1 Solution. 


delete/3( 斜 线 前 为 谓词 名 字 ， 斜 线 后 的 数字 表示 参数 数量 ) 这 个 谓词 的 第 一 个 规则 是 
delete(A, [A|X], X)， 这 是 一 个 边界 条 件 ， 当 元 素 A 是 列表 B 的 表 头 时 , 列表 义 就 是 列表 
B 的 表 尾 。 第 二 个 规则 定义 了 递归 条 件 ， 如 果 元 素 A 不 是 列表 的 表 头 ， 那 么 就 递归 调用 
delete/3， 在 表 尾 列表 中 除去 A。 

【 例 E.7】 列 表 操 作 一 一 将 列表 第 一 个 数值 递增 1 


在 PIE 中 ， 输 入 

a(lAl，[A | B]) :- Al is A + 1. % 表 示 将 列表 第 一 个 数值 递增 1 
按 F9 键 后 在 Dialog 框 中 输入 

al(lx, [2,3,4]) 

3 


1 Solution 
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E.2 ”典型 逻辑 问题 


【 例 E.8】 字谜 
在 图 E.1 中 白色 的 方 格 ( 带 有 L* 标 识 的 方 格 ) 里 填 上 英文 单词 ， 可 供 选 择 的 单词 有 


dog、 run、 top、 five、 four、 lost、 mess、 unit、 baker、 forum、 green、 super、 prolog、 vanish、 


wonder、yellow。 


E.1 例 E.8 用 图 


解 . 完整 的 程序 代码 如 下 : 


word(d,o,9g). 

word(r,u,n). 

word (t,o,p). 

word (f,i,v,e). 

word(f,o,u,r). 

Word{(lor ss ths 

word (m,e, s,s5). 

vord(uy ni,t): 

word(b,a,k,e,r). 

word(f,o,r,u,m). 

word(g,r,e,e,n). 

word(s,u,p,e,r). 

Word (pyrrorlrorgh. 

word (Vv,a,n,i,s,h). 

word(w,o,n,d,e,r). 

word(y,e,1,1,0,w). 

solution (L1,12,L3,L4,L5,L6,L7,18,L9,L10,L11,L12,L13,L14,L15,116):— 
word(L1,L2,L3,L4,L5) ， 
word(L9,L10,L11,L12,L13,L14) ， 
word(L1,L6,L9,L15) ， 
word(L3,L7,L11) ， 
word(L5,L8,L13,L16) . 


按 F9 键 后 在 Dialog 框 中 输入 


solution (L1,L2,L3,L4,15,L6,L7,L8,19,L10,L11,L12,L13,L14,L15,L16) 
回 车 后 出 现 


II1= f, L2= o, L3= r, L4= u, L5= m, L6= i, L7= u, L8= e, L9= Vv, L10= a, L11= 
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n, L12= i, L13= s, L14= h, L15= e, L16= s 
1 Solution 


【 例 E.9】 汉 诺 塔 问 题 

分 析 . 如 果 只 有 一 个 盘子 ， 直 接 移 过 去 就 行 了 ， 这 是 递归 的 边界 条 件 。 

如 果 要 移动 n 个 盘子 ， 就 要 分 3 步 走 : 

(1) 把 n-1 个 盘子 移动 到 B 柱 上 (把 C 柱 作为 临时 存放 盘子 的 位 置 )。 

(2) 把 最 后 一 个 盘子 直接 移 到 C 柱 上 。 

(3) 最 后 把 B 柱 上 的 盘子 移 到 C 柱 上 (把 A 柱 作为 临时 存放 盘子 的 位 置 )。 

上 面 第 (1)、(3) 步 用 到 了 递归 。 通 过 递归 把 n 个 盘子 的 问题 变 成 了 两 个 n-1 个 盘 
子 的 问题 。 如 此 下 去 ， 最 后 变 成 了 1 个 盘子 的 问题 了 ， 这 也 就 是 说 问题 被 解决 了 。 

解 . 完整 的 程序 代码 如 下 : 


hanoi (N) :-move (N, left, middle, right). 


move(l, A, _, C):-inform(A, C),!. 
move(N, A, B, C):- 
N1 is N-1, s 注 意 这 里 的 赋值 


move (NI1，RA，C，B)， 

inform(A, B), 

move(N1l, B, A, C). 

inform(Locl, Loc2):- 

write("Move a disk from ", Locl, " to ", Loc2),nl. 


按 F9 键 后 在 Dialog 框 中 输入 


hanoi (4) 

回 车 后 出 现 

Move a disk from left to middle 
Move a disk from left to middle 
Move a disk from middle to right 
Move a disk from left to right 
Move a disk from right to left 
Move a disk from right to left 
Move a disk from left to middle 
Move a disk from left to middle 
Move a disk from middle to right 
Move a disk from middle to right 
Move a disk from right to left 
Move a disk from middle to left 
Move a disk from left to middle 
Move a disk from left to middle 
Move a disk from middle to right 
True 


1 Solution 
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主 程序 为 hanoi/1， 它 的 参数 为 盘子 的 数目 。 它 调用 递归 谓词 move 来 完成 任务 。3 
个 柱子 的 名 字 分 别 为 left、middle 和 right。 

第 一 个 move/4 子 句 是 边界 情况 , 即 只 有 一 个 盘子 时 ， 直接 调用 inform/2 显示 移动 盘 
子 的 方法 。 后 面 使 用 “!” 表 示 停 止 搜索 ， 这 是 因为 : 如 果 只 有 一 个 盘子 ， 就 是 边界 条 件 ， 
无 须 再 对 第 二 条 子 句 进行 匹配 了 。 

第 二 个 move/4 子 句 为 递归 调用 ， 首 先 把 盘子 数目 减少 一 个 ， 再 递归 调用 move/4， 
把 nl 个 盘子 从 A 柱 通过 C 柱 移 到 B 柱 ， 再 把 A 柱 上 的 最 后 一 个 盘子 直接 从 A 柱 移 到 
C 柱 上 ,最 后 再 递归 调用 move/4, 把 B 柱 上 的 nm-l 个 盘子 通过 A 柱 移 到 C 柱 上 。 这 里 的 
柱子 都 是 使 用 变量 来 代表 的 ，A、B、C 柱 可 以 是 1eft、middle、right 中 的 任何 一 个 ， 这 
是 在 移动 的 过 程 中 决定 的 。 

inform/2 把 移动 过 程 通过 write 谓词 写 出 。write 类 似 C 语言 中 的 printf 语句 。 

move 子 句 中 的 “_ ”表示 任意 变量 。 

【 例 E.10】 全 排列 问题 

分 析 . permutation/2 采用 递归 编写 。 它 的 第 一 个 规则 是 边界 条 件 ， 表 示 空 表 的 全 排列 
是 空 表 。 第 二 个 规则 定义 递归 ， 首 先 使 用 delete/3 把 表 立 分解 成 元 素 A 和 Y1， 再 对 Y1 
进行 全 排列 。 因 此 全 排列 的 思路 就 是 把 列表 的 每 个 元 素 作为 新 列表 的 头 ， 而 把 除去 某 个 
元 素 后 剩 下 的 列表 全 排列 后 作为 新 列表 的 尾部 。 

解 . 完整 的 程序 代码 如 下 : 

delete(A, [AIX], X). 

deletel(A, [BIX], [BIY]):-deletel(A, XxX, Y). 


permutation([], []). 
permutation([A|X], Y):-deletel(A, Y, Y1), permutation (X，Y1) . 


按 F9 键 后 在 Dialog 框 中 输入 


permutation (xX, [1, 2, 3, 4]). 
回 车 后 出 现 


X= [1,2,3,4] 
X= [1,2,4,3] 
x= [1,3,2,4] 
X= [1,3,4,2] 
X= [1,4,2,3] 
x= [1,4,3,2] 
= [2 


| 
X= [2,3,1,4] 
X= [2,3,4,1] 
X= [2,4,1,3] 
X= [2,4,3,1] 
X= [3,1,2,4] 
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X= [3,1,4,2] 
X= [3,2,1,4] 
X= [3,2,4,1] 
X= [3,4,1,2] 
X= [3,4,2,1] 
X= [4,1,2,3] 
Xx= [4,1,3,2] 
X= [4,2,1,3] 
X= [4,2,3,1] 
X= [4,3,1,2] 
X= [4,3,2,1] 
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